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ËÅÊÖÈß 2

Àííîòàöèÿ. Ñèíãóëÿðíûå ãîìîëîãèè: îïðåäåëåíèå è ïðîñòåéøèå ñâîéñòâà.

Ñòàíäàðòíûì n-ìåðíûì ñèìïëåêñîì íàçûâàåòñÿ ïîäìíîæåñòâî ∆n
def

= {(x0, . . . , xn) | x0, . . . , xn ≥ 0, x0 +

· · ·+xn = 1} ⊂ R
n+1

. Ïîäìíîæåñòâî∆n,i
def

= {(x0, . . . , xn) ∈ ∆n | xi = 0}, 0 ≤ i ≤ n, íàçûâàåòñÿ ãðàíüþ (íîìåð

i, ðàçìåðíîñòè n − 1). �ðàíü à��èííî ýêâèâàëåíòíà (n − 1)-ìåðíîìó ñòàíäàðòíîìó ñèìïëåêñó: áèåêòèâíîå

à��èííîå îòîáðàæåíèå ιi,n : ∆n−1 → ∆n,i äåéñòâóåò ïî �îðìóëå ιi,n(y0, . . . , yn−1) = (y0, . . . , yi−1, 0, yi, . . . , yn−1)
(íóëü âñòàâëÿåòñÿ íà i-ì ìåñòå).

n-ìåðíûì ñèíãóëÿðíûì ñèìïëåêñîì â òîïîëîãè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâåX íàçûâàåòñÿ íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå

f : ∆n → X . Ïðîñòðàíñòâîì n-ìåðíûõ ñèíãóëÿðíûõ öåïåé ñ êîý��èöèåíòàìè â êîëüöå R íàçûâàåòñÿ

ñâîáîäíûéR-ìîäóëüCn(X,R), ïîðîæäåííûé âñåìè n-ìåðíûìè ñèíãóëÿðíûìè ñèìïëåêñàìè âX . Ïðîñòðàíñòâîì

n-ìåðíûõ ñèíãóëÿðíûõ êîöåïåéCn(X,R) íàçûâàåòñÿR-ìîäóëü, ñîñòîÿùèé èç âñåõ ãîìîìîð�èçìîâCn(X,R) →
R.

Ñèìâîëîì ∂X
n : Cn(X,R) → Cn−1(X,R) îáîçíà÷àåòñÿ ãîìîìîð�èçì ìîäóëåé, ñîïîñòàâëÿþùåé îáðàçóþùåé

Cn(X,R) � ñèíãóëÿðíîìó ñèìïëåêñó f : ∆n → X � ñèíãóëÿðíóþ öåïü

∂X
n f

def

=

n∑

i=0

(−1)if ◦ ιi,n.

Ñèìâîëîì dnX : Cn(X,R) → Cn+1(X,R) îáîçíà÷àåòñÿ ñîïðÿæåííûé ãîìîìîð�èçì (∂X
n+1)

∗
, äåéñòâóþùèé ïî

ïðàâèëó dXn (α)(x)
def

= α(∂X
n+1(x)), ãäå x ∈ Cn+1(X,R) � ïðîèçâîëüíàÿ (n + 1)-ìåðíàÿ ñèíãóëÿðíàÿ öåïü, à

α ∈ Cn(X,R) � îáðàçóþùàÿ, òî åñòü ãîìîìîð�èçì Cn(X,R) → R. �îìîìîð�èçìû ∂n è dn íàçûâàþòñÿ,

ñîîòâåòñòâåííî, îïåðàòîðàìè ãðàíèöû è êîãðàíèöû.

Òåîðåìà 1. ∂X
n ◦ ∂X

n+1 = 0.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà íàì ïîòðåáóåòñÿ

Ëåììà 2. Åñëè 0 ≤ t ≤ s ≤ n+ 1, òî ιt,n+1 ◦ ιs,n = ιs+1,n+1 ◦ ιt,n,

äîêàçàòåëüñòâî êîòîðîé � íåñëîæíîå óïðàæíåíèå.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 1. ∂X
n (∂X

n+1(f)) =
∑n+1

i=0 (−1)i∂X
n (f ◦ ιi,n+1) =

∑n+1

i=0

∑n
j=0(−1)i+jf ◦ ιi,n ◦ ιj,n−1.

Ñîãëàñíî ëåììå, âñå ÷ëåíû â ñóììå ðàçáèâàþòñÿ íà ïàðû ïîäîáíûõ: (i, j) è (j + 1, i), ãäå i ≤ j; ïðè ýòîì äâà

÷ëåíà ïàðû âõîäÿò â ñóììó ñ ïðîòèâîïîëîæíûì çíàêîì. �

Ñëåäñòâèå 3. dn+1
X ◦ dnX = 0.

Îïðåäåëåíèå 4. Êîìïë�åêñîì (òî÷íåå, öåïíûì êîìïëåêñîì ìîäóëåé, îãðàíè÷åííûì ñïðàâà íóëåì) íàçûâàåòñÿ

ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ìîäóëåé è ãîìîìîð�èçìîâ

. . .
∂2−→ A2

∂2−→ A1
∂1−→ A0 → 0,

äëÿ êîòîðîé âûïîëíåíî ðàâåíñòâî èç òåîðåìû 1 � èíûìè ñëîâàìè, äëÿ âñÿêîãî i ≥ 0 âûïîëíåíî âêëþ÷åíèå

Bi ⊆ Zi, ãäå Zi
def

= Ker∂i ⊂ Ai íàçûâàåòñÿ ìîäóëåì i-ìåðíûõ öèêëîâ, à Bi
def

= Im ∂i+1 ⊂ Ai � ìîäóëåì i-ìåðíûõ
ãðàíèö. Ôàêòîð-ìîäóëü Hi(A) = Zi/Bi íàçûâàåòñÿ ìîäóëåì i-ûõ ãîìîëîãèé êîìïëåêñà.

Àíàëîãè÷íî ââîäèòñÿ ïîíÿòèå êîöåïíîãî êîìïëåêñà, îãðàíè÷åííîãî íóëåì ñëåâà:

0 → A0
d0

−→ A1
d1

−→ A2
d2

−→ . . .

è åãî êîãîìîëîãèé Hi(A) = Zi/Bi
, ãäå Zi def

= Ker di (êîöèêëû) è Bi
def

= Im di−1
(êîãðàíèöû). Ìû áóäåì äëÿ

êðàòêîñòè ãîâîðèòü ïðîñòî �(öåïíîé) êîìïëåêñ� è �êîöåïíîé êîìïëåêñ�.

Òåì ñàìûì òåîðåìà 1 îçíà÷àåò, ÷òî ïðîñòðàíñòâà ñèíãóëÿðíûõ öåïåé è îïåðàòîðû ãðàíèöû îáðàçóþò

öåïíîé êîìïëåêñ, íàçûâàåìûé ñèíãóëÿðíûì öåïíûì êîìïëåêñîì òîïîëîãè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâàX è îáîçíà÷àåìûé

C·(X); ïðîñòðàíñòâà ñèíãóëÿðíûõ êîöåïåé è îïåðàòîðû êîãðàíèöû îáðàçóþò ñèíãóëÿðíûé êîöåïíîé êîìïëåêñ

C·(X). Ìîäóëè Hi(X,R) íàçûâàþòñÿ i-ìåðíûìè ñèíãóëÿðíûìè ãîìîëîãèÿìè ïðîñòðàíñòâà X (Hi(X,R) �
ñèíãóëÿðíûìè êîãîìîëîãèÿìè).
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Ïðèìåð 1. Ïóñòü X � ïðîñòðàíñòâî, ñîñòîÿùåå èç îäíîé òî÷êè. Â ýòîì ñëó÷àå äëÿ âñÿêîãî n ñóùåñòâóåò

åäèíñòâåííûé ñèíãóëÿðíûé n-ìåðíûé ñèìïëåêñ, òàê ÷òî Cn(X,R) = R äëÿ ëþáîãî n ≥ 0. Îïåðàòîð ∂X
n :

R → R ñîïîñòàâëÿåò åäèíèöå êîëüöà R ñóììó åäèíèö ñ ÷åðåäóþùèìèñÿ çíàêàìè; êîëè÷åñòâî ñëàãàåìûõ

ðàâíî êîëè÷åñòâó (n − 1)-ìåðíûõ ãðàíåé ñèìïëåêñà, òî åñòü n + 1. Òåì ñàìûì ∂X
n = 0, åñëè n íå÷åòíî, è

∂X
n = id, åñëè n ÷åòíî (ïðîâåðüòå, ÷òî èìåííî id, à íå − id, òî åñòü ñóììà çíàêîâ ðàâíà +1; âïðî÷åì, äëÿ
âû÷èñëåíèÿ ãîìîëîãèé ýòî íåâàæíî).

Òåì ñàìûì ñèíãóëÿðíûé êîìïëåêñ ïðîñòðàíñòâà èìååò âèä

. . .
0

−→ R
1

−→ R
0

−→ R → 0,

Íåïîñðåäñòâåííîå âû÷èñëåíèå ïîêàçûâàåò, ÷òî H0(X) = R (ñð. íèæå ïðèìåð 2) è Hi(X) = 0 ïðè i > 0; äëÿ
êîãîìîëîãèé îòâåò òàêîé æå.

Ïðèìåð 2. Ñòàíäàðòíûé íóëüìåðíûé ñèìïëåêñ ∆0 � òî÷êà, à ∆1 � îòðåçîê íà ïëîñêîñòè, ñîåäèíÿþùèé

òî÷êè (0, 1) è (1, 0). Òåì ñàìûì íóëüìåðíûé ñèíãóëÿðíûé ñèìïëåêñ â òîïîëîãè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå X �

òî÷êà ýòîãî ïðîñòðàíñòâà a ∈ X (�îðìàëüíî, îòîáðàæåíèå, ïåðåâîäÿùåå åäèíñòâåííóþ òî÷êó 1 ∈ ∆0 â òî÷êó

a), à îäíîìåðíûé ñèíãóëÿðíûé ñèìïëåêñ � íåïðåðûâíàÿ êðèâàÿ f : ∆1 → X , ñîåäèíÿþùàÿ òî÷êè f((0, 1))
è f((1, 0)). �ðàíè÷íûé ãîìîìîð�èçì äåéñòâóåò ïî ïðàâèëó ∂X

1 f = f((0, 1)) − f((1, 0)). Îòñþäà âûòåêàåò

(ïî÷åìó?), ÷òî åñëè ñèíãóëÿðíàÿ 0-öåïü x
def

= k1a1+ · · ·+knan ∈ C0(X,R) ïðèíàäëåæèò îáðàçó ãîìîìîð�èçìà
∂X
0 , òî äëÿ êàæäîé êîìïîíåíòû ëèíåéíîé ñâÿçíîñòè Y ⊂ X ïðîñòðàíñòâà X ñóììà êîý��èöèåíòîâ ki ïî òåì

i, ãäå ai ∈ Y , ðàâíà íóëþ.
Âåðíî è îáðàòíîå. Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü äëÿ êàêàÿ-òî êîìïîíåíòà Y ⊂ X ñîäåðæèò òî÷êè a1, . . . , am

(ïðîíóìåðóåì èõ äëÿ óäîáñòâà ïîñëåäîâàòåëüíî), è k1 + · · · + km = 0. Ñîåäèíèì òî÷êó am ñ îñòàëüíûìè

(ÿñíî, ÷òî m > 1) êðèâûìè f1, . . . , fm−1: êàæäûé ðàç fi((0, 1)) = ai è fi((1, 0)) = am. Òîãäà êîý��èöèåíò ïðè

a1, . . . , am−1 â 0-öåïè x′
def

= x − ∂X
1 (k1f1 + · · · + km−1fm−1), î÷åâèäíî, ðàâåí ki − ki = 0, à êîý��èöèåíò ïðè

am ðàâåí km + (k1 + · · ·+ km−1) = 0. Òåì ñàìûì öåïü x′
íå ñîäåðæèò òî÷åê â êîìïîíåíòå Y . Ïîâòîðÿÿ ýòîò

ïðîöåññ äëÿ âñåõ êîìïîíåíò ïðîñòðàíñòâà X , ñîäåðæàùèõ êàêèå-íèáóäü òî÷êè ai, íàéäåì 1-öåïü ϕ òàêóþ,

÷òî x− ∂X
1 ϕ = 0.

Ïóñòü òåïåðü Z(X)� ñâîáîäíûé R-ìîäóëü, ïîðîæäåííûé êîìïîíåíòàìè ëèíåéíîé ñâÿçíîñòè ïðîñòðàíñòâà
X . �àññìîòðèì ãîìîìîð�èçì ìîäóëåé ε : C0(X,R) → Z(X), çàäàííûé �îðìóëîé ε(k1a1 + · · · + knan) =
b1Y1 + · · ·+ bmYm, ãäå Y1, . . . , Ym � êîìïîíåíòû ëèíåéíîé ñâÿçíîñòè, à êàæäûé êîý��èöèåíò bi ðàâåí ñóììå
kj ïî òåì èíäåêñàì j, äëÿ êîòîðûõ aj ∈ Yi. ßäðî ε ñîâïàäàåò, êàê äîêàçàíî, ñ îáðàçîì ãîìîìîð�èçìà ∂X

1 ,

à åãî îáðàç, î÷åâèäíî, � âåñü ìîäóëü Z(X), îòêóäà Ho(X,R) = C0(X,R)/ Im∂X
1 = C0(X,R)/Ker ε = Z(X).

Òåì ñàìûì ïîëó÷åíî îïèñàíèå íóëåâûõ ãîìîëîãèé ïðîèçâîëüíîãî òîïîëîãè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà.

Óïðàæíåíèå 5. Äîêàæèòå, ÷òî H0(X,R) = Hom(Z(X), R), òî åñòü ìíîæåñòâî �óíêöèé íà ìíîæåñòâå

êîìïîíåíò ëèíåéíîé ñâÿçíîñòèX ñî çíà÷åíèÿìè â R. Ïîêàæèòå, ÷òî åñëè êîëè÷åñòâî êîìïîíåíò ïðîñòðàíñòâà
X êîíå÷íî, òî ìîäóëè H0(X,R) è H0(X,R) èçîìîð�íû, à åñëè áåñêîíå÷íî, òî íåò.

Óïðàæíåíèå 6. Ïðèäóìàéòå îïðåäåëåíèå ãîìîëîãèé, â êîòîðîì âìåñòî ñèíãóëÿðíûõ ñèìïëåêñîâ èñïîëüçóþòñÿ

ñèíãóëÿðíûå êóáû � íåïðåðûâíûå îòîáðàæåíèÿ f : [−1, 1]n → X . Ïðèäóìàéòå îïðåäåëåíèå ãîìîìîð�èçìîâ

∂X,Q
n , äîêàæèòå ðàâåíñòâî ∂2 = 0 è âû÷èñëèòå ãîìîëîãèè ïðîñòðàíñòâà, ñîñòîÿùåãî èç îäíîé òî÷êè. Òàêæå

ïîïðîáóéòå äîêàçàòü àíàëîã óòâåðæäåíèÿ èç ïðèìåðà 2.

Çàìå÷àíèå. Åñëè âû ðåøèëè óïðàæíåíèå 6, òî âûÿñíèëè, ÷òî ïîñòðîåííûå �êóáè÷åñêèå� ãîìîëîãèè òî÷êè íå

ñîâïàäàþò ñ ñèíãóëÿðíûìè. Ýòîò íåäîñòàòîê ìîæíî èñïðàâèòü è ïîñòðîèòü òåîðèþ ñèíãóëÿðíûõ ãîìîëîãèé

ñ ïîìîùüþ ñèíãóëÿðíûõ êóáîâ. Íî ýòî èñïðàâëåíèå íåòðèâèàëüíî � ïðè ïðàâèëüíîì îïðåäåëåíèè ìîäóëü

ñèíãóëÿðíûõ êóáè÷åñêèõ öåïåé íå ñîâïàäàåò ñî ñâîáîäíûì ìîäóëåì, ïîðîæäåííûì ñèíãóëÿðíûìè êóáàìè.

Ïîýòîìó ìû â äàëüíåéøåì áóäåì èñïîëüçîâàòü áîëåå ïðîñòîå �ñèìïëèöèàëüíîå� îïðåäåëåíèå.

Îïðåäåëåíèå 7. Ïóñòü A, B � êîìïëåêñû R-ìîäóëåé. Ìîð�èçìîì êîìïëåêñîâ f : A → B íàçûâàåòñÿ íàáîð

ãîìîìîð�èçìîâ ìîäóëåé fn : An → Bn, äëÿ êîòîðîãî äèàãðàììà

. . .
∂A

n+1

−→ An

∂A

n−→ An−1

∂A

n−1

−→ . . .
↓ fn ↓ fn−1

. . .
∂B

n+1

−→ Bn

∂B

n−→ Bn−1

∂B

n−1

−→ . . .

êîììóòàòèâíà � èíûìè ñëîâàìè, fn−1 ◦ ∂
A
n = ∂B

n ◦ fn äëÿ âñÿêîãî n ≥ 1.

Åñëè g : B → C � äðóãîé ìîð�èçì êîìïëåêñîâ, òî êîìïîçèöèÿ g ◦ f (ïî÷ëåííàÿ: (g ◦ f)n
def

= gn ◦ fn)
ÿâëÿåòñÿ, î÷åâèäíî, ìîð�èçìîì. Äëÿ êàæäîãî êîìïëåêñà A èìååòñÿ òîæäåñòâåííûé ìîð�èçì 1A : A → A,
îáëàäàþùèé ñâîéñòâîì åäèíèöû: 1A ◦f = f ◦1B = f . Èíûìè ñëîâàìè, êîìïëåêñû R-ìîäóëåé è èõ ìîð�èçìû
îáðàçóþò êàòåãîðèþ; òî æå ñàìîå âåðíî (óáåäèòåñü è óòî÷íèòå!) è äëÿ êîöåïíûõ êîìïëåêñîâ.



Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî íåïðåðûâíîãî îòîáðàæåíèÿ u : X → Y òîïîëîãè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ ðàññìîòðèì

ãîìîìîð�èçì ìîäóëåé u#,n : Cn(X,R) → Cn(Y,R), äåéñòâóþùèé íà îáðàçóþùèå êîìïîçèöèåé: åñëè f : ∆n →
X � ñèíãóëÿðíûé n-ñèìïëåêñ, òî u#,n(f) = u ◦ f : ∆n → Y (ñèíãóëÿðíûé n-ñèìïëåêñ, òî åñòü îáðàçóþùàÿ

Cn(Y,R)); ïîñêîëüêó Cn(X,R) � ñâîáîäíûé ìîäóëü, ýòî îïðåäåëÿåò ãîìîìîð�èçì u#,n îäíîçíà÷íî.

Ëåììà 8. Íàáîð ãîìîìîð�èçìîâ u#,n, n = 0, 1, . . . , ÿâëÿåòñÿ ìîð�èçìîì êîìïëåêñîâ u# : C·(X,R) →
C·(Y,R). Åñëè v : W → X � äðóãîå íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå, òî (u ◦ v)# = u# ◦ v#.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü ðàâåíñòâî (u#,n−1 ◦ ∂X
n )(f) = (∂Y

n ◦ u#,n)(f), ãäå f : ∆n → X �

ïðîèçâîëüíûé ñèíãóëÿðíûé ñèìïëåêñ. Äåéñòâèòåëüíî, u#,n−1(∂
X
n f) =

∑n
i=0(−1)iu#,n−1(f◦ιi,n) =

∑n
i=0(−1)iu◦

f ◦ ιi,n = ∂Y
n (u ◦ f) = ∂Y

n (u#,n(f)).
Âòîðîå ðàâåíñòâî î÷åâèäíî. �

Èíûìè ñëîâàìè, ñîïîñòàâëåíèåX 7→ C(X,R) è f 7→ f# ��óíêòîð èç êàòåãîðèè òîïîëîãè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ

â êàòåãîðèþ êîìïëåêñîâ.

Óïðàæíåíèå 9. Ïðèäóìàéòå àíàëîã ìîð�èçìà u# è ëåììû 8 äëÿ êîöåïíîãî ñèíãóëÿðíîãî êîìïëåêñà.

Ïóñòü f : A → C � ìîð�èçì êîìïëåêñîâ, è ïóñòü x ∈ Zi(A), òî åñòü x ∈ Ai è ∂x = 0. Òîãäà ∂f(x) =
f(∂x) = f(0) = 0 (íàïîìíèì, ÷òî f � ãîìîìîð�èçì ìîäóëåé), òî åñòü f(x) ∈ Zi(C) ⊂ Ci. Àíàëîãè÷íî, åñëè

x ∈ Bi(A), òî åñòü x = ∂y, òî f(x) = ∂f(y) ∈ Bi(C). Òåì ñàìûì f(Zi(A)) ⊂ f(Zi(C)) è f(Bi(A)) ⊂ f(Bi(C)),
÷òî ïîçâîëÿåò îïðåäåëèòü ãîìîìîð�èçì ìîäóëåé f∗,i : Hi(A) = Zi(A)/Bi(A) → Zi(C)/Bi(C) = Hi(C)
åñòåñòâåííûì îáðàçîì: åñëè x ∈ Zi(A) � ïðåäñòàâèòåëü êëàññà h ∈ Hi(A), òî f(x) ∈ Zi(C) � ïðåäñòàâèòåëü

êëàññà f∗(h) ∈ Hi(C).

Òåîðåìà 10. Êëàññ f∗(h) êîððåêòíî îïðåäåëåí, òî åñòü íå çàâèñèò îò âûáîðà ïðåäñòàâèòåëÿ x êëàññà h.
Îòîáðàæåíèå ãîìîëîãèé f∗,n : Hn(A) → Hn(C) ÿâëÿåòñÿ ãîìîìîð�èçìîì ìîäóëåé è îáëàäàåò ñâîéñòâîì

(g ◦ f)∗,n = g∗,n ◦ f∗,n, ãäå g : C → D � äðóãîé ìîð�èçì êîìïëåêñîâ. Èíûìè ñëîâàìè, ñîîòâåòñòâèå

A 7→ Hn(A) è f 7→ f∗,n � �óíêòîð èç êàòåãîðèè êîìïëåêñîâ â êàòåãîðèþ R-ìîäóëåé..

Óïðàæíåíèå 11. Äîêàæèòå òåîðåìó è ñ�îðìóëèðóéòå åå àíàëîã äëÿ êîãîìîëîãèé.


