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ËÅÊÖÈß 3

Àííîòàöèÿ. �îìîòîïè÷åñêàÿ èíâàðèàíòíîñòü ñèíãóëÿðíûõ ãîìîëîãèé. Òåîðåìà Áîêøòåéíà (áåç äîêàçàòåëüñòâà,

äîêàçàòåëüñòâó ïîñâÿùåí îäèí èç ñåìèíàðîâ). Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Ìàéåðà�Âèåòîðèñà � �îðìóëèðîâêà.

Íà÷íåì ñ àëãåáðàè÷åñêîãî óòâåðæäåíèÿ. Ïóñòü A = . . .
∂A
3−→ A2

∂A
2−→ A1

∂A
1−→ A0 → 0 è B = . . .

∂B
3−→

B2
∂B
2−→ B1

∂B
1−→ B0 → 0 � öåïíûå êîìïëåêñû K-ìîäóëåé. Öåïíîé ãîìîòîïèåé ìåæäó íèìè íàçûâàåòñÿ íàáîð

ãîìîìîð�èçìîâ ìîäóëåé Kn : An → Bn+1, n = 0, 1, . . . .

Ëåììà 1. Íàáîð ãîìîìîð�èçìîâ fn = ∂B
n+1 ◦Kn +Kn−1 ◦ ∂

A
n : An → Bn ÿâëÿåòñÿ ìîð�èçìîì êîìïëåêñîâ

(òî åñòü êîììóòèðóåò ñ äè��åðåíöèàëàìè). Îòîáðàæåíèå f∗,n : Hn(A) → Hn(B) � íóëåâîå.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðè âû÷èñëåíèÿõ áóäåì îïóñêàòü èíäåêñ. Òîãäà f = ∂K +K∂, îòêóäà ∂f = ∂2K + ∂K∂ =
∂K∂ è f∂ = ∂K∂ +K∂2 = ∂K∂ = ∂f , òî åñòü f � ìîð�èçì.

Åñëè x ∈ Zn (ÿâëÿåòñÿ öèêëîì), òî åñòü ∂x = 0, òî f(x) = ∂Kx+K∂x = ∂Kx ∈ Bn (ÿâëÿåòñÿ ãðàíèöåé),

òî åñòü f∗ = 0. �

Òåîðåìà 2. Ïóñòü ft : X → Y , 0 ≤ t ≤ 1 � ãîìîòîïèÿ îòîáðàæåíèé ìåæäó òîïîëîãè÷åñêèìè ïðîñòðàíñòâàìè.

Òîãäà (f0)∗ = (f1)∗ (ãîìîìîð�èçìû â ãîìîëîãèÿõ).

Ñëåäñòâèå 3. �îìîëîãèè ãîìîòîïè÷åñêè ýêâèâàëåíòíûõ ïðîñòðàíñòâ èçîìîð�íû.

Äîêàçàòåëüñòâî ñëåäñòâèÿ 3. Ïóñòü f : X → Y è g : Y → X � ãîìîòîïè÷åñêàÿ ýêâèâàëåíòíîñòü: g ◦f ∼ idX

è f ◦ g ∼ idY . Òîãäà ñîãëàñíî òåîðåìå 2, g∗ ◦ f∗ = (g ◦ f)∗ = (idX)∗ = idH(X); àíàëîãè÷íî f∗ ◦ g∗ = idH(Y ). Òåì

ñàìûì f∗ : H(X) → H(Y ) è g∗ : H(Y ) → H(X) � âçàèìíî îáðàòíûå èçîìîð�èçìû. �

Ïðèìåð 4. Øàð Bn ⊂ R
n
ñòÿãèâàåì, ò.å. ãîìîòîïè÷åñêè ýêâèâàëåíòåí òî÷êå. Îòñþäà H0(Bn) = K è Hi(Bn) =

0 ïðè âñåõ i > 0.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 2 ìû ïîñòðîèì öåïíóþ ãîìîòîïèþK : C(X) → C(Y ) ñèíãóëÿðíûõ êîìïëåêñîâ
ïðîñòðàíñòâ X è Y , äëÿ êîòîðîé

(1) ∂Y K +K∂X = (f0)# − (f1)#,

è âîñïîëüçóåìñÿ ëåììîé 1.

Äëÿ ïîñòðîåíèÿ ãîìîìîð�èçìà Kn : Cn(X) → Cn+1(Y ) íàì ïîíàäîáèòñÿ ãåîìåòðè÷åñêàÿ êîíñòðóêöèÿ �

ðàçáèåíèå ïðèçìû íà ñèìïëåêñû. Îáîçíà÷èì Qn
def

= ∆n × [0, 1] (ïðèçìà), ãäå ∆n � ñòàíäàðòíûé ñèìïëåêñ.

Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî k, 0 ≤ k ≤ n, îáîçíà÷èì Qn,k
def

= {(x0, . . . , xn, t) | (x0. . . . .xn) ∈ ∆n, x0 + · · · + xk−1 ≤ t ≤
x0 + · · ·+ xk} (ïðè k = 0 â ëåâîé ÷àñòè íåðàâåíñòâà ñòîèò 0, à ïðè k = n â ïðàâîé � x0 + · · ·+ xn = 1).

Ïðåæäå âñåãî äîêàæåì, ÷òî Qn,k � (n + 1)-ìåðíûé ñèìïëåêñ. Äëÿ ýòîãî ïîñòðîèì âçàèìíî îäíîçíà÷íîå

à��èííîå îòîáðàæåíèå χn,k : ∆n+1 → Qn,k. Äëÿ ýòîãî äëÿ êàææäîé òî÷êè y = (y0, . . . , yn+1) ∈ ∆n+1 íàéäåì

êîîðäèíàòû òî÷êè (x0, . . . , xn, t) = χn,k(y) ∈ Qn,k òàêèå, ÷òî

y0 = x0,

y0 + y1 = x0 + x1,

. . .

y0 + · · ·+ yk−1 = x0 + · · ·+ xk−1,

y0 + · · ·+ yk = t,

y0 + · · ·+ yk+1 = x0 + · · ·+ xk,

. . .

y0 + · · ·+ yn = x0 + · · ·+ xn−1,

1



÷òî ýêâèâàëåíòíî

y0 = x0,

. . .

yk−1 = xk−1,

yk = t− (x0 + · · ·+ xk−1),

yk+1 = (x0 + · · ·+ xk)− t,

yk+2 = xk+1,

. . . ,

yn+1 = xn

⇐⇒

x0 = y0,

. . .

xk−1 = yk−1,

xk = yk + yk+1,

xk+1 = yk+2,

. . . ,

xn = yn+1,

t = y0 + · · ·+ yk.

Ïîñêîëüêó âûðàæåíèå x, t ÷åðåç y ëèíåéíî è îáðàòèìî, χn,k � äåéñòâèòåëüíî âçàèìíî îäíîçíà÷íîå à��èííîå

îòîáðàæåíèå.

Ïåðåîáîçíà÷èì F (x, t)
def

= ft(x), òàê ÷òî F : X × [0, 1] → Y , è ïóñòü ϕ : ∆n → X � ñèíãóëÿðíûé ñèìïëåêñ.

Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ÷èñëà k = 0, . . . , n ïîëîæèì ïî ïî îïðåäåëåíèþ ξn,k
def

= F ◦ (ϕ × id) ◦ χn,k, è îïðåäåëèì

ñèíãóëÿðíóþ öåïü Kn(ϕ) = ξn,0 − ξn,1 + · · · ± ξn,n ∈ Cn+1(Y ); ïîñëå ýòîãî ïðîäîëæèì îòîáðàæåíèå Kn äî

ãîìîìîð�èçìà Kn : Cn(X) → Cn+1(Y ).

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 2. Ïîêàæåì, ÷òî îïðåäåëåííàÿ âûøå öåïíàÿ ãîìîòîïèÿK : C(X) → C(Y ) óäîâëåòâîðÿåò
óðàâíåíèþ (1).

Ïóñòü ιn,j : ∆n → ∆n+1 � à��èííàÿ ïàðàìåòðèçàöèÿ ãðàíè, çàäàííàÿ �îðìóëîé ιn,j(y0, . . . , yn) =
(y0, . . . , yj−1, 0, yj, . . . , yn) (íóëü íà j-ì ìåñòå); çäåñü 0 ≤ j ≤ n. Òîãäà ïî îïðåäåëåíèþ äè��åðåíöèàëà â

ñèíãóëÿðíîì êîìïëåêñå èìååì

∂Y
n+1Kn(ϕ) =

n
∑

k=0

n+1
∑

j=0

(−1)j+kF ◦ (ϕ× id) ◦ χn,k ◦ ιn+1,j

è(2)

Kn−1(∂
X
n ϕ) =

n−1
∑

k=0

n
∑

j=0

(−1)j+kF ◦ (ϕ× id) ◦ (ιn,j × id) ◦ χn−1,k.

Íåïîñðåäñòâåííàÿ ïðîâåðêà ïîêàçûâåò (óáåäèòåñü!), ÷òî èìåþò ìåñòî ñëåäóþùèå ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó à��èííûìè

îòîáðàæåíèÿìè χn,k è ιn,j :

χn,k ◦ ιn+1,j = (ιn,j × id) ◦ χn−1,k−1 ïðè j < k,

χn,k ◦ ιn+1,j = (ιn,j−1 × id) ◦ χn−1,k ïðè j > k + 1,

χn,k ◦ ιn+1,k = χn,k−1 ◦ ιn+1,k ïðè 1 ≤ k ≤ n,

χn,k ◦ ιn+1,k+1 = χn,k+1 ◦ ιn+1,k+1 ïðè 0 ≤ k ≤ n− 1,

χn,0 ◦ ιn+1,0 = id×0,

χn,n ◦ ιn+1,n+1 = id×1.

Îòñþäà âûòåêàåò, ÷òî

∂Y
n+1Kn(ϕ) =

n
∑

k=0

(k−1
∑

j=0

(−1)j+kF ◦ (ϕ× id) ◦ (ιn,j × id) ◦ χn−1,k−1 +

n
∑

j=k+2

(−1)j+kF ◦ (ϕ× id) ◦ (ιn,j−1 × id) ◦ χn−1,k

+ F ◦ (ϕ× id) ◦ χn,k ◦ ιn+1,k − F ◦ (ϕ × id) ◦ χn,k+1 ◦ ιn+1,k

)

(3)

è

Kn−1(∂
X
n ϕ) =

n−1
∑

k=0

( k
∑

j=0

(−1)j+k−1F ◦(ϕ×id)◦(ιn,j×id)◦χn−1,k−1+
n
∑

j=k+2

(−1)j+k−1F ◦(ϕ×id)◦(ιn,j−1×id)◦χn−1,k

)

(â ïåðâîé èç �îðìóë (2) çàìåíà èíäåêñà ñóììèðîâàíèÿ k−1 7→ k, âî âòîðîé j+1 7→ j). Òåì ñàìûì Kn−1(∂
X
n ϕ)

ðàâíà, ñ ïðîòèâîïîëîæíûì çíàêîì, ñóììå ïåðâûõ äâóõ ñëàãàåìûõ â (3). Çàìåíÿÿ â ïîñëåäíåì ñëàãàåìîì òîé

æå �îðìóëû k + 1 7→ k, ïîëó÷èì

∂Y
n+1Kn(ϕ) +Kn−1(∂

X
n ϕ) =

n
∑

k=0

F ◦ (ϕ× id) ◦ χn,k ◦ ιn,k −

n+1
∑

k=1

F ◦ (ϕ× id) ◦ χn,k−1 ◦ ιn,k

= F ◦ (ϕ× id) ◦ χn,0 ◦ ιn,0 − F ◦ (ϕ× id) ◦ χn,n ◦ ιn,n+1

= (f0)#(ϕ) − (f1)#(ϕ).



�

Òåì ñàìûì ìû äîêàçàëè, ÷òî äëÿ âñÿêîãî ñîîòâåòñòâèå X 7→ Hn(X,R), f 7→ f∗ ÿâëÿåòñÿ �óíêòîðîì èç

ãîìîòîïè÷åñêîé êàòåãîðèè â êàòåãîðèþR-ìîäóëåé. �àçóìååòñÿ, òî æå ñàìîå âåðíî, ñ î÷åâèäíûìè èçìåíåíèÿìè
(êàêèìè?) äëÿ êîãîìîëîãèé.

×òîáû âîñïîëüçîâàòüñÿ ãîìîòîïè÷åñêîé èíâàðèàíòíîñòüþ äëÿ âû÷èñëåíèÿ ãîìîëîãèé áîëåå ñëîæíûõ (íå

ñòÿãèâàåìûõ) ïðîñòðàíñòâ, ìû ïðèìåíèì àëãåáðàè÷åñêóþ òåõíèêó, íàçûâàåìóþ òåîðåìîé Áîêøòåéíà. �àññìîòðèì

òî÷íóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü 0 → A
p

−→ B
q

−→ C → 0, ãäå A,B,C � êîìïëåêñû R-ìîäóëåé, à p, q � ìîð�èçìû

êîìïëåêñîâ. Èíûìè ñëîâàìè, èìååòñÿ êîììóòàòèâíàÿ äèàãðàììà

0 0 0
↓ ↓ ↓

. . .
∂A
n+2

−→ An+1

∂A
n+1

−→ An

∂A
n−→ An−1

∂A
n−1

−→ . . .
↓ pn+1 ↓ pn ↓ pn−1

. . .
∂B
n+2

−→ Bn+1

∂B
n+1

−→ Bn

∂B
n−→ Bn−1

∂B
n−1

−→ . . .
↓ qn+1 ↓ qn ↓ qn−1

. . .
∂C
n+2

−→ Cn+1

∂C
n+1

−→ Cn

∂C
n−→ Cn−1

∂C
n−1

−→ . . .
↓ ↓ ↓
0 0 0

,

â êîòîðîì ãîðèçîíòàëüíûå ñòðîêè � êîìïëåêñû (∂n−1 ◦ ∂n = 0 ïðè âñåõ n ≥ 1), à âåðòèêàëüíûå � òî÷íûå

ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (êîìïëåêñû ñ íóëåâûìè ãîìîëîãèÿìè): Ker pn = 0, Ker qn = Im pn, Im qn = Cn äëÿ âñåõ

n ≥ 0.
Â ýòîé ñèòóàöèè ïðè n ≥ 1 îïðåäåëåí ãîìîìîð�èçì ìîäóëåé δn : Hn(C) → Hn−1(A). À èìåííî, ïóñòü

x ∈ Zn(C) = Ker ∂C
n � ïðåäñòàâèòåëü êëàññà ãîìîëîãèé h ∈ Hn(C) = Zn(C)/Bn(C). Â ñèëó ðàâåíñòâà

Im qn = Cn ñóùåñòâóåò ýëåìåíò y ∈ Bn òàêîé, ÷òî qn(y) = x. Â ñèëó êîììóòàòèâíîñòè äèàãðàììû qn−1(∂
B
n y) =

∂C
n (qn(y)) = ∂C

n (x) = 0, òî åñòü ∂B
n (y) ∈ Ker qn−1 = Im pn−1. Òåì ñàìûì ñóùåñòâóåò ýëåìåíò z ∈ An−1 òàêîé,

÷òî pn−1(z) = ∂B
n (y).

Äîêàæåì, ÷òî ∂A
n−1z = 0, òî åñòü z ∈ Zn−1(A). Äåéñòâèòåëüíî, â ñèëó êîììóòàòèâíîñòè äèàãðàììû

pn−2(∂
A
n−1z) = ∂B

n−1(pn−1(z)) = ∂B
n−1(∂

B
n (y)) = 0 (ïîñêîëüêó B � êîìïëåêñ, òî åñòü ∂B

n−1 ◦ ∂B
n = 0). Íî

Ker pn−2 = 0, òàê ÷òî èç pn−2(∂
A
n−1z) = 0 âûòåêàåò ∂A

n−1z = 0.
Òîãäà ïîëîæèì ïî îïðåäåëåíèþ δn(h) ∈ Hn−1(A) = Zn−1(A)/Bn−1(A) � êëàññ, ñîäåðæàùèé ýëåìåíò z.

Òåîðåìà 5 (òåîðåìà Áîêøòåéíà). �îìîìîð�èçì δn : Hn(C) → Hn−1(A) êîððåêòíî îïðåäåëåí, ò.å. δn(h) íå
çàâèñèò îò âûáîðà ïðåäñòàâèòåëÿ x êëàññà h, è ÿâëÿåòñÿ ãîìîìîð�èçìîì ìîäóëåé. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

ìîäóëåé è ãîìîìîð�èçìîâ

. . .
δn+1

−→ Hn(A)
p∗,n

−→ Hn(B)
q∗,n
−→ Hn(C)

δn−→ Hn−1(A)
p∗,n−1

−→ . . .

� òî÷íàÿ.

Äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû Áîêøòåéíà ïîñâÿùåí ñåìèíàð 3.

Ïóñòü X � òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî, à Y ⊆ X � ïîäïðîñòðàíñòâî (ñ èíäóöèðîâàííîé òîïîëîãèåé).

Ñèìâîëîì ιXY : Y → X îáîçíà÷èì òàâòîëîãè÷åñêîå âëîæåíèå: åñëè y ∈ Y , òî ιXY (y) = y (íî óæå êàê ýëåìåíò

X !).

Ïóñòü A,B ⊂ X � îòêðûòûå ïîäìíîæåñòâà, A ∪B = X . �àññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü êîìïëåêñîâ:

(4) 0 → C(A ∩B)
u

−→ C(A) ⊕ C(B)
v

−→ C(X),

ãäå u = (ιAA∩B)# ⊕ (ιBA∩B)# è v = (ιXA )# ◦ p1 − (ιXB )# ◦ p2, à p1, p2 : C(A)⊕ C(B) → C(A), C(B) � ïðîåêöèè íà

ïåðâûé è âòîðîé ñîìíîæèòåëü ñîîòâåòñòâåííî.

Ëåììà 6. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü êîìïëåêñîâ (4) òî÷íàÿ. Îáðàçîì v ÿâëÿåòñÿ êîìïëåêñ CA,B(X) ⊂ C(X),
n-å ïðîñòðàíñòâî êîòîðîãî � ìîäóëü, ñâîáîäíî ïîðîæäåííûé n-ìåðíûìè ñèíãóëÿðíûìè ñèìïëåêñàìè f :
∆n → X òàêèìè, ÷òî f(∆n) ⊂ A èëè f(∆n) ⊂ B.

Äîêàçàòåëüñòâî. Òî÷íîñòü â ÷ëåíå C(A ∩ B) (òî åñòü èíúåêòèâíîñòü u) î÷åâèäíà (ïî÷åìó?). Òî÷íîñòü â

÷ëåíå C(A) ⊕ C(B): äëÿ ïðîèçâîëüíîãî f : ∆n → A ∩ B èìååì u(f) = f ⊕ f ∈ Cn(A) ⊕ Cn(B), îòêóäà
v(u(f)) = v(f ⊕ f) = f − f = 0, òî åñòü Imu ⊆ Ker v. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà îáðàòíîãî âêëþ÷åíèÿ ïóñòü

y =
∑N

i=1 mifi ⊕ gi ∈ Cn(A) ⊕ Cn(B), ãäå fi : ∆n → A è gi : ∆n → B � ñèíãóëÿðíûå ñèìïëåêñû, à mi ∈ R
� êîý��èöèåíòû. Ñðåäè f1, . . . , fN ìîãóò áûòü îäèíàêîâûå; èçáàâèìñÿ îò ýòîãî, ñîáðàâ ïîäîáíûå ÷ëåíû ïî

ïåðâîé êîîðäèíàòå: y =
∑m

i=1 fi ⊕ zi, ãäå f1, . . . , fm : ∆n → X � ïîïàðíî ðàçëè÷íûå ñèíãóëÿðíûå ñèìïëåêñû,

à z1, . . . , zm ∈ Cn(B). Åñëè y ∈ Ker v, òî
∑m

i=1 fi =
∑m

i=1 zi ∈ Cn(X). Ïðàâàÿ ÷àñòü ðàâåíñòâà ëåæèò â Cn(B),



à ïîñêîëüêó ñðåäè fi : ∆n → A íåò ðàâíûõ, âñå îíè îòîáðàæàþò ∆n â B, òî åñòü â A ∩ B. Àíàëîãè÷íî,
gi(∆n) ⊂ A ∩B ïðè âñåõ i � òåì ñàìûì, y ∈ Imu, è òî÷íîñòü â ÷ëåíå C(A) ⊕ C(B) äîêàçàíà.

Âòîðîå óòâåðæäåíèå ëåììû î÷åâèäíî. �

Ñëåäñòâèå 7. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü êîìïëåêñîâ 0 → C(A ∩B)
u

−→ C(A)⊕ C(B)
v

−→ CA,B(X) → 0 òî÷íà.

Òåì ñàìûì ê ýòîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïðèìåíèìà òåîðåìà Áîêøòåéíà. Îñíîâíûì òåõíè÷åñêèì ðåçóëüòàòîì,

ïîçâîëÿþùèì ýòîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ ïîëüçîâàòüñÿ, ÿâëÿåòñÿ

Òåîðåìà 8. �îìîëîãèè êîìïëåêñîâ CA,B(X) è C(X) ñîâïàäàþò.

Ñëåäñòâèå 9 (òåîðåìû 8 è òåîðåìû 5). Äëÿ âñÿêîãî òîïîëîãè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà X è åãî îòêðûòûõ

ïîäìíîæåñòâ A,B òàêèõ, ÷òî A∪B = X, ñóùåñòâóåò òî÷íàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ãîìîëîãèé . . . Hn(A∩

B)
u∗,n

−→ Hn(A) ⊕Hn(B)
v∗,n
−→ Hn(X)

δn−→ Hn−1(A ∩B) → · · · → H0(X).

Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èç ñëåäñòâèÿ 9 íàçûâàåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ Ìàéåðà�Âèåòîðèñà.


