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ËÅÊÖÈß 4

Àííîòàöèÿ. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Ìàéåðà�Âèåòîðèñà � ïðèìåðû ïðèìåíåíèÿ è ÷àñòè÷íîå äîêàçàòåëüñòâî

òîãî, ÷òî ãîìîëîãèè êîìïëåêñà �ìàëûõ� ñèìïëåêñîâ ñîâïàäàþò ñ ñèíãóëÿðíûìè.

Òåîðåìó 8 ëåêöèè 3 ìû äîêàæåì ïîçäíåå, à ïîêà ïðèâåäåì íåñêîëüêî ïðèìåðîâ ïðèìåíåíèÿ ñëåäñòâèÿ 9.

Ïðèìåð 1. Ïóñòü X = S1
, A = S1 \ {a}, B = S1 \ {b}, ãäå a, b ∈ S1

� äâå ðàçëè÷íûå òî÷êè. Òîãäà A
è B ãîìîòîïè÷åñêè ýêâèâàëåíòíû òî÷êå (ñòÿãèâàåìû), à A ∩ B � äâóì òî÷êàì. Â ñèëó ãîìîòîïè÷åñêîé

èíâàðèàíòíîñòè ãîìîëîãèé (äîêàçàííîé â ëåêöèè 3) ïîëó÷àåì, ÷òî �ðàãìåíò ïîñëåäîâàòåëüíîñòè Ìàéåðà�

Âèåòîðèñà ïðè n ≥ 2 âûãëÿäèò òàê:

. . . −→ Hn(·)⊕Hn(·) −→ Hn(S
1) −→ Hn−1(· ·) −→ . . .

q q

0 0
,

îòêóäà Hn(S
1) = 0 (ïîñëåäîâàòåëüíîñòü òî÷íàÿ!). Êîíåö ïîñëåäîâàòåëüíîñòè Ìàéåðà�Âèåòîðèñà âûãëÿäèò

òàê:

−→ H1(·)⊕H1(·) −→ H1(S
1) −→ H0(· ·)

u
−→ H0(·)⊕H0(·) −→

q q q
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Z
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Ñîãëàñíî îïèñàíèþ îòîáðàæåíèÿ u â ïîñëåäîâàòåëüíîñòè Ìàéåðà�Âèåòîðèñà, u ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ìàòðèöó

2×2, ñòðîêè êîòîðîé � îòîáðàæåíèÿ (ιAA∩B)∗ è (ιBA∩B)∗, òî åñòü u =

(

1 1
1 1

)

. Èç òî÷íîñòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

âûòåêàåò, ÷òî H1(S
1) = Keru = Z (ñâîáîäíûé Z-ìîäóëü, ïîðîæäåííûé âåêòîðîì (1,−1)).

Ïðèìåð 2. Ïóñòü òåïåðü X = Sn
, ãäå n ≥ 1. Â ñèëó ëèíåéíîé ñâÿçíîñòè ïîëó÷èì H0(X) = Z. Äîêàæåì

èíäóêöèåé ïî n, ÷òî Hn(X) = Z è Hk(X) = 0 ïðè âñåõ k 6= 0, n. Ïðèìåð 1 ñîñòàâëÿåò áàçó èíäóêöèè.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ïîëîæèì A = Sn\{a},B = Sn\{b}, ãäå a, b ∈ Sn
� äâå ðàçëè÷íûå òî÷êè, è ðàññìîòðèì

ïîñëåäîâàòåëüíîñòüÌàéåðà�Âèåòîðèñà. Î÷åâèäíî,A è B ãîìîòîïè÷åñêè ýêâèâàëåíòíû òî÷êå, àA∩B ∼ Sn−1
.

Òîãäà �ðàãìåíò ïîñëåäîâàòåëüíîñòè Ìàéåðà�Âèåòîðèñà ïðè k 6= n, 0 âûãëÿäèò òàê:

. . . −→ Hk(·)⊕Hk(·) −→ Hk(S
n) −→ Hk−1(S

n−1) −→ . . .
q q

0 0
,

(ïðàâîå ðàâåíñòâî íóëþ � ïî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè), îòêóäà Hk(S
n) = 0. Ôðàãìåíò ïðè k = n > 1 òàêîé:

. . . −→ Hn(·)⊕Hn(·) −→ Hn(S
n) −→ Hn−1(S

n−1) −→ Hn(·)⊕Hn(·) −→ . . .
q q q

0 Z 0

(ðàâåíñòâî Z ñíèçó � ïðåäïîëîæåíèå èíäóêöèè; çàìåòèì, ÷òî n − 1 > 0), îòêóäà Hn(S
n) = Z, çàâåðøàÿ

èíäóêöèþ.

Ñëåäñòâèå 3. Ñ�åðû ðàçíûõ ðàçìåðíîñòåé ïîïàðíî ãîìîòîïè÷åñêè íåýêâèâàëåíòíû (è, ñëåäîâàòåëüíî, íå

ãîìåîìîð�íû).

Çàìåòèì, ÷òî ðàíåå ó íàñ íå áûëî ñðåäñòâ äîêàçàòü ýòîò �àêò.

Äëÿ îáîñíîâàíèÿ âñåãî ïðîèñõîäÿùåãî íåîáõîäèìî, îäíàêî, äîêàçàòü òåîðåìó 8 ëåêöèè 3. Ýòî äåëàåòñÿ ñ

ïîìîùüþ êîíñòðóêöèè, íàçûâàåìîé áàðèöåíòðè÷åñêèì ïîäðàçäåëåíèåì. Îáîçíà÷èì Σk ãðóïïó ïåðåñòàíîâîê

n ýëåìåíòîâ, òî åñòü áèåêöèé ìíîæåñòâà {0, . . . , k − 1} â ñåáÿ; |Σk| = k!. Áàðèöåíòðè÷åñêèì ïîäðàçäåëåíèåì

ñòàíäàðòíîãî ñèìïëåêñà ∆n íàçûâàåòñÿ åãî ðàçáèåíèå ∆n
def

=
⋃

σ∈Σn+1
∆σ, ãäå ∆σ

def

= {(x0, . . . , xn) ∈ ∆n |

xσ(0) ≥ · · · ≥ xσ(n)}. Ìíîæåñòâî ∆σ � ñèìïëåêñ; îòîæäåñòâèì ñòàíäàðòíûé ñèìïëåêñ ñ íèì ïîñðåäñòâîì

1



îòîáðàæåíèÿ χσ : ∆n → ∆σ, çàäàííîãî òàêèìè �îðìóëàìè: åñëè (x0, . . . , xn) = χσ(y0, . . . , yn), òî

xσ(0) = y0 +
1

2
y1 + · · ·+

1

n+ 1
yn, y0 = xσ(0) − xσ(1),

xσ(1) =
1

2
y1 + · · ·+

1

n+ 1
yn, y1 = 2(xσ(1) − xσ(2)),

. . . ⇐⇒ . . .(1)

xσ(n−1) =
1

n
yn−1 +

1

n+ 1
yn, yn−1 = n(xσ(n−1) − xσ(n)),

xσ(n) =
1

n+ 1
yn yn = (n+ 1)xσ(n)

Îïðåäåëèì òåïåðü äëÿ êàæäîãî ñèíãóëÿðíîãî n-ñèìïëåêñà f : ∆n → X ñèíãóëÿðíóþ n-öåïü βn(f) =
∑

σ∈Σn+1
(−1)σf ◦χσ ∈ Cn(X,R) (ãäå, êàê îáû÷íî, (−1)σ = 1 äëÿ ÷åòíûõ ïåðåñòàíîâîê σ è −1 äëÿ íå÷åòíûõ)

è ïðîäîëæèì β äî ãîìîìîð�èçìà Cn(X,R) → Cn(X,R).

Ëåììà 4. Ñóùåñòâóåò öåïíàÿ ãîìîòîïèÿKn : Cn(X,R) → Cn+1(X,R), ñîõðàíÿþùàÿ ïîäêîìïëåêñ CA,B(X,R) ⊂

C(X,R) (ò.å. Kn(C
A,B
n (X,R)) ⊂ CA,B

n+1(X,R)) è òàêàÿ, ÷òî β − id = K∂ + ∂K.

Ñëåäñòâèå 5. β∗ = id íà ñèíóëÿðíûõ ãîìîëîãèÿõ ïðîñòðàíñòâà X.

Ëåììó 4 è ñëåäñòâèå 5 ìû äîêàæåì ïîçäíåå, à ïîêà óáåäèìñÿ, ÷òî îíè íàì íóæíû:

Âûâîä òåîðåìû 8 ëåêöèè 3 èç ñëåäñòâèÿ 5. Äîêàæåì ñíà÷àëà íåñêîëüêî ëåìì.

Ëåììà 6. Ïóñòü v1, v2 � âåðøèíû áàðèöåíòðè÷åñêîãî ïîäðàçäåëåíèÿ ñèìïëåêñà∆n. Òîãäà ðåáðî, ñîåäèíÿþùåå

ýòè âåðøèíû, ìîæíî ïðîäëèòü òàê, ÷òî åãî äëèíà âîçðàñòåò ïî êðàéíåé ìåðå â 1+1/n ðàçà, íî ïîëó÷åííûé

îòðåçîê áóäåò ëåæàòü â ∆n.

Äîêàçàòåëüñòâî. Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ðàññìàòðèâàåìûé ñèìïëåêñ ýòî∆1,n (ñîîòâåòñòâóþùèé òîæäåñòâåííîé

ïåðåñòàíîâêå 1 ∈ Σn+1, è êîîðäèíàòû âåðøèí ðàâíû v1 = (1/p, . . . , 1/p, 0, . . . , 0) è v2 = (1/q, . . . , 1/q, 0, . . . , 0),
ãäå q > p (â âåðøèíå v1 åñòü p íåíóëåâûõ êîîðäèíàò, à â v2 � q íåíóëåâûõ êîîðäèíàò). Òî÷êè íà ðåáðå [v1, v2]
èìåþò êîîðäèíàòû (1 − t)v1 + tv2, 0 ≤ t ≤ 1; ïðîäëèì ýòî ðåáðî çà âåðøèíó v1, ïîëîæèâ 0 ≤ t ≤= q/(q − p).
Òîãäà êîîðäèíàòû òî÷êè (1− t)v1 + tv2 ðàâíû ëèáî 0, ëèáî t/q ≥ 0, ëèáî t/q+ (1− t)/p = (q− (q− p)t)/q ≥ 0,
÷òî è îçíà÷àåò (1− t)v1 + tv2 ∈ ∆n. Íî q/(q − p) = 1 + p/(q − p) ≥ 1 + 1/(q − p) ≥ 1 + 1/n. �

Ñëåäñòâèå 7. Äèàìåòð ñèìïëåêñà, ïîëó÷åííîãî k-êðàòíûì áàðèöåíòðè÷åñêèì ïîäðàçäåëåíèåì ñòàíäàðòíîãî

ñèìïëåêñà, ìåíüøå äèàìåòðà ñòàíäàðòíîãî ñèìïëåêñà ïî êðàéíåé ìåðå â (1 + 1/n)k ðàç.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü D1 ⊂ D2 � äâà ñèìïëåêñà, îáëàäàþùèõ ñâîéñòâîì, îïèñàííûì â ëåììå 6, à A
� îáðàòèìîå à��èííîå ïðåîáðàçîâàíèå. Ïîñêîëüêó à��èííîå ïðåîáðàçîâàíèå ñîõðàíÿåò îòíîøåíèå äëèí

îòðåçêîâ, ëåæàùèõ íà îäíîé ïðÿìîé, ñèìïëåêñû A(D1) ⊂ A(D2) òîæå îáëàäàþò ñâîéñòâîì èç ëåììû 6.

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ëþáîãî ℓ ýòèì ñâîéñòâîì îáëàäàþò ñèìïëåêñû D1 ⊂ D2, ãäå D2 � ñèìïëåêñ ℓ-
ãî áàðèöåíòðè÷åñêîãî ïîäðàçäåëåíèÿ ∆n, à D1 � ñèìïëåêñ, ïîëó÷åííûé áàðèöåíòðè÷åñêèì ïîäðàçäåëåíèåì

D2. Ñëåäîâàòåëüíî, äèàìåòð D1 ìåíüøå äèàìåòðà D2 ïî êðàéíåé ìåðå â 1 + 1/n ðàç, è èíäóêöèÿ ïî ℓ ≤ k
äîêàçûâàåò ñëåäñòâèå. �

Ëåììà 8. Äëÿ âñÿêîé ñèíãóëÿðíîé öåïè x ∈ Cn(X,R) ñóùåñòâóåò òàêîå íàòóðàëüíîå N , ÷òî βN
n (x) ∈

CA,B
n (X,R).

Äîêàçàòåëüñòâî. Öåïü x� êîíå÷íàÿ ñóììà (ñ êîý��èöèåíòàìè) ñèíãóëÿðíûõ ñèìïëåêñîâ, ïîýòîìó äîñòàòî÷íî

äîêàçàòü óòâåðæäåíèå ëåììû â ñëó÷àå, êîãäà x = f � ñèíãóëÿðíûé ñèìïëåêñ.

�àññìîòðèì áåñêîíå÷íîå äåðåâî T , âåðøèíû êîòîðîãî íà ðàññòîÿíèè k îò êîðíÿ � ñèìïëåêñû k-êðàòíîãî
áàðèöåíòðè÷åñêîãî ïîäðàçäåëåíèÿ ∆n (êîðåíü � ñàì ∆n), è äâå âåðøèíû ñîåäèíåíû ðåáðîì, åñëè îäèí

ñèìïëåêñ ïîëó÷àåòñÿ ïðè áàðèöåíòðè÷åñêîì ïîäðàçäåëåíèè (îäíîêðàòíîì) äðóãîãî. Âàëåíòíîñòü êîðíÿ T
ðàâíà (n+ 1)!, à âñåõ îñòàëüíûõ âåðøèí � íà åäèíèöó áîëüøå.

Íàçîâåì âåðøèíó D äåðåâà T îòìå÷åííîé, åñëè f(D) ⊂ A èëè f(D) ⊂ B. Åñëè âåðøèíà îòìå÷åíà, òî,

î÷åâèäíî, âñå åå ïîòîìêè â äåðåâå T òîæå îòìå÷åíû. Èç òåîðåìû Òèõîíîâà î êîìïàêòíîñòè âûòåêàåò òåïåðü,

÷òî åñëè íåîòìå÷åííûõ âåðøèí â äåðåâå T áåñêîíå÷íî ìíîãî, òî èìååòñÿ áåñêîíå÷íàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

íåîòìå÷åííûõ âåðøèí D1 ⊃ D2 ⊃ . . . (âûâîä ýòîãî óòâåðæäåíèÿ èç òåîðåìû Òèõîíîâà ðàçáèðàëñÿ íà

ñåìèíàðàõ â ïðîøëîì ñåìåñòðå; âïðî÷åì, ýòî íåñëîæíàÿ �îëèìïèàäíàÿ� çàäà÷à ñàìà ïî ñåáå � ðåøèòå!).

Ïîñêîëüêó ñèìïëåêñ � êîìïàêò, ñèìïëåêñûD1 ⊃ D2 ⊃ . . . èìåþò íåïóñòîå ïåðåñå÷åíèå. Ñîãëàñíî ñëåäñòâèþ

7, äèàìåòð ñèìïëåêñà Dk íå ïðåâîñõîäèò

(

n
n+1

)k

è ñòðåìèòñÿ ê íóëþ ïðè k → ∞. Ñëåäîâàòåëüíî, ïåðåñå÷åíèå

� åäèíñòâåííàÿ òî÷êà c. Êàæäûé ñèìïëåêñ Dk ñîäåðæèò òî÷êó ak òàêóþ, ÷òî f(ak) ∈ X \A è òî÷êó bk òàêóþ,
÷òî f(bk) ∈ X \B; ïðè ýòîì ak, bk → c ïðè k → ∞. Ìíîæåñòâà X \A è X \B çàìêíóòû, îòêóäà âûòåêàåò, ÷òî

f(c) ∈ (X \A) ∩ (X \B) = X \ (A ∪B) = ∅ � ïðîòèâîðå÷èå, äîêàçûâàþùåå ëåììó. �



Òåïåðü ìû ãîòîâû äîêàçàòü òåîðåìó 8 ëåêöèè 3 (â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî ñëåäñòâèå 5 èçâåñòíî � íà ñàìîì

äåëå ìû åãî äîêàæåì ïîçäíåå). Ïóñòü x ∈ Cn(X,R), ∂x = 0. Ñîãëàñíî ëåììå 4, ïðè ëþáîì N èìååì

∂βN
∗
x = βN∂x = 0 è ñóùåñòâóåò y òàêîå, ÷òî x − βNx = ∂y, òàê ÷òî x è βNx ïðåäñòàâëÿþò îäèí è òîò

æå êëàññ ãîìîëîãèé â C(X,R). Èç ëåììû 8 âûòåêàåò òåïåðü, ÷òî äëÿ âñÿêîãî öèêëà x ∈ Cn(X,R) ñóùåñòâóåò
x′ ∈ CA,B

n (X,R), ïðåäñòàâëÿþùèé òîò æå êëàññ ãîìîëîãèé. Òåì ñàìûì åñëè λ : CA,B(X,R) → C(X,R) �
òàâòîëîãè÷åñêîå âëîæåíèå (âñÿêèé ñèíãóëÿðíûé ñèìïëåêñ â CA,B

n (X,R) îäíîâðåìåííî ÿâëÿåòñÿ è ñèìïëåêñîì
â Cn(X,R)), òî λ∗ : H(CA,B(X,R)) → H(X,R) � ýïèìîð�èçì.

Äîêàæåì òåïåðü, ÷òî λ∗ � ìîíîìîð�èçì. Ïóñòü x ∈ CA,B
n (X,R) � öèêë, êëàññ ãîìîëîãèé êîòîðîãî

ëåæèò â ÿäðå λ∗ � èíûìè ñëîâàìè, x = ∂y, ãäå y ∈ Cn+1(X,R). Ñîãëàñíî ëåììå 4, ∂y = ∂(β(y) + K∂y) =

∂β(y) + ∂Kx = ∂y1, ãäå y1 = β(y) + Kx. Èç ëåììû 4 âûòåêàåò, ÷òî âòîðîå ñëàãàåìîå ëåæèò â CA,B
n+1(X,R).

Ïîâòîðÿÿ ýòó ïðîöåäóðó íåñêîëüêî ðàç, ïîëó÷èì ∂y = ∂βNy + ωN äëÿ ïðîèçâîëüíîãî N è íåêîòîðîãî

ωN ∈ CA,B
n+1(X,R). Ñîãëàñíî ëåììå 8, βNy ∈ CA,B

n+1(X,R) ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøîì N . Ñëåäîâàòåëüíî, x �

ãðàíèöà è â CA,B
n+1(X,K), ÷òî îçíà÷àåò Kerλ∗ = 0 � λ∗ ÿâëÿåòñÿ ìîíîìîð�èçìîì. �

Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 4 è ñëåäñòâèÿ 5 ìû îòëîæèì äî ñëåäóþùåé ëåêöèè.


