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ËÅÊÖÈß 5

Àííîòàöèÿ. Ïîñòðîåíèå öåïíîé ãîìîòîïèè ê áàðèöåíòðè÷åñêîìó ïîäðàçäåëåíèþ è çàâåðøåíèå äîêàçàòåëüñòâà

òîãî, ÷òî ãîìîëîãèè êîìïëåêñà �ìàëûõ� ñèìïëåêñîâ ñîâïàäàþò ñ ñèíãóëÿðíûìè. Òåîðåìà Áðàóýðà. Îïðåäåëåíèå

ñòåïåíè îòîáðàæåíèÿ è òåîðåìà î ñòåïåíè ëèíåéíîãî îòîáðàæåíèÿ.

Äîêàæåì ëåììó 4 (è ñëåäñòâèå 5) èç ëåêöèè 3, äëÿ ÷åãî ââåäåì (èëè íàïîìíèì) íåêîòîðûå îáîçíà÷åíèÿ.

Ñèìâîëîì ιn,s : ∆n−1 → ∆n (ãäå 0 ≤ s ≤ n) îáîçíà÷èì, êàê ðàíüøå, à��èííîå îòîáðàæåíèå, ïåðåâîäÿùåå

ñòàíäàðòíûé ñèìïëåêñ ∆n−1 â s-þ ãðàíü ñòàíäàðòíîãî ñèìïëåêñà ∆n; â êîîðäèíàòàõ îíî âûãëÿäèò êàê

ιn,s(x0, . . . , xn) = (x0, . . . , xs−1, 0, xs, . . . , xn). Ñèìâîëîì idn îáîçíà÷èì òîæäåñòâåííîå îòîáðàæåíèå ∆n → ∆n

(êîòîðîå ìû ÷àñòî áóäåì ðàññìàòðèâàòü êàê ñèíãóëÿðíûé ñèìïëåêñ), à ñèìâîëàìè id0n è id1n � îòîáðàæåíèÿ

∆n → ∆n × [0, 1], äåéñòâóþùèå ïî ïðàâèëó id0n(x) = (x, 0) è id1n(x) = (x, 1) ñîîòâåòñòâåííî.
Åñëè f : A → A′

è g : B → B′
� äâà îòîáðàæåíèÿ, òî f × g : A× B → A′ × B′

äåéñòâóåò, ïî îïðåäåëåíèþ,

êàê (f × g)(a, b) = (f(a), g(b)).
Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ñèíãóëÿðíîãî ñèìïëåêñà f : ∆n → R

k
è ïðîèçâîëüíîé òî÷êè a ∈ R

k
îáîçíà÷èì a · f :

∆n+1 → R
k
ñèíãóëÿðíûé ñèìïëåêñ � êîíóñ íàä f : (a · f)(x0, x1, . . . , xn+1)

def

= x0a+ (1 − x0)f(
x1

1−x0
, . . . , xn+1

1−x0
)

((a ·f)(1, 0, . . . , 0)
def

= a). Â ÷àñòíîñòè, åñëè f � à��èííîå îòîáðàæåíèå, òî a ·f òàêæå à��èííîå. Êàê îáû÷íî,

ïðîäîëæèì îîïåðàöèþ a· äî ãîìîìîð�èçìà ìîäóëåé Cn(R
k) → Cn+1(R

k). Íåïîñðåäñòâåííî èç îïðåäåíèÿ

äè��åðåíöèàëà â ñèíãóëÿðíîì êîìïëåêñå ñëåäóåò

Ëåììà 1. a · ∂ + ∂a· = id, òî åñòü ∂(a · x) = f − a · ∂x äëÿ ëþáîé ñèíãóëÿðíîé öåïè x ∈ Cn(R
k).

Íàïîìíèì, ÷òî â ëåêöèè 4 ìû îïðåäåëèëè ñèíãóëÿðíóþ öåïü Bn ∈ Cn(∆n) è ãîìîìîð�èçì βn : Cn(X) →

Cn(X), äåéñòâóþùèé íà îáðàçóþùèå � ñèíãóëÿðíûå ñèìïëåêñû f : ∆n → X � êàê βn(f)
def

= f#Bn. Î÷åâèäíî,

B0 = id0 (ñèíãóëÿðíûé 0-ìåðíûé ñèìïëåêñ â òî÷êå); îêàçûâàåòñÿ, öåïü Bn òåïåðü ìîæíî îïðåäåëèòü ïî

èíäóêöèè:

Ëåììà 2. Bn+1 = a ·
∑n+1

s=0 (−1)s(ιn+1,s)#Bn, ãäå a
def

= (1/(n + 1), . . . , 1/(n + 1)) ∈ ∆n � öåíòð òÿæåñòè

ñòàíäàðòíîãî ñèìïëåêñà.

Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû � íåñëîæíîå óïðàæíåíèå.

Ñëåäñòâèå 3. ∂Bn = a ·
∑n

s=0(−1)s(ιn,s)#Bn−1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èíäóêöèÿ ïî n; áàçà n = 0 òðèâèàëüíà. Òåïåðü ∂Bn+1 =
∑n+1

s=0 (−1)s∂(a · (ιn+1,s)#Bn) =
∑n+1

s=0 (−1)s
(

(ιn+1,s)#Bn−a·∂Bn

)

(ñîãëàñíî ëåììå 1)=
∑n+1

s=0 (−1)s(ιn+1,s)#Bn+
∑n+1

s=0

∑n
t=0(−1)s+t(ιn+1,s)#(ιn,t)#Bn−1.

Ïîñêîëüêó ιn+1,s ◦ ιn,t = ιn+1,t+1 ◦ ιn,s ïðè s ≤ t, âòîðàÿ ñóììà ðàâíà íóëþ (ñð. ñ äîêàçàòåëüñòâîì ëåììû î

∂2 = 0 â ëåêöèè 2). �

Îïðåäåëèì òåïåðü èíäóêöèåé ïî n ñèíãóëÿðíóþ öåïü Ln ∈ Cn+1(∆n × [0, 1]) ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ïðè

n = 0 ïîëîæèì L0 = f , ãäå f : ∆1 → [0, 1] = ∆0 × [0, 1] � îáðàòèìîå à�èèííîå îòîáðàæåíèå. Äàëåå ïðè âñåõ

n ≥ 0 ïîëîæèì ïî îïðåäåëåíèþ

Ln+1 = a ·

(n+1
∑

s−0

(−1)s(ιn+1,s × id)#Ln − id1n+1

)

,

ãäå a = (1/(n+1), . . . , 1/(n+1); 0) ∈ ∆n+1× [0, 1] � öåíòð òÿæåñòè íèæíåãî îñíîâàíèÿ ïðèçìû. Êàê íåòðóäíî

âèäåòü, Ln � ñóììà ñ êîý��èöèåíòàìè ±1 èíúåêòèâíûõ à��èííûõ îòîáðàæåíèé ∆n+1 → ∆n× [0, 1], îáðàçû
êîòîðûõ îáðàçóþò ðàçáèåíèå ïðèçìû íà ñèìïëåêñû, ïåðåñåêàþùèåñÿ òîëüêî ïî ãðàíÿì. Äëÿ òîãî, ÷òîáû

ðàçáèòü ïðèçìó ∆n× [0, 1], íóæíî âíà÷àëå ðàçáèòü � ïî èíäóêöèè � êàæäóþ åå áîêîâóþ ãðàíü (åñòåñòâåííî,

íà ñèìïëåêñû ðàçìåðíîñòè n), à çàòåì ïîñòðîèòü (n + 1)-ìåðíûå ñèìïëåêñû, âåðøèíîé êîòîðûõ áóäåò a, à
îñíîâàíèÿìè � âåðõíåå îñíîâàíèå ïðèçìû è âñå ñèìïëåêñû, íà êîòîðûå ðàçáèòû áîêîâûå ãðàíè.

Îñíîâíûì êîìáèíàòîðíûì �àêòîì, íåîáõîäèìûì äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ëåììû 8 ëåêöèè 3, áóäåò

Ëåììà 4. ∂Ln =
∑n

t=0(−1)t(ιn,t × id)#Ln−1 + (id0n)#Bn − id1n.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èíäóêöèÿ ïî n; áàçà n = 0 � óïðàæíåíèå. Øàã èíäóêöèè: ñîãëàñíî ëåììå 1,∂Ln+1 =
∑n+1

s=0 (−1)s(ιn+1,s× id)#Ln− id1n+1 −a ·
(
∑n+1

s=0 (−1)s(ιn+1,s× id)#∂Ln−∂ id1n+1

)

. Ïî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè,

ïîñëåäíèé ÷ëåí â �îðìóëå ðàâåí a ·
(
∑n+1

s=0

∑n

t=0(−1)s+t(ιn+1,s × id)#(ιn,t × id)#Ln−1 +
∑n+1

s=0 (−1)s(ιn+1,s ×
1



id)#(id
0

n)#Bn −
∑n+1

s=0 (−1)s(ιn+1,s × id)# id1n −∂ id1

n+1

)

. Äâîéíàÿ ñóììà ðàâíà íóëþ ïî òåì æå ñîîáðàæåíèÿì,

÷òî â äîêàçàòåëüñòâå ñëåäñòâèÿ 3. Âòîðîå ñëàãàåìîå, â ñèëó î÷åâèäíîãî ðàâåíñòâà (ιn+1,s × id) ◦ id0

n =

id0n+1 ◦ιn+1.s, ðàâíî (id0n+1)#a ·
(
∑n+1

s=0 (−1)s(ιn+1,s)#Bn

)

= (id0

n+1)#Bn+1, ñîãëàñíî ëåììå 2. Îñòàâøèåñÿ äâà

÷ëåíà ñîêðàùàþòñÿ ïî îïðåäåëåíèþ äè��åðåíöèàëà â ñèíãóëÿðíîì êîìïëåêñå. �

Ïóñòü òåïåðü f : ∆n → X � ñèíãóëÿðíûé ñèìïëåêñ. Îáîçíà÷èì p : ∆n × [0, 1] → ∆n ïðîåêöèþ íà

ïåðâûé ñîìíîæèòåëü è ïîëîæèì ïî îïðåäåëåíèþ Kn(f) = f#p#Ln ∈ Cn+1(X); çàòåì ïðîäîëæèì Kb äî

ãîìîìîð�èçìà ìîäóëåé Cn(X) → Cn+1(X).

Òåîðåìà 5. Íàáîð ãîìîìîð�èçìîâ Kn óäîâëåòâîðÿåò óòâåðæäåíèþ ëåììû 8 ëåêöèè 3: Kn−1∂n+∂n+1Kn =

βn − 1, è Kn(C
A,B
n (X)) ⊂ CA,B

n+1(X) äëÿ âñåõ n.

Äîêàçàòåëüñòâî. ∂Knf = ∂(f ◦p)#Ln = (f ◦p)#∂Ln =
∑n

t=0(−1)t(f ◦p)#(ιn,t× id)#Ln−1+(f ◦p)#(id
0

n)#Bn−

(f ◦ p)# id1

n =
∑n

t=0(−1)t(f ◦ ιn,t ◦ p)#Ln−1 + f#Bn − f = −Kn−1∂f + βn(f)− f . Âòîðîå óòâåðæäåíèå òåîðåìû
î÷åâèäíî. �

Òåîðåìà 6 (òåîðåìà Áðàóýðà). Íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå f : Dk → Dk øàðà â ñåáÿ èìååò ïî êðàéíåé ìåðå

îäíó íåïîäâèæíóþ òî÷êó.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ýòî íåâåðíî: äëÿ âñåõ x ∈ Dk òî÷êè x è f(x) íå ñîâïàäàþò. Ïðîâåäåì ÷åðåç òî÷êó

x ëó÷ ñ íà÷àëîì â òî÷êå f(x) è îáîçíà÷èì u(x) òî÷êó åãî ïåðåñå÷åíèÿ ñ ãðàíèöåé øàðà ∂Dk = Sk−1
.

Îòîáðàæåíèå u íåïðåðûâíî (ïî÷åìó?) è, ñëåäîâàòåëüíî, ÿâëÿåòñÿ ðåòðàöèåé Dk → ∂Dk.

Ïóñòü ι : Sk−1 → Dk � òàâòîëîãè÷åñêîå âëîæåíèå ñ�åðû â øàð â êà÷åñòâå ãðàíèöû. Òîãäà u ◦ ι = idSk−1

è, ñëåäîâàòåëüíî, u∗ ◦ ι∗ = idHk−1(Sk−1). Íî øàð Dk ñòÿãèâàåì è, ñëåäîâàòåëüíî, Hk−1(Dk) = 0, òàê ÷òî

ι∗ : Hk−1(S
k−1) → Hk−1(Dk) � íóëåâîå îòîáðàæåíèå. Îòñþäà âûòåêàåò, ÷òî îòîáðàæåíèå u∗ ◦ ι∗ = id òàêæå

íóëåâîå, íî ýòî íåâîçìîæíî, ò.ê. Hk−1(S
k−1) 6= 0. �

Â äàëüíåéøåì â ýòîé ëåêöèè êîý��èöèåíòû â ãîìîëîãèÿõ R = Z.

Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî íåïðåðûâíîãî îòîáðàæåíèÿ f : Sn → Sn
îïðåäåëåí ãîìîìîð�èçì àáåëåâûõ ãðóïï (ò.å.

Z-ìîäóëåé) f∗ : Hn(S
n) → Hn(S

n). Êàê èçâåñòíî, Hn(S
n) èçîìîð�íî Z; âûáîð èçîìîð�èçìà ýêâèâàëåíòåí

âûáîðó îäíîé èç äâóõ îáðàçóþùèõ â (ñâîáîäíîé öèêëè÷åñêîé) ãðóïïåHn(S
n). Ýòà îáðàçóþùàÿ ïðè èçîìîð�èçìå

ïåðåõîäèò â 1 ∈ Z, à âòîðàÿ � â −1. Òåì ñàìûì, åñëè îáðàçóþùèå â ãîìîëîãèÿõ âûáðàíû, f∗ ïðåäñòàâëÿåò
ñîáîé ãîìîìîð�èçì Z → Z, òî åñòü óìíîæåíèå íà íåêîòîðîå ÷èñëî d ∈ Z, êîòîðîå íàçûâàåòñÿ ñòåïåíüþ

îòîáðàæåíèÿ f : d = deg f . Â ñèëó ãîìîòîïè÷åñêîé èíâàðèàíòíîñòè ãîìîìîð�èçìà f∗ ñòåïåíè ãîìîòîïíûõ

îòîáðàæåíèé ñîâïàäàþò. Î÷åâèäíî, ñòåïåíü òîæäåñòâåííîãî îòîáðàæåíèÿ ðàâíà 1.

Ïðèìåð 7. Âû÷èñëèì ñòåïíü ñèììåòðèè îòíîñèòåëüíî ýêâàòîðà, ò.å. îòîáðàæåíèÿ ̺ : Sn → Sn
, çàäàííîãî

ðàâåíñòâîì σ(x0, x1, . . . , xn) = (−x0, x1, . . . , xn) (â êà÷åñòâå Sn
ìû áåðåì ñ�åðó ðàäèóñà 1 ñ öåíòðîì â

íà÷àëå êîîðäèíàò: Sn = {(x0, . . . , xn) | x2
0 + · · · + x2

n = 1}). Äëÿ ýòîãî ïîêðîåì ñ�åðó Sn
ìíîæåñòâàìè

U1 = Sn \ {a}, U2 = Sn \ {b}, ãäå a = (1, 0, . . . , 0) è b = (−1, 0, . . . , 0) � ïîëþñà ñ�åðû, è ðàññìîòðèì

òî÷íóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü êîìïëåêñîâ 0 → C(U1 ∩ U2) → C(U1) ⊕ (́U2) → CU1,U2(Sn) → 0. Îòîáðàæåíèå σ
ãîìåîìîð�íî îòîáðàæàåò ìíîæåñòâà U1 è U2 äðóã â äðóãà è òåì ñàìûì ïîðîæäàåò êîììóòàòèâíóþ (ïî÷åìó?)

äèàãðàììó êîìïëåêñîâ

0 → C(U1 ∩ U2) → C(U1)⊕ C(U2) → CU1,U2(Sn) → 0
↓ (αS)∗ ↓ (αS)∗ ↓ (αS)∗

0 → C(U2 ∩ U1) → C(U2)⊕ C(U1) → CU2,U1(Sn) → 0
.

Ïðèìåíÿÿ ê íåé êîíñòðóêöèþ èç òåîðåìû Áîêøòåéíà, ïîëó÷èì êîììóòàòèâíóþ äèàãðàììó ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé

Ìàéåðà�Âèåòîðèñà; ðàññìîòðèì òàêîé åå �ðàãìåíò:

0 → Hn(S
n)

δ12−→ Hn−1(S
n−1) → 0

↓ × deg σ ↓ id

0 → Hn(S
n)

δ21−→ Hn−1(S
n−1) → 0

(U1 ∩ U2 äå�îðìàöèîííî ðåòðàãèðóåòñÿ íà ýêâàòîð ñ�åðû, ãîìåîìîð�íûé Sn−1
). Çäåñü δ12 � ñâÿçûâàþùèé

ãîìîìîð�èçì, ïîñòðîåííûé ïî ïîêðûòèþ U1, U2; èç òî÷íîñòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè âûòåêàåò, ÷òî îí ÿâëÿåòñÿ

èçîìîð�èçìîì.

Â ýòîé äèàãðàììå ëåâàÿ âåðòèêàëüíàÿ ñòðåëêà � îòîáðàæåíèå Z → Z, ñîñòîÿùåå â óìíîæåíèè íà deg σ (ïî

îïðåäåëåíèþ ñòåïåíè). Îãðàíè÷åíèå σ íà ýêâàòîð � òîæäåñòâåííîå îòîáðàæåíèå, òàê ÷òî ïðàâàÿ âåðòèêàëüíàÿ

ñòðåëêà � òîæäåñòâåííîå îòîáðàæåíèå. Ñâÿçûâàþùèé ãîìîìîð�èçì δ21 â íèæíåé ñòðîêå ñòðîèòñÿ ïî ïîêðûòèþ
U2, U1. Èç êîíñòðóêöèè ñâÿçûâàþùåãî ãîìîìîð�èçìà â ïîñëåäîâàòåëüíîñòè Ìàéåðà�Âèåòîðèñà âûòåêàåò

(ïðîâåðüòå!), ÷òî δ21 = −δ12. Èç êîììóòàòèâíîñòè äèàãðàììû òåïåðü ñëåäóåò, ÷òî deg σ = −1 è, ñëåäîâàòåëüíî,
degαA = −1.



Ïóñòü A : Rn+1 → R
n+1

� íåâûðîæäåííîå ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå, è αA : Sn → Sn
îïðåäåëåíî �îðìóëîé

αA(x) = Ax/ |Ax|.

Òåîðåìà 8. degαA = 1, åñëè detA > 0, è degαA = −1, åñëè detA < 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà íàì ïîòðåáóåòñÿ

Ëåììà 9. �ðóïïà GL(n,R) íåâûðîæäåííûõ ëèíåéíûõ ïðåîáðàçîâàíèé ñîñòîèò èç äâóõ êîìïîíåíò ëèíåéíîé

ñâÿçíîñòè, îäíà èç êîòîðûõ � ïîäãðóïïà GL+(n,R) ïðåîáðàçîâàíèé ñ ïîëîæèòåëüíûì îïðåäåëèòåëåì, à

âòîðàÿ � ìíîæåñòâî (êëàññ ñìåæíîñòè ïî GL+(n,R)) ïðåîáðàçîâàíèé ñ îòðèöàòåëüíûì îïðåäåëèòåëåì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Îáîçíà÷èì V (n, n) (ýòî òðàäèöèîííîå îáîçíà÷åíèå, íàçûâàåòñÿ ïðîñòðàíñòâîì Øòè�åëÿ)

ìíîæåñòâî áàçèñîâ â ïðîñòðàíñòâå R
n
; íàïðèìåð, e = (e1, . . . , en) ∈ V (n, n) � ñòàíäàðòíûé áàçèñ (ek =

(0, . . . , 1, . . . , 0), ãäå åäèíèöà íà k-ì ìåñòå). Ïðîèçâîëüíîìó ëèíåéíîìó îïåðàòîðó A ∈ GL(n,R) ïîñòàâèì â

ñîîòâåòñòâèå áàçèñAe = (Ae1, . . . , Aen) ∈ V (n, n) (ñîñòàâëåííûé èç ñòðîê ìàòðèöû îïåðàòîðàA â ñòàíäàðòíîì

áàçèñå); î÷åâèäíî, ýòî âçàèìíî îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå V (n, n) ↔ GL(n,R).

�àññìîòðèì äâå îïåðàöèè íàä áàçèñàìè: åñëè v = (v1, . . . , vn) ∈ V (n, n), òî Ij,k,r(v)
def

= (v1, . . . , vk +
rvj , . . . , vn) (âåêòîð vk + rvj ñòîèò íà k-ì ìåñòå, ò.å. ê k-é ñòðîêå ìàòðèöû ïðèáàâëÿþò j-þ, óìíîæåííóþ

íà r), è Jj,k(v)
def

= (v1, . . . ,−vk, . . . , vj , . . . , vn) (k-é è j-é âåêòîðû, ò.å. k-ÿ è j-ÿ ñòðîêè ìàòðèöû, ìåíÿþòñÿ

ìåñòàìè, ïðè÷åì ïåðâàÿ ìåíÿåò çíàê � ýòî ÷òîáû íå ìåíÿëñÿ îïðåäåëèòåëü). Áàçèñ v ìîæíî ñîåäèíèòü

íåïðåðûâíîé êðèâîé â V (n, n) ñ Ij,k,r(v) è  Jj,k(v): â ïåðâîì ñëó÷àå v(t) = (v1, . . . , vk + trvj , . . . , vn), âî
âòîðîì v(t) = (v1, . . . , vk, . . . , vk cos(πt/2) + vj sin(πt/2), . . . , vn) � ïðîâåðüòå, ÷òî v(t) � äåéñòâèòåëüíî áàçèñ

äëÿ âñÿêîãî 0 ≤ t ≤ 1.
Èçâåñòíî, ÷òî ëþáóþ ìàòðèöó ìîæíî ïðèâåñòè ê âåðõíåòðåóãîëüíîìó âèäó ñ ïîìîùüþ íåñêîëüêèõ îïåðàöèé

ýòèõ äâóõ òèïîâ. Ïîëó÷åííàÿ âåðõíåòðåóãîëüíàÿ ìàòðèöà íåâûðîæäåíà (ìû âñå âðåìÿ äâèæåìñÿ âíóòðè

GL(n,R)) è, ñëåäîâàòåëüíî, íå èìååò íóëåé íà äèàãîíàëè. Îòñþäà âûòåêàåò, ÷òî òàêèìè æå ïðåîáðàçîâàíèÿìè
åå ìîæíî ïðåâðàòèòü â äèàãîíàëüíóþ ñ òåìè æå ýëåìåíòàìè íà äèàãîíàëè. Òåì ñàìûì ìû äîêàçàëè, ÷òî

âñÿêèé áàçèñ v ∈ V (n, n) ëåæèò â îäíîé êîìïîíåíòå ëèíåéíîé ñâÿçíîñòè ñ áàçèñîì âèäà (λ1e1, . . . , λnen) ∈
V (n, n).

Òàêîé áàçèñ ìîæíî ñîåäèíèòü êðèâîé (êàêîé?) ñ áàçèñîì (ε1e1, . . . , εnen), ãäå εi = ±1. Îïðåäåëèòåëü
ìàòðèöû ïðè ýòîì èçìåíèòñÿ, íî åãî çíàê � íåò (ïîñêîëüêó íàáîð ñòðîê âñåãäà îñòàåòñÿ áàçèñîì, òî åñòü

îïðåäåëèòåëü íå ðàâåí íóëþ). Êðîìå òîãî, ïðèìåíÿÿ îïåðàöèþ Jj,k äâà ðàçà, ìîæíî ñìåíèòü çíàê ó εj è

εk îäíîâðåìåííî, íå ìåíÿÿ îñòàëüíûõ εi. Òåì ñàìûì, â çàâèñèìîñòè îò ÷åòíîñòè ÷èñëà ìèíóñîâ â ε1, . . . , εn
(ò.å. îò çíàêà îïðåäåëèòåëÿ èñõîäíîé ìàòðèöû), ìû ïîëó÷èì êðèâóþ, ñîåäèíÿþùóþ èñõîäíûé áàçèñ ëèáî ñî

ñòàíäàðòíûì (åñëè detA > 0, ëèáî ñ áàçèñîì (−e1, e2, . . . , en) (åñëè detA < 0). �

Èç ëåììû âûòåêàåò, ÷òî îòîáðàæåíèå αA ïðè detA > 0 ãîìîòîïíî îòîáðàæåíèþ αI = idSn
, ñòåïåíü

êîòîðîãî ðàâíà 1, à ïðè detA < 0 � îòîáðàæåíèþ σ èç ïðèìåðà 7, ñòåïåíü êîòîðîãî ðàâíà −1. �


