
ÍÌÓ, ÎÑÅÍÜ 2021 �. ÒÎÏÎËÎ�Èß-2

ËÅÊÖÈß 6

Àííîòàöèÿ. Ñòåïåíü ãëàäêîãî îòîáðàæåíèÿ ñ�åð.

Ïóñòü ϕ : R
n+1 → R

n+1
� ãëàäêîå îòîáðàæåíèå, äëÿ êîòîðîãî ϕ(0) = 0 è ìàòðèöà ϕ′(0) (ñîñòîÿùàÿ

èç ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ

∂ϕi

∂xj
(0) êîìïîíåíò îáðàçà ϕ(x) = (ϕ0(x), . . . , ϕn(x)) ïî êîìïîíåíòàì ïðîîáðàçà

x = (x0, . . . , xn)) íåâûðîæäåíà. Òîãäà ïî òåîðåìå îá îáðàòíîé �óíêöèè ñóùåñòâóåò ε > 0 òàêîå, ÷òî ϕ
� äè��åîìîð�èçì (âçàèìíî îäíîçíà÷íîå ãëàäêîå îòîáðàæåíèå, îáðàòíîå ê êîòîðîìó òîæå ãëàäêîå) øàðà

Bε(0) = {x ∈ R
n+1 | |x| ≤ ε} íà åãî îáðàç. Â ÷àñòíîñòè, îáðàç ñ�åðû ∂Bε(0) = Snε íå ñîäåðæèò íà÷àëà

êîîðäèíàò (ýòî îáðàç íà÷àëà êîîðäèíàò), òàê ÷òî îïðåäåëåíî è íåïðåðûâíî îòîáðàæåíèå αϕ : Snε → Snε ,
çàäàííîå �îðìóëîé αϕ(x) = εϕ(x)/ |ϕ(x)|.

Òåîðåìà 1. Ñòåïåíü αϕ ðàâíà 1, åñëè detϕ′(0) > 0, è −1, åñëè detϕ′(0) < 0.

Ëåììà 2. Äëÿ âñÿêîãî ëèíåéíîãî îòîáðàæåíèÿ A : Rn → R
n
íàéäåòñÿ êîíñòàíòà C(A) > 0 òàêàÿ, ÷òî

|Ax| ≤ C(A) |x| äëÿ âñÿêîãî x ∈ R
n
. Åñëè A íåâûðîæäåíî, òî íàéäåòñÿ êîíñòàíòà c(A) > 0 òàêàÿ, ÷òî

|Ax| ≥ c(A) |x| äëÿ âñÿêîãî x ∈ R
n
.

Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû. Åñëè (aij) � ìàòðèöà îòîáðàæåíèÿ A â ñòàíäàðòíîì áàçèñå, òî äîñòàòî÷íî âçÿòü

C(A) =
∑
i,j |aij | (äîêàæèòå!). Åñëè A íåâûðîæäåíî, òî |x| = |A−1Ax| ≤ C(A−1) |Ax| äëÿ âñåõ x ∈ R

n
, òàê

÷òî äîñòàòî÷íî âçÿòü c(A) = 1/C(A−1) > 0. �

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 1. Îáîçíà÷èì ψ : Rn+1 → R
n+1

ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå ψ(x) = ϕ′(0)x è äîêàæåì,

÷òî αψ ãîìîòîïíî αϕ. Ïîñëå ýòîãî, î÷åâèäíî, òåîðåìà ñòàíåò ñëåäñòâèåì òåîðåìû 8 ëåêöèè 5.

Ïî �îðìóëå Òåéëîðà ϕ(x) = ψ(x) + ω(x), ãäå limx→0
|ω(x)|
|x| = 0. Ñîãëàñíî ëåììå 2, |ψ(x)| ≥ c(ψ) |x|, îòêóäà

limx→0
|ω(x)|
|ψ(x)| = 0. Èç ýòîãî âûòåêàåò (óáåäèòåñü!), ÷òî ïðè äîñòàòî÷íî ìàëîì ε > 0 è ïðîèçâîëüíîì 0 ≤ t ≤ 1

îòîáðàæåíèå ϕt(x)
def

= ψ(x)+ tω(x) ïåðåâîäèò Bε(0)\ {0} â ñåáÿ (ò.å. îáðàç íå ñîäåðæèò íóëÿ). Ñëåäîâàòåëüíî,
îòîáðàæåíèå αϕt

îïðåäåëåíî ïðè âñåõ t, òàê ÷òî çàäàíà ãîìîòîïèÿ ìåæäó αϕ0
= αψ è αϕ1

= αϕ. �

Îáîçíà÷èì Sn
def

= {(x0, . . . , xn) ∈ R
n+1 | x20 + · · ·+ x2n = 1} n-ìåðíóþ ñ�åðó åäèíè÷íîãî ðàäèóñà ñ öåíòðîì

â íà÷àëå êîîðäèíàò. Ïðàâîîðèåíòèðîâàííàÿ ñèñòåìà êîîðäèíàò íà Sn ýòî òðîéêà (U, V, ξ), ãäå U ⊂ R
n
è

V ⊂ Sn � îòêðûòûå ïîäìíîæåñòâà, à ξ : V → U � ãîìåîìîð�èçì, îáëàäàþùèé ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:

1. (ãëàäêîñòü) åñëè îáîçíà÷èòü y = (y1, . . . , yn) ∈ U è ξ−1(y)
def

= (x0(y), . . . , xn(y)) ∈ V ⊂ Sn, òî �óíêöèè
x0, . . . , xn ïåðåìåííûõ y1, . . . , yn ãëàäêèå (îáëàäàþò íåïðåðûâíûìè ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè âñåõ

ïîðÿäêîâ).

2. (îðèåíòàöèÿ) åñëè y ∈ U , òî ìàòðèöà (n + 1) × (n + 1), ñòðîêè êîòîðîé � âåêòîð ξ−1(y) ∈ Sn ⊂

R
n+1

è (n + 1)-ìåðíûå âåêòîðû ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ

∂ξ−1

∂y1
(y), . . . , ∂ξ

−1

∂yn
(y), èìååò ïîëîæèòåëüíûé

îïðåäåëèòåëü.

Ïðàâîîðèåíòèðîâàííûì àòëàñîì íà Sn íàçûâàåòñÿ íàáîð ïðàâîîðèåíòèðîâàííûõ êàðò (Uα, Vα, ξα) òàêîé,
÷òî

⋃
α Vα = Sn.

Ïðèìåð 3. Ïóñòü U1 = U2 = R
n
, V1 = {x ∈ Sn | x0 6= 1}, V2 = {x ∈ Sn | x0 6= −1}. Îòîáðàæåíèÿ ξ1

è ξ2 � ñòåðåîãðà�è÷åñêèå ïðîåêöèè: ξ1,2(x0, . . . , xn) = ( x1

1∓x0

, . . . , xn

1∓x0

) (çíàê − äëÿ ξ1, à + äëÿ ξ2). Òîãäà

(U1, V1, σ ◦ ξ1) è (U2, V2, ξ2), ãäå σn(y1, . . . , yn)
def

= (y1, y2, . . . ,−yn), � ïðàâîîðèåíòèðîâàííûé àòëàñ èç äâóõ

êàðò.

Íåñëîæíîå âû÷èñëåíèå ïîêàçûâàåò, ÷òî åñëè ξ−1
1 (y) = (x0(y), . . . , xn(y)), òî xi(y) =

2yi
Y+1 ïðè i = 1, . . . , n è

x0 = Y−1
Y+1 , ãäå Y

def

= y21 + · · ·+ y2n; äëÿ ξ2 àíàëîãè÷íî. �ëàäêîñòü êàðòû òåì ñàìûì î÷åâèäíà (�óíêöèè xi(y) �

ðàöèîíàëüíûå, è èõ çíàìåíàòåëü íå îáðàùàåòñÿ â íóëü); ïîëîæèòåëüíîñòü îïðåäåëèòåëÿ � óïðàæíåíèå.

Ëåììà 4. Ïóñòü U ⊂ R
n
è V ⊂ Sn � îòêðûòûå ïîäìíîæåñòâà, à ξ : U → V � ãîìåîìîð�èçì.

Ïóñòü òàêæå ε > 0. Òîãäà (U, V, ξ) � ïðàâîîðèåíòèðîâàííàÿ êàðòà íà Sn òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

îòîáðàæåíèå X : (1 − ε, 1 + ε) × U → R
n+1

, çàäàííîå �îðìóëîé X(y0, y1, . . . , yn) = (1 + y0)ξ
−1(y1, . . . , yn),

ÿâëÿåòñÿ â äîñòàòî÷íî ìàëîé îêðåñòíîñòè ëþáîé òî÷êè (0, y) ∈ {0}×U äè��åîìîð�èçìîì, è îïðåäåëèòåëü

ìàòðèöû X ′(y) ïîëîæèòåëåí (êàê ãîâîðÿò, X ñîõðàíÿåò îðèåíòàöèþ).

1



Äîêàçàòåëüñòâî. Èìååì

∂X
∂y0

(0, y1, . . . , yn) = ξ−1(y1, . . . , yn) è

∂X
∂yi

(0, y1, . . . , yn) = ∂ξ−1

∂yi
(y1, . . . , yn) äëÿ i =

1, . . . , n. Òåïåðü ëåììà âûòåêàåò (óáåäèòåñü!) èç òåîðåìû îá îáðàòíîé �óíêöèè. �

Ïóñòü (U1, V1, ξ) è (U2, V2, η) � ïðàâîîðèåíòèðîâàííûå êàðòû íà Sn è V
def

= V1 ∩ V2 6= ∅. Îãðàíè÷åíèÿ

îòîáðàæåíèé ξ è η íà V îáîçíà÷èì îïÿòü ξ è η. Òåì ñàìûì îïðåäåëåíî âçàèìíî îäíîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå

ϕξη = η ◦ ξ−1 : ξ(V ) → η(V ), ïðè ýòîì ξ(V ) ⊂ U1 ⊂ R
n
è η(V ) ⊂ U2 ⊂ R

n

Ñëåäñòâèå 5. Îòîáðàæåíèå ϕξη � äè��åîìîð�èçì, ñîõðàíÿþùèé îðèåíòàöèþ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü X(y)
def

= (1 + y0)ξ
−1(y1, . . . , yn) è H(y)

def

= (1 + y0)η
−1(y1, . . . , yn); ñîãëàñíî ëåììå 4,

ýòî ëîêàëüíûå äè��åîìîð�èçìû. Ïóñòü z = (z0, . . . , zn) = H−1(X(y)), òàê ÷òî H(z) = X(y). Ïîñêîëüêó
|ξ−1(y1, . . . , yn)| = 1 = |η−1(y1, . . . , yn)| äëÿ âñåõ y, ïîëó÷èì, ÷òî z0 = y0 è η−1(z1, . . . , zn) = ξ−1(y1, . . . , yn),
òî åñòü H−1◦X = id×η◦ξ−1

. Îòñþäà âûòåêàåò, ÷òî îïðåäåëèòåëè ìàòðèö (H−1◦X)′(y) è (η◦ξ−1)′(y) = ϕ′
ξη(y)

ñîâïàäàþò. Íî det(H−1◦X)′(y) = (detH ′(X(y)))−1 detX ′(y) > 0, òàê êàê ñèñòåìû êîîðäèíàò ïðàâîîðèåíòèðîâàííûå.

�

Ïóñòü X,Y � òîïîëîãè÷åñêèå ïðîñòðàíñòâà, a ∈ X , è U1, U2 ⊂ X � îòêðûòûå ïîäìíîæåñòâà, äëÿ êîòîðûõ

a ∈ U1 ∩ U2. Íåïðåðûâíûå îòîáðàæåíèÿ f : U1 → Y è f2 : U2 → Y íàçûâàþòñÿ ýêâèâàëåíòíûìè, åñëè

ñóùåñòâóåò îòêðûòîå ìíîæåñòâî U ⊂ U1 ∩ U2, a ∈ U , òàêîå ÷òî f1(x) = f2(x) äëÿ âñåõ x ∈ U . Î÷åâèäíî,
÷òî ýòî äåéñòâèòåëüíî îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè; êëàññ ýêâèâàëåíòíîñòè íàçûâàåòñÿ ðîñòêîì îòîáðàæåíèÿ

X → Y â òî÷êå a.
�îñòîê îòîáðàæåíèÿ f : Sn → Sn íàçûâàåòñÿ ãëàäêèì, åñëè äëÿ âñÿêîé òî÷êè x ∈ Sn è êàêèõ-òî

ñèñòåì êîîðäèíàò (U1, V1, ξ), x ∈ V1, è (U2, V2, η), f(x) ∈ V2, ðîñòîê fξη
def

= η ◦ f ◦ ξ−1 : U1 → U2 �

ãëàäêèé (ïðåäñòàâëÿþùèå åãî �óíêöèè èìåþò íåïðåðûâíûå ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå âñåõ ïîðÿäêîâ). �îñòîê

fξη íàçûâàåòñÿ �çàïèñü f â êîîðäèíàòàõ ξ, η�. Åñëè ξ′, η′ � äðóãèå ñèñòåìû êîîðäèíàò â îêðåñòíîñòÿõ òî÷åê

x è f(x), òî ðîñòîê fξ′η′ = ϕηη′ ◦ fξη ◦ϕξ′ξ (�îðìóëà çàìåíû êîîðäèíàò). Èç ñëåäñòâèÿ 5 âûòåêàåò òåïåðü, ÷òî

îò âûáîðà ñèñòåì êîîðäèíàò ãëàäêîñòü íå çàâèñèò: åñëè ðîñòîê ãëàäêèé, òî åãî çàïèñü â ëþáûõ êîîðäèíàòàõ

ãëàäêàÿ.

Ïóñòü f : Sn → Sn � ãëàäêîå îòîáðàæåíèå, a ∈ Sn, (U1, V1, ξ), (U2, V2, η) � ïðàâîîðèåíòèðîâàííûå ñèñòåìû

êîîðäèíàò, a ∈ V1, f(a) ∈ V2. Òî÷êà a íàçûâàåòñÿ ïîëîæèòåëüíîé, åñëè det f ′
ξη(a) > 0, îòðèöàòåëüíîé, åñëè

det f ′
ξη(a) < 0 è êðèòè÷åñêîé, åñëè det f ′

ξη(a) = 0. Äëÿ íåêðèòè÷åñêèõ òî÷åê a îïðåäåëèì èõ çíàê: sgn(a) = 1,

åñëè a ïîëîæèòåëüíà, è sgn(a) = −1, åñëè îòðèöàòåëüíà. Èç �îðìóëû çàìåíû êîîðäèíàò è ñëåäñòâèÿ 5

âûòåêàåò, ÷òî çíàê òî÷êè (è òî, ÿâëÿåòñÿ ëè îíà êðèòè÷åñêîé) íå çàâèñèò îò âûáîðà (ïðàâîîðèåíòèðîâàííûõ)

ñèñòåì êîîðäèíàò ξ è η.

Òåîðåìà 6. Ïóñòü f : Sn → Sn � ãëàäêîå îòîáðàæåíèå. Åñëè ìíîæåñòâî f−1(c) äëÿ íåêîòîðîé c ∈ Sn íå

ñîäåðæèò êðèòè÷åñêèõ òî÷åê, òî îíî êîíå÷íî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî òåîðåìå îá îáðàòíîé �óíêöèè êàæäàÿ òî÷êà ìíîæåñòâà f−1(c) èçîëèðîâàíà. Åñëè

f−1(c) áåñêîíå÷íî, òî â ñèëó êîìïàêòíîñòè Sn îíî èìååò ïðåäåëüíóþ òî÷êó a. Îäíîòî÷å÷íîå ìíîæåñòâî

{c} ⊂ Sn çàìêíóòî, à f íåïðåðûâíà, òàê ÷òî f−1(c) çàìêíóòî � ñëåäîâàòåëüíî, a ∈ f−1(c). Íî ïðåäåëüíàÿ
òî÷êà íå ìîæåò áûòü èçîëèðîâàííîé. �

Òåîðåìà 7. Ïóñòü f : Sn → Sn � ãëàäêîå îòîáðàæåíèå. Åñëè c ∈ Sn òàêîâà, ÷òî ìíîæåñòâî f−1(c) ⊂ Sn

íå ñîäåðæèò êðèòè÷åñêèõ òî÷åê, òî

∑
a∈f−1(c) sgn(a) = deg f .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü f−1(c) = {a1, . . . , aN}. Ñîãëàñíî òåîðåìå îá îáðàòíîé �óíêöèè ñóùåñòâóåò îòêðûòûé
øàð B ñ öåíòðîì â òî÷êå c, òàêîé ÷òî f−1(B) = B1 ∪ · · · ∪ BN , ãäå ìíîæåñòâà Bi ïîïàðíî íå ïåðåñåêàþòñÿ,
ai ∈ Bi è f |Bi

: Bi → B � ãîìåîìîð�èçì (äëÿ êàæäîãî i). �àññìîòðèì ïîêðûòèå Sn (îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ f)

ìíîæåñòâàìè U1 = Sn\f−1(c) è V1 = B1∪· · ·∪BN , è ïîêðûòèå S
n
(îáëàñòè çíà÷åíèé f) ìíîæåñòâàìè U2 = Sn\

{c} è V2 = B. Îòîáðàæåíèå f ïåðåâîäèò îäíî ïîêðûòèå â äðóãîå è, ñëåäîâàòåëüíî, ïîðîæäàåò êîììóòàòèâíóþ
äèàãðàììó ïîñëåäîâàòåëüíîñòåéÌàéåðà�Âèåòîðèñà.Ìíîæåñòâà U2 è V2 ãîìåîìîð�íûøàðàì è, ñëåäîâàòåëüíî,

ñòÿãèâàåìû. Ìíîæåñòâî U1 (ñ�åðà Sn áåç N òî÷åê) ãîìåîìîð�íî R
n
áåç (N − 1) òî÷åê è ãîìîòîïè÷åñêè

ýêâèâàëåíòíî áóêåòó (N − 1) ñ�åð ðàçìåðíîñòè n − 1. Ìíîæåñòâî V1 ãîìåîìîð�íî îáúåäèíåíèþ N øàðîâ

è ãîìîòîïè÷åñêè ýêâèâàëåíòíî äèñêðåòíîìó ìíîæåñòâó èç N òî÷åê. Ïåðåñå÷åíèå U2 ∩ V2 ãîìîòîïè÷åñêè

ýêâèâàëåíòíî ñ�åðå Sn−1
; ïåðåñå÷åíèå U1 ∩ V1 � äèçúþíêòíîìó îáúåäèíåíèþ N ñ�åð Sn−1

. Ïîýòîìó îäèí



èç �ðàãìåíòîâ êîììóòàòèâíîé äèàãðàììû âûãëÿäèò òàê:

(1)

0 Z Z
N

Z
N−1 0

|| || || || ||

Hn(U1)⊕Hn(V1) → Hn(S
n)

λ
−→ Hn−1(S

n−1 ⊔ · · · ⊔ Sn−1)
ι∗−→ Hn−1(U1)⊕Hn−1(V1) → Hn−1(S

n)
↓ 0 ↓ f∗ ↓ f∗ ↓ 0

Hn(U2)⊕Hn(V2) → Hn(S
n)

δ
−→ Hn−1(S

n−1) → Hn−1(U2)⊕Hn−1(V2)
|| || || ||
0 Z Z 0

�ðóïïà Z èìååò äâå îáðàçóþùèõ (1 è−1), è äëÿ âû÷èñëåíèé íóæíî çà�èêñèðîâàòü èçîìîð�èçìû, îáîçíà÷åííûå
âåðòèêàëüíûìè çíàêàìè ðàâåíñòâà â êàæäîì ìåñòå äèàãðàììû. ÏîñêîëüêóøàðBi ìàëåíüêèé, ìîæíî ñ÷èòàòü,
÷òî îí ëåæèò â íåêîòîðîé êàðòå Ui ⊂ Sn ñ êîîðäèíàòîé ξi; áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè Ui = Bi (åñëè êàðòà

Ui ⊃ Bi äðóãàÿ, òî ìû ìîæåì ïðîñòî äîáàâèòü ê àòëàñó êàðòó U ′
i = Bi, ñèñòåìà êîîðäèíàò â êîòîðîé �

îãðàíè÷åíèå îòîáðàæåíèÿ ξi). Òîãäà ξ
−1
i âçàèìíî îäíîçíà÷íî îòîáðàæàåò ξi(Bi) \ {ξi(ai)} â Bi \ {ai} è òåì

ñàìûì ïîðîæäàåò èçîìîð�èçì (ξ−1
i )∗ : Hn−1(ξi(Bi)\{ξi(ai)}) → Hn−1(Bi\{ai}). Ìíîæåñòâî ξi(Bi)\{ξi(ai)} ⊂

R
n\{ξi(ai)} äå�îðìàöèîííî ðåòðàãèðóåòñÿ íà ñ�åðó S

n−1 ⊂ R
n
ïðîèçâîëüíîãî ðàäèóñà ε > 0 ñ öåíòðîì ξi(ai),

òàê ÷òî ìû ìîæåì çà�èêñèðîâàòü îáðàçóþùóþ 1 ∈ Hn−1(ξi(Bi) \ {ξi(ai)}) ðàç è íàâñåãäà; òåïåðü â êà÷åñòâå

îáðàçóþùåé Hn−1(Bi \ {ai}) âîçüìåì ri
def

= (ξ−1
i )∗(1).

Îò âûáîðà (ïðàâîîðèåíòèðîâàííîé) êàðòû ξi îáðàçóþùàÿ ri íå çàâèñèò. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè ηi � äðóãàÿ

êàðòà â îêðåñòíîñòè òîé æå òî÷êè ai, òî ðàññìîòðèì îòîáðàæåíèå çàìåíû êîîðäèíàò ϕξη = ξi ◦η
−1
i . Ñîãëàñíî

ñëåäñòâèþ 5, detϕ′
ηξ(ηi(ai)) > 0, îòêóäà, ñîãëàñíî òåîðåìå 1, degϕηξ = 1, òî åñòü (ϕηξ)∗ = id. Ñëåäîâàòåëüíî,

(η−1
i )∗(1) = (ϕηξ)∗(ξ

−1
i )∗(1) = ri.

Ýòî ïîçâîëÿåò çà�èêñèðîâàòü èçîìîð�èçìû ñ Z
N
, Z

N−1
è Z â òðåòüåé è ÷åòâåðòîé êîëîíêå äèàãðàììû (1).

Â ñèëó òî÷íîñòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè â íèæíåé ñòðîêå δ � èçîìîð�èçì; ýòî ïîçâîëÿåò âûáðàòü îáðàçóþùóþ

â Hn(S
n) (ò.å. èçîìîð�èçì Hn(S

n) = Z âî âòîðîé êîëîíêå ñíèçó) òàê, ÷òîáû δ = id.
Âîçüìåì âî âòîðîé êîëîíêå ñâåðõó íåêîòîðóþ îáðàçóþùóþ s; ïóñòü λ(s) = (d1, . . . , dN ) ∈ Z

N
. Âûáåðåì

ïðîèçâîëüíóþ ïåðåñòàíîâêó τ ∈ ΣN .

Ëåììà 8. Äëÿ ëþáûõ ïîïàðíî ðàçëè÷íûõ òî÷åê a1, . . . , aN ∈ Sn, ãäå n > 1, ñóùåñòâóåò ãîìåîìîð�èçì

Tτ : Sn → Sn, ãîìîòîïíûé òîæäåñòâåííîìó, ïåðåâîäÿùèé ìíîæåñòâà U1 è V1 (îïðåäåëåííûå âûøå) â ñåáÿ
è òàêîé, ÷òî Tτ (ai) = aτ(i) äëÿ âñåõ i = 1, . . . , N .

Èäåÿ äîêàçàòåëüñòâà. Î÷åâèäíî, åñëè òåîðåìà âåðíà äëÿ ïåðåñòàíîâîê τ1 è τ2, òî îíà âåðíà è äëÿ èõ

ïðîèçâåäåíèÿ: íóæíî âçÿòü Tτ1τ2 = Tτ2 ◦ Tτ1 . Òåì ñàìûì äîñòàòî÷íî äîêàçàòü òåîðåìó äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà

τ = (ij) � òðàíñïîçèöèÿ.

Ñîåäèíèì òî÷êè ai è aj îêðóæíîñòüþ â ñ�åðå, íå ïðîõîäÿùåé ÷åðåç îñòàëüíûå òî÷êè ak (äîêàæèòå, ÷òî ïðè
n ≥ 2 ýòî âîçìîæíî!) è ðàññìîòðèì ε-îêðåñòíîñòü ýòîé îêðóæíîñòè, òàêæå íå ñîäåðæàùóþ îñòàëüíûõ òî÷åê.

Îêðåñòíîñòü ãîìåîìîð�íà ïðîèçâåäåíèþ S1×Ωn−1 îêðóæíîñòè íà øàð Ωn−1 = {(x1, . . . , xn) | x
2
1+ · · ·+x2n ≤

1}, ïðè÷åì èñõîäíàÿ îêðóæíîñòü åñòü S1 × {0}. Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî òî÷êè ai è
aj ñîîòâåòñòâòóþò äèàìåòðàëüíî ïðîòèâîïîëîæíûì òî÷êàì îêðóæíîñòè S1

. Òîãäà Tτ ïåðåâîäèò îêðåñòíîñòü
â ñåáÿ, ïðîèçâîäÿ íà êàæäîé îêðóæíîñòè S1 × {x}, x ∈ Ωn−1, ïîâîðîò íà óãîë π(1 − |x|); âíå îêðåñòíîñòè
Tτ = id. �îìîòîïèÿ, ñâÿçûâàþùàÿ Tτ ñ òîæäåñòâåííûì îòîáðàæåíèåì � ïîâîðîò íà óãîë πt(1− |x|), 0 ≤ t ≤ 1.

�

Èç ëåììû âûòåêàåò, ÷òî ãîìîìîð�èçì (Tτ )∗ äåéñòâóåò íà Hn−1(U1 ∩ V1) = Z
N

ïåðåñòàíîâêîé τ , à íà

Hn(S
n) = Z� òîæäåñòâåííî (ïîñêîëüêó Tτ ãîìîòîïåí òîæäåñòâåííîìó îòîáðàæåíèþ). Ïîñêîëüêó ãîìîìîð�èçì

ïåðåâîäèò U1 è V1 â ñåáÿ, îí ïîðîæäàåò êîììóòàòèâíóþ äèàãðàììó ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé Ìàéåðà�Âèåòîðèñà

Z
N

Z

|| ||

· · · → Hn−1(S
n−1 ⊔ · · · ⊔ Sn−1)

λ
−→ Hn(S

n) → . . .
↓ (Tτ )∗ ↓ id

· · · → Hn−1(S
n−1 ⊔ · · · ⊔ Sn−1)

λ
−→ Hn(S

n) → . . .
|| ||
Z
N

Z

,

èç êîììóòàòèâíîñòè êîòîðîé âûòåêàåò, ÷òî λ(s) ∈ Z
N
íå ìåíÿåòñÿ ïðè ïðîèçâîëüíîé ïåðåñòàíîâêå åå êîîðäèíàò,

òî åñòü λ(s) = (d, . . . , d). Òîãäà èç òî÷íîñòè â ÷åòâåðòîì ñòîëáöå ñâåðõó êîììóòàòèâíîé äèàãðàììû (1) ñëåäóåò,

÷òî Z
N/〈(d, . . . , d)〉 èçîìîð�íî Z

N−1
, ÷òî îçíà÷àåò d = 1 èëè d = −1; âûáåðåì îáðàçóþùóþ â Hn(S

n) ñâåðõó
òàê, ÷òîáû áûëî d = 1.



Ïî îïðåäåëåíèþ ñòåïåíè ãîìîìîð�èçì f∗ : Hn(S
n) → Hn(S

n) íà èñõîäíîé äèàãðàììå ÿâëÿåòñÿ óìíîæåíèåì
íà deg f , äåéñòâóþùèì Z → Z. Ïî îïðåäåëåíèþ çíàêà íåêðèòè÷åñêîé òî÷êè ãîìîìîð�èçì f∗ : Hn−1(S

n−1 ⊔
· · · ⊔ Sn−1) → Hn−1(S

n−1) ðàâåí (sgn(a1), . . . , sgn(aN ))T (èìååò ìàòðèöó N × 1, i-é ýëåìåíò êîòîðîé � çíàê

òî÷êè ai). Óòâåðæäåíèå òåîðåìû òåïåðü âûòåêàåò èç êîììóòàòèâíîñòè öåíòðàëüíîãî êâàäðàòà íà äèàãðàììå:

1 · deg f = (1, . . . , 1)(sgn(a1), . . . , sgn(aN ))T = sgn(a1) + · · ·+ sgn(aN ). �


