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ËÅÊÖÈß 7

Àííîòàöèÿ. Îòíîñèòåëüíûå ãîìîëîãèè. �îìîòîïè÷åñêàÿ èíâàðèàíòíîñòü. Òî÷íàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïàðû

è òðîéêè. Òåîðåìà Áîðñóêà.

Ïóñòü X � òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî, Y ⊂ X , è ι
def

= ιXY : Y → X � òàâòîëîãè÷åñêîå âëîæåíèå.

�îìîìîð�èçì ι#,n : Cn(Y,R) → Cn(X,R)� î÷åâèäíî, èíúåêöèÿ. Îáîçíà÷èìCn(X,Y,R)
def

= Cn(X,R)/ι#,n(Cn(Y,R)),
è ïóñòü pn : Cn(X,R) → Cn(X,Y,R) � ñòàíäàðòíàÿ ïðîåêöèÿ íà �àêòîð.

Ëåììà 1. Ñóøåñòâóåò è åäèíñòâåí íàáîð ãîìîð�èçìîâ ∂X,Y : Cn(X,Y,R) → Cn−1(X,Y,R), ïðåâðàùàþùèé
C(X,Y,R) â êîìïëåêñ (òî åñòü ∂n−1 ◦ ∂n = 0), à p : C(X,R) → C(X,Y,R) � â ìîð�èçì êîìïëåêñîâ.

Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü êîìïëåêñîâ 0 → C(Y,R)
ι#
−→ C(X,R)

p
−→ C(X,Y,R) → 0 òî÷íàÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû � íåñëîæíîå óïðàæíåíèå. Êîìïëåêñ C(X,Y,R) íàçûâàåòñÿ îòíîñèòåëüíûì ñèíãó-

ëÿðíûì êîìïëåêñîì (X ïî Y ), à åãî ãîìîëîãèè H(X,Y,R) � îòíîñèòåëüíûìè ãîìîëîãèÿìè. Åñëè pn(x) ∈
Cn(X,Y,R) � öèêë (íàçûâàåòñÿ îòíîñèòåëüíûì öèêëîì), òî åñòü ∂X,Y pn(x) = 0, òî pn−1(∂x) = 0, è èç

òî÷íîñòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñëåäóåò, ÷òî ∂x = ιn−1(y) äëÿ íåêîòîðîãî y ∈ Cn−1(Y,R). Èíûìè ñëîâàìè,

îòíîñèòåëüíûé öèêë ýòî öåïü â x, ãðàíèöà êîòîðîé ëåæèò â Y .
Ïî òåîðåìå Áîêøòåéíà, òî÷íîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè êîìïëåêñîâ èç ëåììû 1 ñîîòâåòñòâóåò òî÷íàÿ ïî-

ñëåäîâàòåëüíîñòü ãîìîëîãèé · · · → Hn(Y )
ι∗−→ Hn(X)

p∗

−→ Hn(X,Y )
δ

−→ Hn−1(Y ) → . . . , íàçûâàåìàÿ
òî÷íîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ ïàðû. Íåòðóäíî âèäåòü (óáåäèòåñü!), ÷òî ñâÿçûâàþùèé ãîìîìîð�èçì δ â ýòîé
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñîïîñòàâëÿåò îòíîñèòåëüíîìó n-öèêëó, ïðåäñòàâëåííîìó n-öåïüþ x ∈ Cn(X,R), åå ãðàíèöó
∂x ∈ Cn−1(Y,R).

Ïðèìåð 2. Ïóñòü Y ⊂ X � òî÷êà; îòíîñèòåëüíûå ãîìîëîãèèHn(X,Y ) íàçûâàþò â ýòîì ñëó÷àå ïðèâåäåííûìè

ãîìîëîãèÿìè X è îáîçíà÷àþò H̃n(X). Èç òî÷íîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïàðû ïðè n ≥ 2 ïîëó÷àåì · · · → 0 =

Hn(pt) → Hn(X) → H̃n(X) → Hn−1(pt) = 0, òàê ÷òî H̃n(X) = Hn(X). Õâîñò òî÷íîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

ïàðû âûãëÿäèò òàê: 0 = H1(Y ) → H1(X) → H̃1(X)
δ

−→ H0(Y ) = R
ι∗−→ H0(X) → H̃0(X) → 0. Êàê èçâåñòíî,

îòîáðàæåíèå ι∗ : H0(Y ) → H0(X) ÿâëÿåòñÿ âëîæåíèåì R â ñâîáîäíûé R-ìîäóëü, ïîðîæäåííûé êîìïîíåíòàìè
ëèíåéíîé ñâÿçíîñòè ïðîñòðàíñòâà X ; ι∗(1) � îáðàçóþùàÿ, ñîîòâåòñòâóþùàÿ êîìïîíåíòå ëèíåéíîé ñâÿçíîñòè,

ñîäåðæàùåé òî÷êó Y . Èç òî÷íîñòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè òåïåðü âûòåêàåò, ÷òî δ = 0, îòêóäà H̃1(X) = H1(X) è

H0(X) = H̃0(X)⊕R; â ÷àñòíîñòè H̃0(X) = 0 äëÿ ëèíåéíî ñâÿçíîãî X .

Ïðèìåð 3. Ïóñòü X = R
n
, ãäå n > 1 (ñëó÷àé n = 1 ðàçáåðèòå ñàìîñòîÿòåëüíî), Y = R

n \ {0}, òàê ÷òî

X ñòÿãèâàåìî, à Y ãîìîòîïè÷åñêè ýêâèâàëåíòíî Sn−1
. Òîãäà �ðàãìåíò òî÷íîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïàðû

(X,Y ) â ãðàäóèðîâêå m 6= 0, n âûãëÿäèò òàê: 0 = Hm(Rn) → Hm(Rn,Rn \ {0}) → Hm−1(R
n \ {0}) = 0,

îòêóäà Hm(Rn,Rn \ {0}) = 0. Ïðè m = n èìååì 0 = Hn(R
n) → Hn(R

n,Rn \ {0}) → Hn−1(R
n \ {0}) = R →

Hn−1(R
n) = 0, îòêóäà Hn(R

n,Rn \{0}) = R, à ãîìîìîð�èçì Áîêøòåéíà δ : Hn(R
n,Rn \{0}) → Hn−1(R

n \{0})
� èçîìîð�èçì. Ïîñêîëüêó R

n \ {0} ðåòðàãèðóåòñÿ íà ñ�åðó Sn−1
ñ öåíòðîì â íóëå, â êà÷åñòâå îáðàçóþùåé

â Hn−1(R
n \ {0}) = R ìîæíî âûáðàòü ñòàíäàðòíóþ îáðàçóþùóþ un ∈ Hn−1(S

n−1) � çàêîïåðåìåííóþ ñóììó

ãðàíåé (n − 1)-ìåðíîãî îêòàýäðà (ãîìåîìîð�íîãî Sn−1
). Îáðàçóþùàÿ Hn(R

n,Rn \ {0}) = R, òåì ñàìûì, �

ïðîèçâîëüíàÿ n-öåïü x ∈ Cn(R
n), ãðàíèöà êîòîðîé ðàâíà un � íàïðèìåð, ìîæíî âçÿòü x = 0 · un, òî åñòü

(çíàêîïåðåìåííóþ) ñóììó n-ìåðíûõ ñèìïëåêñîâ, îñíîâàíèÿ êîòîðûõ ýòî ãðàíè îêòàýäðà, à (n+1)-ÿ âåðøèíà
� íà÷àëî êîîðäèíàò.

Àáñîëþòíûå ãîìîëîãèè òîæå ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê îòíîñèòåëüíûå: H(X) = H(X,∅).
Ïóñòü Y1 ⊂ X1, Y2 ⊂ X2 � ïàðû òîïîëîãè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ. Íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå f : X1 → X2

òàêîå, ÷òî f(Y1) ⊂ Y2, íàçûâàåòñÿ íåïðåðûâíûì îòîáðàæåíèåì ïàð. Êîìïîçèöèÿ îòîáðàæåíèé ïàð îïðåäåëÿåòñÿ

êàê îáû÷íî. Òåì ñàìûì âîçíèêàåò êàòåãîðèÿ (òîïîëîãè÷åñêàÿ êàòåãîðèÿ ïàð), îáúåêòû êîòîðîé � ïàðû

òîïîëîãè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ, à ìîð�èçìû � íåïðåðûâíûå îòîáðàæåíèÿ ïàð. Íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå F
ïàðû (X1× [0, 1], Y1× [0, 1]) â ïàðó (X2, Y2) íàçûâàåòñÿ ãîìîòîïèåé, ñîåäèíÿþùåé îòîáðàæåíèÿ ïàð F |X1×{0} è

F |X1×{1}. Êàê è äëÿ îáû÷íûõ îòîáðàæåíèé, ñóùåñòâîâàíèå ãîìîòîïèè ìåæäó äàííûìè îòîáðàæåíèÿìè ïàð

� îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè, ñîâìåñòèìîå ñ êîìïîçèöèåé. Òåì ñàìûì âîçíèêàåò ãîìîòîïè÷åñêàÿ êàòåãîðèÿ

ïàð, îáúåêòû êîòîðîé � ïàðû ïðîñòðàíñòâ (òàêèå æå, êàê â òîïîëîãè÷åñêîé êàòåãîðèè ïàð), à ìîð�èçìû �

êëàññû ãîìîòîïè÷åñêîé ýêâèâàëåíòíîñòè. Ýêâèâàëåíòíûå îáúåêòû â ýòîé êàòåãîðèè íàçûâàþòñÿ ãîìîòîïè÷åñêè

ýêâèâàëåíòíûìè ïàðàìè.
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Ïðåäóïðåæäàþùèé ïðèìåð . Î÷åâèäíî, ÷òî åñëè ïàðà (X1, Y1) ãîìîòîïè÷åñêè ýêâèâàëåíòíà (X2, Y2), òî
X1 ãîìîòîïè÷åñêè ýêâèâàëåíòíà X2, à Y1 � Y2. Íî îáðàòíîå íåâåðíî: ãîìîòîïè÷åñêîé ýêâèâàëåíòíîñòè

ïðîñòðàíñòâ X è Y ïî îòäåëüíîñòè íåäîñòàòî÷íî äëÿ ýêâèâàëåíòíîñòè ïàð.

Ïóñòü, íàïðèìåð, X1 = X2 = R
n
, Y1 = R

n \ {0}, à Y2 = Sn−1
� ñ�åðà åäèíè÷íîãî ðàäèóñà ñ öåíòðîì â

íà÷àëå êîîðäèíàò. Ïàðû (X1, Y1) è (X2, Y2) ãîìîòîïè÷åñêè íå ýêâèâàëåíòíû.
Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü ýòî íå òàê, è f : X2 = R

n → R
n = X2, g : X2 = R

n → R
n = X1 � ýêâèâàëåíòíîñòü

ïàð. Òîãäà f(Rn \ 0) ⊂ Y2 = Sn−1
; â ñèëó íåïðåðûâíîñòè a

def

= f(0) ∈ Sn−1
(òàê ÷òî f(Rn) ⊂ Sn−1

). Ïóñòü fr :
Sn−1 → Sn−1

� îãðàíè÷åíèå îòîáðàæåíèÿ f íà ñ�åðó Sn−1
r ⊂ R

n
ðàäèóñà r ñ öåíòðîì â íà÷àëå êîîðäèíàò, è

ïóñòü d = deg fr � ïîñêîëüêó, î÷åâèäíî, âñå fr ãîìîòîïíû äðóã äðóãó, ñòåïåíü îò r íå çàâèñèò. Ïðè äîñòàòî÷íî
ìàëîì r > 0 îáðàç f(Sn−1

r ) ⊂ Sn−1
ëåæèò â ìàëîé îêðåñòíîñòè òî÷êè a è, ñëåäîâàòåëüíî, íå ñîâïàäàåò

ñî âñåé ñ�åðîé: ∃b f(Sn−1
r ) ⊂ Sn−1 \ {b} ∼= R

n−1
. Íî R

n−1
ñòÿãèâàåìî, îòêóäà fr ãîìîòîïíî îòîáðàæåíèþ

â òî÷êó, è åãî ñòåïåíü d = 0, òî åñòü f∗,n−1 = 0. Íî f ◦ g|Y2
: Sn−1 → Sn−1

ãîìîòîïíî idSn−1 , îòêóäà

f∗,n−1◦g∗,n−1 = (f◦g)∗,n−1 = idHn−1(Sn−1), ÷òî ïðîòèâîðå÷èò f∗,n−1 = 0, ò.ê. ãîìîëîãèèHn−1(S
n−1) íåíóëåâûå.

Èìååò ìåñòî

Òåîðåìà 4. Îòíîñèòåëüíûå ãîìîëîãèè îïðåäåëÿþò �óíêòîð èç ãîìîòîïè÷åñêîé êàòåãîðèè ïàð â êàòåãîðèþ

ãðàäóèðîâàííûõ R-ìîäóëåé.

Óïðàæíåíèå 5. Ïëàí äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû: a) Ïóñòü f : X → X ′
� íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå ïàðû

(X,Y ) â ïàðó (X ′, Y ′) (òî åñòü f(Y ) ⊂ Y ′
). Ïîñòðîéòå ãîìîìîð�èçìû ìîäóëåé f#,n : Cn(X,Y ) → Cn(X

′, Y ′)
è äîêàæèòå, ÷òî îíè îáðàçóþò ìîð�èçì êîìïëåêñîâ (ò.å. êîììóòèðóþò ñ äè��åðåíöèàëàìè). á) Îïðåäåëèòå

ãîìîìîð�èçìû f∗,n : Hn(X,Y ) → Hn(X
′, Y ′) è äîêàæèòå, ÷òî (f ◦ g)∗ = f∗ ◦ g∗. â) Ïóñòü ft : X → X ′

,

0 ≤ t ≤ 1� ãîìîòîïèÿ ïàð (X,Y ) → (X ′, Y ′) (ò.å. ft(Y ) ⊂ Y ′
). Äîêàæèòå, ÷òî îòîáðàæåíèåKn, îïðåäåëåííîå â

ëåêöèè 3, ìîæåò áûòü ðàññìîòðåíî êàê öåïíàÿ ãîìîòîïèÿ êîìïëåêñîâ C(X,Y ) → C(X ′, Y ′), óäîâëåòâîðÿþùàÿ

ðàâåíñòâó Kn−1(∂
X,Y
n f) + ∂X′,Y ′

n+1 Kn(f) = (f1)# − (f0)#. ã) Âûâåäèòå îòñþäà, ÷òî (f0)∗ = (f1)∗ íà ãîìîëîãèÿõ
H(X,Y ) (òåì ñàìûì òåîðåìà äîêàçàíà) è ÷òî îòíîñèòåëüíûå ãîìîëîãèè ãîìîòîïè÷åñêè ýêâèâàëåíòíûõ ïàð

îäèíàêîâû (ýòî óæå ñëåäñòâèå).

Ïóñòü òåïåðü X = A ∪ B, ãäå A,B ⊂ X îòêðûòû, è ïóñòü A′ = A ∩ Y , B′ = B ∩ Y . (Òåì ñàìûì A′
è B′

îòêðûòû â òîïîëîãèè Y ⊂ X , íî íå îáÿçàòåëüíî � â òîïîëîãèè X .) Òîãäà îïðåäåëåí êîìïëåêñ CA,B(X,Y )
def

=

CA,B(X)/CA′,B′

(Y ) è ìîð�èçì êîìïëåêñîâ (âëîæåíèå) ι : CA,B(X,Y ) → C(X,Y ).

Òåîðåìà 6. Ìîð�èçì ι ïîðîæäàåò èçîìîð�èçì â ãîìîëîãèÿõ.

Óïðàæíåíèå 7. Äîêàæèòå òåîðåìó 6 ïî àíàëîãèè ñ ëåêöèåé 5.

Òàê æå, êàê è äëÿ àáñîëþòíûõ ãîìîëîãèé, îïðåäåëåíà òî÷íàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü êîìïëåêñîâ 0 → C(A ∩

B,A′∩B′)
λ

−→ C(A,A′)⊕C(B,B′)
µ

−→ CA,B(X,Y ) → 0. Çäåñü λ èíäóöèðîâàí òàâòîëîãè÷åñêèìè âëîæåíèÿìè

ïàð: λ(x) = (y, z), ãäå y ∈ C(A,A′) è z ∈ C(B,B′) � òà æå ñàìàÿ ñóììà ñèíãóëÿðíûõ ñèìïëåêñîâ, ÷òî è

x ∈ C(A ∩B,A′ ∩B′) (çàäàíà ñ òî÷íîñòüþ äî ïðèáàâëåíèÿ öåïè, ëåæàøåé â A′ ∩B′ ⊂ A′, B′
). �îìîìîð�èçì

µ ñîïîñòàâëÿåò ïàðå îòíîñèòåëüíûõ öåïåé (y, z) öåïü y − z ∈ C(X,Y ); ïðè ýòîì y è z çàäàíû ñ òî÷íîñòüþ

äî ïðèáàâëåíèÿ öåïåé èç A ⊂ Y è B ⊂ Y ñîîòâåòñòâåííî, òàê ÷òî ðåçóëüòàò îïðåäåëåí êîððåêòíî. Èç

òåîðåìû Áîêøòåéíà ïîëó÷àåòñÿ òî÷íàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Ìàéåðà�Âèåòîðèñà îòíîñèòåëüíûõ ãîìîëîãèé:

. . .Hn(A ∩B,A′ ∩B′)
λn,∗

−→ Hn(A,A
′)⊕Hn(B,B′)

µn,∗

−→ Hn(X,Y )
δn−→ Hn−1(A ∩B,A′ ∩B′) → . . . .

�åîìåòðè÷åñêèé ñìûñë îòíîñèòåëüíûõ ãîìîëîãèé îñîáåííî ïðîçðà÷åí â ñëó÷àå, êîãäà X � êëåòî÷íîå

ïðîñòðàíñòâî, à Y ⊂ X � êëåòî÷íîå ïîäïðîñòðàíñòâî. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà íóæíî òåõíè÷åñêîå óòâåðæäåíèå,

êîòîðîå óïîìèíàëîñü, íî íå äîêàçûâàëîñü â ïðåäûäóùåì ñåìåñòðå:

Ëåììà 8 (ëåììà Áîðñóêà). Ïóñòü X � êëåòî÷íîå ïðîñòðàíñòâî, Y ⊂ X � êëåòî÷íîå ïîäïðîñòðàíñòâî, Z
� ïðîèçâîëüíîå òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî. Ïóñòü çàäàíà ãîìîòîïèÿ Φ : Y × [0, 1] → Z è îòîáðàæåíèå

Ψ0 : X → Z òàêîå, ÷òî Ψ0(y) = Φ(y, 0) äëÿ ëþáîãî y ∈ Y . Òîãäà ñóùåñòâóåò ãîìîòîïèÿ Ψ : X × [0, 1] → Z
òàêàÿ, ÷òî Ψ(x, 0) = Ψ0(x) ïðè âñåõ x ∈ X è Φ(y, t) = Ψ(y, t) äëÿ âñåõ y ∈ Y , t ∈ [0, 1].

Äîêàçàòåëüñòâî. Çà�èêñèðóåì êëåòêó e
(k)
α ïðîñòðàíñòâà X è ïðåäïîëîæèì, ÷òî ãîìîòîïèÿ Ψ óæå çàäàíà

íà âñåõ êëåòêàõ ïîäïðîñòðàíñòâà Y è íà âñåõ êëåòêàõ e
(m)
β ïðîñòðàíñòâà X ðàçìåðíîñòè m < k. Òåì ñàìûì

Ψ(x, t) îïðåäåëåíà ïðè x ∈ ∂e
(k)
α è ïðîèçâëüíîì t, à òàêæå ïðè âñåõ x ∈ X è t = 0. Îòîæäåñòâëÿÿ e

(k)
α ñ

intBk (ñ ïîìîùüþ õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî îòîáðàæåíèÿ χ
(k)
α ), ïîëó÷èì çàäà÷ó ïðîäîëæåíèÿ îòîáðàæåíèÿ Ψ íà

Bk × [0, 1] ïðè óñëîâèè, ÷òî îíî çàäàíî íà Ck
def

= ∂Bk × [0, 1] ∪Bk × {0}.
Ñóùåñòâóåò íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå (ðåòðàêöèÿ) f : Bk × [0, 1] → Ck òàêîå, ÷òî f(s) = s ïðè âñåõ

s ∈ Ck ⊂ Bk (íàïðèìåð, ìîæíî âëîæèòü Bk × [0, 1] ⊂ R
k+1

è âçÿòü â êà÷åñòâå f ïðîåêöèþ èç òî÷êè (a, 1+ ε),
ãäå a � öåíòð øàðà Bk, à ε > 0 ïðîèçâîëüíî. Òåïåðü äëÿ ïðîèçâîëüíîé òî÷êè b ∈ Bk è ïðîèçâîëüíîãî t ∈ [0, 1]

ïîëîæèì ïî îïðåäåëåíèþ Ψ(b, t)
def

= Ψ(f(b, t)) (f(b, t) ∈ Ck, ïîýòîìó ïðàâàÿ ÷àñòü óæå îïðåäåëåíà).



Òåì ñàìûì ñóùåñòâóåò ïðîäîëæåíèå ãîìîòîïèè Ψ â ïðîèçâîëüíóþ êëåòêó, åñëè âî âñå êëåòêè ìåíüøåé

ðàçìåðíîñòè ãîìîòîïèÿ óæå ïðîäîëæåíà. Ïðè ýòîì ïðîäîëæåíèå ìîæíî äåëàòü îäíîâðåìåííî äëÿ âñåõ êëåòîê

äàííîé ðàçìåðíîñòè. Òàêèì îáðàçîì ïîëó÷èì äëÿ êàæäîãî n íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå Ψn : skn(X)× [0, 1] →
Y , ïðîäîëæàþùåå ãîìîòîïèþ Φ è îòîáðàæåíèå Ψ0, ïðè÷åì ýòè ïðîäîëæåíèÿ ñîãëàñîâàíû: Ψn|skn−1(X)×[0,1] =

Ψn−1. Ýòî äàåò îòîáðàæåíèå Ψ : X× [0, 1] → Y , íåïðåðûâíîñòü êîòîðîãî âûòåêàåò èç îïðåäåëåíèÿ êëåòî÷íîé
òîïîëîãèè: íåïðåðûâíîñòü íà êàæäîì îñòîâå âëå÷åò íåïðåðûâíîñòü íà âñåì ïðîñòðàíñòâå. �

Íàïîìíèì, ÷òî åñëè a ∈ X , òî ñîãëàñíî ïðèìåðó 2, ïðèâåäåííûå ãîìîëîãèè H̃n(X,R)
def

= Hn(X, a,R)
èçîìîð�íû Hn(X,R) ïðè n > 0 è îòëè÷àþòñÿ îò íèõ ïðÿìûì ñëàãàåìûì R ïðè n = 0.

Òåîðåìà 9. Ïóñòü X � êëåòî÷íîå ïðîñòðàíñòâî, Y � åãî êëåòî÷íîå ïîäïðîñòðàíñòâî, X/Y � �àêòîð-

ïðîñòðàíñòâî X, â êîòîðîì Y ñòàíóòî â òî÷êó a. Òîãäà îòîáðàæåíèå ïðîåêöèè p : (X,Y ) → (X/Y, a)

ïîðîæäàåò èçîìîð�èçì ãîìîëîãèé p∗ : H∗(X,Y ) → H̃∗(X/Y ).

Äîêàçàòåëüñòâî. Îáîçíà÷èì CY � êîíóñ íàä ïðîñòðàíñòâîì Y , òî åñòü �àêòîðïðîñòðàíñòâî ïðîèçâåäåíèÿ
Y × [0, 1] ïî ñêëåéêå (y1, 1) ∼ (y2, 1) ïðè âñåõ y1, y2 ∈ Y . Ïîñêîëüêó Y � êëåòî÷íîå ïðîñòðàíñòâî, êîíóñ CY
òàêæå áóäåò êëåòî÷íûì (óòî÷íèòå åãî êëåòî÷íóþ ñòðóêòóðó!). Ïðèêëåèì CY ê X , îòîæäåñòâëÿÿ êàæäóþ

òî÷êó (y, 0) îñíîâàíèÿ êîíóñà ñ òî÷êîé y ∈ Y ⊂ X ; ïîëó÷åííîå ïðîñòðàíñòâî îáîçíà÷èì Z. Ïðîñòðàíñòâî Z
òîæå êëåòî÷íîå, à êîíóñ CY ⊂ Z � åãî êëåòî÷íîå ïîäïðîñòðàíñòâî. CY ñòÿãèâàåòñÿ â òî÷êó v (âåðøèíó

êîíóñà); îòñþäà, ïî ëåììå 8, ñóùåñòâóåò ãîìîòîïèÿ Ft : Z → Z òàêàÿ, ÷òî Ft(CY ) ⊂ CY , F0 = id è

F1(CY ) = {v}. Ïîñëåäíåå óñëîâèå îçíà÷àåò, ÷òî F1 ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê îòîáðàæåíèå ïàðû (Z/CY, {v}),
ãîìåîìîð�íîé ïàðå (X/Y, a), â ïàðó (Z,CY ). Íàëè÷èå ãîìîòîïèè Ft îçíà÷àåò (óáåäèòåñü!), ÷òî ïàðà (F1, G),
ãäå G : (Z,CY ) → (Z/CY, {v}) � ïðîåêöèÿ íà �àêòîð, � ãîìîòîïè÷åñêàÿ ýêâèâàëåíòíîñòü ïàð (Z,CY ) è ïàðå

(X/Y, a). Îòñþäà H(Z,CY ) = H̃(X/Y ), è íàì íóæíî òåïåðü äîêàçàòü, ÷òî H(Z,CY ) èçîìîð�íà H(X,Y ).
Ïîëîæèì A = Z \ X è B = Z \ {v}. Î÷åâèäíî, CA,B

n (Z,CY ) = Cn(B,CY \ {v}); òåïåðü èç òåîðåìû

6 âûòåêàåò, ÷òî H(Z,CY ) = H(B,CY \ {v}). Ïàðà (B,CY \ {v}) ãîìîòîïè÷åñêè ýêâèâàëåíòíà ïàðå (X,Y )
(öèëèíäð áåç âåðøèíû CY \{v} äå�îðìàöìîííî ðåòðàãèðóåòñÿ íà ñâîå âåðõíåå îñíîâàíèå), îòêóäà H(X,Y ) =

H(B,CY \ {v}) = H(Z,CY ) = H̃(X/Y ). �


