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ËÅÊÖÈß 8

Àííîòàöèÿ. Êëåòî÷íûå ãîìîëîãèè.

Ïóñòü Z ⊂ Y ⊂ X � òîïîëîãè÷åñêèå ïðîñòðàíñòâà, è ιYZ , ι
X
Y � òàâòîëîãè÷åñêèå âëîæåíèÿ. Òîãäà p =

(ιXY , idZ) ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê îòîáðàæåíèå ïàð (Y, Z) → (X,Z), à q = (idX , ιYZ ) � êàê îòîáðàæåíèå

ïàð q : (X,Z) → (X,Y ). Òåì ñàìûì âîçíèêàåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü êîìïëåêñîâ 0 → C(Y, Z)
p∗

−→ C(X,Z)
q∗
−→

C(X,Y ) → 0. Êàê ëåãêî ïðîâåðèòü, ýòà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü � òî÷íàÿ; ïî òåîðåìå Áîêøòåéíà åé ñîîòâåòñòâóåò

òî÷íàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ãîìîëîãèé · · · → Hn(Y, Z) → Hn(X,Z) → Hn(X,Y ) → Hn−1(Y, Z) → . . . ,
íàçûâàåìàÿ òî÷íîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ òðîéêè. Òî÷íàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïàðû � ÷àñòíûé ñëó÷àé òî÷íîé

ïîñëåäîâàòåëüíîñòè òðîéêè: Z = ∅.

Ïóñòü X � êëåòî÷íîå ïðîñòðàíñòâî, à Wn(X,R) � ñâîáîäíûé R-ìîäóëü, ïîðîæäåííûé ìíîæåñòâîì n-
ìåðíûõ êëåòîê. Ïóñòü σ � n-ìåðíàÿ êëåòêà, χσ : Bn → σ ⊂ X � åå õàðàêòåðèñòè÷åñêîå îòîáðàæåíèå, è

τ ⊂ ∂σ � (n−1)-ìåðíàÿ êëåòêà (ñèìâîëîì ∂ çäåñü îáîçíà÷åíà ãðàíèöà â ãåîìåòðè÷åñêîì ñìûñëå: ∂σ = σ \σ).

Îáîçíà÷èì Aτ
def

= skn−1(X) \ τ (ò.å. îáúåäèíåíèå âñåõ êëåòîê λ ðàçìåðíîñòè, ìåíüøåé èëè ðàâíîé n − 1,

êðîìå τ). Êîý��èöèåíòîì èíöèäåíòíîñòè [σ : τ ] íàçûâàåòñÿ ñòåïåíü îòîáðàæåíèÿ Sn−1 = ∂Bn
χσ

−→ ∂σ
pτ

−→

τ/Aτ

χ−1
τ−→ Sn−1

, ãäå pτ � ïðîåêöèÿ ∂σ → ∂σ/Aτ . Êàê íåòðóäíî óáåäèòüñÿ (ïðîâåðüòå!), åñëè τ 6⊂ σ, òî
[σ : τ ] = 0. Îïðåäåëèì òåïåðü ãîìîìîð�èçì ìîäóëåé ∂n : Wn(X) → Wn−1(X) óñëîâèåì ∂n(σ) =

∑

τ [σ : τ ]τ �

ñîãëàñíî çàìå÷àíèþ âûøå, ñóììà áåðåòñÿ òîëüêî ïî êëåòêàì τ ⊂ σ, è òåè ñàèûè êîíå÷íà.

Òåîðåìà 1. Ìîäóëè Wn(X) è ãîìîìîð�èçìû ∂n îáðàçóþò êîìïëåêñ, ãîìîëîãèè êîòîðîãî ðàâíû H(X,R).

Ïðåæäå ÷åì äîêàçûâàòü òåîðåìó, âûÿñíèì ãîìîëîãè÷åñêèé ñìûñë ìîäóëåé Wn(X). Äëÿ êðàòêîñòè áóäåì

îñòîâû ïðîñòðàíñòâà x îáîçíà÷àòü ïðîñòî skk, k = 0, 1, . . . . Ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ êëåòî÷íîãî ïðîñòðàíñòâà,

�àêòîð skn / skn−1 � áóêåò n-ìåðíûõ ñ�åð, âçàèìíî îäíîçíà÷íî ñîîòâåòñòâóþùèõ n-ìåðíûì êëåòêàì â X .

Óïðàæíåíèå 2. a) Ïóñòü AI � áóêåò n-ìåðíûõ ñ�åð Sn
i , i ∈ I. Äîêàæèòå, ÷òî Hn(AI) � ñâîáîäíûé ìîäóëü,

ïîðîæäåííûé ñ�åðàìè áóêåòà, H0(AI) = R, à îñòàëüíûå ãîìîëîãèè A íóëåâûå. á) Ïóñòü ui : Sn → AI �

âëîæåíèå, ãîìåîìîð�íî ïåðåâîäÿùåå Sn
â i-þ ñ�åðó áóêåòà, à pj : AI → Sn

� ïðîåêöèÿ, ãîìåîìîð�íàÿ íà

j-é ñ�åðå, à îñòàëüíûå ñ�åðû îòîáðàæàþùàÿ â òî÷êó (òó æå, â êîòîðóþ ïåðåõîäèò âåðøèíà áóêåòà). Òîãäà

äëÿ ëþáîãî îòîáðàæåíèÿ f : AI → AJ ãîìîìîð�èçì f∗,n : Hn(AI) → Hn(AJ ) çàäàåòñÿ ìàòðèöåé, (i, j)-é
ýëåìåíò êîòîðîé ðàâåí deg(pj ◦ f ◦ ui).

Òåì ñàìûìWn(X) èçîìîð�åíHn(skn / skn−1) = Hn(skn, skn−1) (ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî � èç òåîðåìû Áîðñóêà).

�îìîëîãè÷åñêèé ñìûñë äè��åðåíöèàëà ∂n:

Ëåììà 3. �îìîìîð�èçì ∂n : Wn(X) = Hn(skn, skn−1) → Hn−1(skn−1, skn−2) = Wn−1(X) ñîâïàäàåò ñ

ãîìîìîð�èçìîì èç òî÷íîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè òðîéêè (skn, skn−1, skn−2).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü, êàê îáû÷íî,Bn � n-ìåðíûé øàð, Sn−1 = ∂Bn � åãî ãðàíèöà. Òîãäà õàðàêòåðèñòè÷åñêîå

îòîáðàæåíèå χσ êëåòêè σ ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê îòîáðàæåíèå òðîåê (Bn, S
n−1,∅) → (skn, skn−1, skn−2).

Òîãäà âîçíèêàåò ìîð�èçì òî÷íûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé òðîåê � êîììóòàòèâíàÿ äèàãðàììà

0 R R 0
|| || || ||

Hn(Bn) → Hn(Bn, S
n−1)

p
−→ Hn−1(S

n−1) → Hn−1(Bn)
↓ (χσ)∗ ↓ (χσ|skn−1

)∗

Hn(skn, skn−1)
δ

−→ Hn−1(skn−1, skn−2)
|| ||

Wn(X) Wn−1(X)

.

Êàê èçâåñòíî Hn(Dn) = Hn−1(Dn) = 0 (ìû ïðåäïîëàãàåì n ≥ 2; ñëó÷àé n = 1 � óïðàæíåíèå, îòâåò òàì òàêîé

æå),Hn−1(S
n−1) = R, îòêóäà â ñèëó òî÷íîñòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (èëè ïî òåîðåìå Áîðñóêà) Hn(Dn, S

n−1) =
R, è p � èçîìîð�èçì.

Â ëåâîé êîëîíêå äèàãðàììû ïî îïðåäåëåíèþ õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî îòîáðàæåíèÿ χσ : Bn/S
n−1 → skn / skn−1

� ãîìåîìîð�èçì. Ïî òåîðåìå Áîðñóêà îòíîñèòåëüíûå ãîìîëîãèè â ëåâîé êîëîíêå äèàãðàììû ñîâïàäàþò ñ

ñîîòâåòñòâóþùèìè ãîìîëîãèÿìè �àêòîðïðîñòðàíñòâ; ñëåäîâàòåëüíî, (χσ)∗ â ëåâîé êîëîíêå � èçîìîð�èçì,

è (χσ)∗(1) � îáðàçóþùàÿ aσ ∈ Wn(X), ñîîòâåòñòâóþùàÿ êëåòêå σ.
1



Â ïðàâîé êîëîíêå äèàãðàììû èç óïðàæíåíèÿ 2á ñëåäóåò, ÷òî (χσ|Sn−1)∗(1) =
∑

τ [σ : τ ]aτ = ∂Waσ.
Äèàãðàììà êîììóòàòèâíà, òàê ÷òî δ(aσ) = (χσ)∗(p(1)) = (χσ|Sn−1)∗(1), îòêóäà è âûòåêàåò óòâåðæäåíèå

ëåììû. �

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 1. Ïóñòü x ∈ Wn(X) = Hn(skn, skn−1). Ïðåäñòàâèòåëü êëàññà ãîìîëîãèé x �

ñóììà îòíîñèòåëüíûõ öèêëîâ, ò.å. ñèíãóëÿðíûõ öåïåé â skn, ãðàíèöû êîòîðûõ ëåæàò â skn−1. Ñâÿçûâàþùèé

ãîìîìîð�èçì â òî÷íîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè òðîéêè (skn, skn−1, skn−2) ñîïîñòàâëÿåò x åãî ãðàíèöó, ðàññìàòðèâàåìóþ
êàê îòíîñèòåëüíûé öèêë â Hn−1(skn−1, skn−2). Ñîãëàñíî ëåììå 3, ∂W

n x ∈ Wn−1(X) � ýòà ãðàíèöà. Òåïåðü

∂W
n−1(∂

W
n (x)) = 0, ïîòîìó ÷òî ãðàíèöà ãðàíèöû ðàâíà íóëþ (∂2 = 0 â ñèíãóëÿðíîì êîìïëåêñå). Òåì ñàìûì

ìîäóëè Wn(X) è ãîìîìîð�èçìû ∂W
n îáðàçóþò êîìïëåêñ.

Òî÷íàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü òðîéêè (skn+1, skn, skn−2) ñîäåðæèò �ðàãìåíòWn+1(X) = Hn+1(skn+1, skn)
δ

−→

Hn(skn, skn−2)
α

−→ Hn(skn+1, skn−2) → Hn(skn+1, skn) = Hn(skn+1 / skn). Ïîñêîëüêó skn+1 / skn � áóêåò

(n + 1)-ìåðíûõ ñ�åð, ïîñëåäíèé ÷ëåí ðàâåí íóëþ ñîãëàñíî óïðàæíåíèþ 2a, è α � ýïèìîð�èçì, îòêóäà

Hn(skn+1, skn−2) = Hn(skn, skn−2)/ Im δ.
Òî÷íàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü òðîéêè (skn, skn−1, skn−2) ñîäåðæèò �ðàãìåíòHn(skn−1 / skn−2) = Hn(skn−1, skn−2) →

Hn(skn, skn−2)
β

−→ Hn(skn, skn−1) = Wn(X)
∂W

n−→ Hn−1(skn−1, skn−2) = Wn−1(X). Ïîñêîëüêó skn−1 / skn−2 �

áóêåò (n − 1)-ìåðíûõ ñ�åð, ïåðâûé ÷ëåí ðàâåí íóëþ ñîãëàñíî óïðàæíåíèþ 2a, è β � ìîíîìîð�èçì. Òåì

ñàìûì Hn(skn, skn−2) = Imβ = Ker ∂W
n = ZW

n � ìîäóëü n-ìåðíûõ êëåòî÷íûõ öèêëîâ.
Èç îïðåäåëåíèÿ ãîìîìîð�èçìîâ â òî÷íîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè òðîéêè íåòðóäíî çàìåòèòü, ÷òî β ◦ δ :

Wn+1(X) → Wn(X) ñîâïàäàåò ñ ∂W
n+1 (ò.å., ñîãëàñíî ëåììå 3, ñ ãîìîìîð�èçìîì â òî÷íîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

òðîéêè (skn+1, skn, skn−1)). Òåì ñàìûì èìååòñÿ ñëåäóþùàÿ êîììóòàòèâíàÿ äèàãðàììà îòîáðàæåíèé

Wn+1(X)
δ

−→ Hn(skn, skn−2)
β

−→ ZW
n → 0

ց
∂W

n+1

−→ ր
⋂

Wn(X)

Îòñþäà ïîëó÷àåòñÿ, ÷òî HW
n (X) = ZW

n / Im ∂W
n+1 = Hn(skn, skn−2)/ Im δ = Hn(skn, skn−2)/Kerα (ïîñêîëüêó

α � ýïèìîð�èçì, ñì. âûøå) = Hn(skn+1, skn−2).
Äëÿ âñÿêîãîm ≤ n−2 òî÷íàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü òðîéêè (skn+1, skm, skm−1) ñîäåðæèò �ðàãìåíòHn(skm / skm−1) =

Hn(skm, skm−1) → Hn(skn+1, skm−1) → Hn(skn+1, skm) → Hn−1(skm, skm−1) = Hn−1(skm / skm−1). Ïîñêîëüêó
skm / skm−1 ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé áóêåòm-ìåðíûõ ñ�åð, êðàéíèå ÷ëåíû �ðàãìåíòà ðàâíû íóëþ, îòêóäàHn(skn+1, skm) =
Hn(skn+1, skm−1)� ñëåäîâàòåëüíî,HW

n (X) = Hn(skn+1, skn−2) = Hn(skn+1, skn−3) = · · · = Hn(skn+1) (ïîñêîëüêó
sk−1(X) = ∅).

Äëÿ âñÿêîãîm ≥ n+1 òî÷íàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïàðû (skm+1, skm) ñîäåðæèò �ðàãìåíòHn+1(skm+1 / skm) =
Hn+1(skm+1, skm) → Hn(skm) → Hn(skm+1) → Hn(skm+1, skm) = Hn(skm+1 / skm). Ïîñêîëüêó skm+1 / skm
� áóêåò (m + 1)-ìåðíûõ ñ�åð, êðàéíèå ÷ëåíû �ðàãìåíòà ðàâíû íóëþ, îòêóäà Hn(skm) = Hn(skm+1), è
HW

n = Hn(skm) äëÿ âñÿêîãî m ≥ n+ 1.
Åñëè êëåòî÷íîå ïðîñòðàíñòâî X êîíå÷íîìåðíîå � òî åñòü ðàçìåðíîñòè êëåòîê íå ïðåâîñõîäÿò íåêîòîðîãî

÷èñëà N � òî skN = X , ïðè÷åì áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè N ≥ n+1, îòêóäà HW
n = Hn(skN ) = Hn(X). Åñëè

X áåñêîíå÷íîìåðíîå � òî åñòü èìåþòñÿ êëåòêè ñêîëü óãîäíî áîëüøèõ ðàçìåðíîñòåé � òî îáîçíà÷èì ιkm :
skk → skm è ιk : skk → X òàâòîëîãè÷åñêèå âëîæåíèÿ. Èç íàïèñàííîãî âûøå ñëåäóåò, ÷òî ïðè m ≥ k ≥ n+ 1
ãîìîìîð�èçì (ιkm)∗,n ÿâëÿåòñÿ èçîìîð�èçìîì; äîêàæåì, ÷òî (ιk)∗,n òîæå èçîìîð�èçì.

Ïóñòü x ∈ Cn(skk) � ñèíãóëÿðíûé öèêë, êëàññ ãîìîëîãèé êîòîðîãî [x] ïðèíàäëåæèò ÿäðó (ιk)∗,n. Ýòî
îçíà÷àåò, ÷òî x = ∂y äëÿ íåêîòîðîãî y ∈ Cn+1(X). Â ñèëó êîìïàêòíîñòè ñèìïëåêñà ëþáîé ñèíãóëÿðíûé

ñèìïëåêñ â êëåòî÷íîì ïðîñòðàíñòâå öåëèêîì ëåæèò â êàêîì-íèáóäü îñòîâå; ñèíãóëÿðíàÿ öåïü y � ñóììà

êîíå÷íîãî ÷èñëà òàêèõ ñèìïëåêñîâ, òàê ÷òî y ∈ Cn+1(skm) äëÿ íåêîòîðîãîm ≥ k. Íî òîãäà [x] ∈ Ker((ιkm)∗,n),
òî åñòü [x] = 0 âHn(skk), òàê ÷òî (ιk)∗,n � ìîíîìîð�èçì. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïóñòü z ∈ Cn(X)� ïðåäñòàâèòåëü

ïðîèçâîëüíîãî êëàññà ãîìîëîãèé [z] ∈ Hn(X). Êàê è âûøå, z ëåæèò â êàêîì-íèáóäü îñòîâå: z ∈ Cn(skk) è
ÿâëÿåòñÿ òàì öèêëîì (ïî÷åìó?), ïðåäñòàâëÿÿ êëàññ [z]m ∈ Hn(skk). Íî òîãäà [z] = (ιk)∗,n([z]m), òàê ÷òî (ιk)∗,n
� ýïèìîð�èçì. Òàêèì îáðàçîì, (ιk)∗,n � èçîìîð�èçì, è ðàâåíñòâî HW

n = Hn(X) âåðíî äëÿ âñåõ êëåòî÷íûõ
ïðîñòðàíñòâ. �

Ïðèìåð 4. Ïóñòü X = CPn
. Îáîçíà÷èì e(2k) = {[z0 : · · · : zn] ∈ CPn | zk+1 = · · · = zn = 0, zk 6= 0};

çäåñü 0 ≤ k ≤ n. Ïîäíîæåñòâà e(2k) ⊂ CPn
îáðàçóþò êëåòî÷íîå ðàçáèåíèå: õàðàêòåðèñòè÷åñêîå îòîáðàæåíèå

χ(2k) : B2k = {(w0, . . . , wk−1) ∈ Ck | |w0|
2
+ · · · + |wk|

2
≤ 1} → CPn

çàäàíî �îðìóëîé χ(2k)(w0, . . . , wk−1) =

[w0 : · · · : wk−1 :

√

1− ( |w0|
2
+ · · ·+ |wk|

2
) : 0 : · · · : 0] (äîêàæèòå, ÷òî ýòî äåéñòâèòåëüíî õàðàêòåðèñòè÷åñêîå

îòîáðàæåíèå!). Ïîñòðîåííîå êëåòî÷íîå ðàçáèåíèå ñîäåðæèò îäíó êëåòêó êàæäîé ÷åòíîé ðàçìåðíîñòè 0, 2, . . . , 2n.
Òåì ñàìûì êëåòî÷íûé êîìïëåêñ âûãëÿäèò êàê 0 → R → 0 → R → · · · → 0 → R → 0; î÷åâèäíî, âñå ñòðåëêè
íóëåâûå, îòêóäà H2s(X,R) = R ïðè 0 ≤ s ≤ n, à îñòàëüíûå ãîìîëîãèè ðàâíû íóëþ. Â ÷àñòíîñòè, îòñþäà

âûòåêàåò, ÷òî êîìïëåêñíûå ïðîåêòèâíûå ïðîñòðàíñòâà ðàçíîé ðàçìåðíîñòè ãîìîòîïè÷åñêè íå ýêâèâàëåíòíû.


