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Àííîòàöèÿ. Äîêàçàòåëüñòâî óïðîùåííîé �îðìóëû Êþííåòà è ñóïåðêîììóòàòèâíîñòè óìíîæåíèÿ êîãîìîëîãèé.

Òåîðåìà Áîðñóêà�Óëàìà.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 7 ëåêöèè 11

Çà�èêñèðóåì ïðîñòðàíñòâî Y è îáîçíà÷èì hn(X)
def

= Hn(X×Y,R) è un(X)
def

=
⊕n

k=0 H
k(X,R)⊗Hn−k(Y,R).

Óìíîæåíèå × ïîðîæäàåò ãîìîìîð�èçì µn(X) : un(X) → hn(X) äëÿ âñåõ X è âñåõ n. Îòíîñèòåëüíûå

âàðèàíòû hn
è un

: hn(X,Z) = Hn(X × Y, Z × Y,R) è un(X,Z)
def

=
⊕n

k=0 H
k(X,A,R) ⊗ Hn−k(Y,R); çäåñü

òîæå åñòü ãîìîìîð�èçì µn(X,A) (êàê îí îïðåäåëÿåòñÿ?).

Äëÿ ëþáîãî íåïðåðûâíîãî îòîáðàæåíèÿ f : Z → X îïðåäåëåíû ãîìîìîð�èçìû f∗,n
h : hn(X) → hn(Z) è

f∗,n
u : un(X) → un(Z): f∗,n

h
def

= (f × idY )
∗,n

è f∗,n
u

def

=
⊕n

k=0(f
∗,k ⊗ idHn−k(Y )).

Ëåììà 1 (ñâîéñòâà îòîáðàæåíèé f∗

u è f∗

h). 1. f∗

h è f∗

u ãîìîòîïè÷åñêè èíâàðèàíòíû.

2. f∗

h è f∗

u êîììóòèðóþò ñ µ: µn(Z) ◦ f∗,n
u = f∗,n

h ◦ µn(X).

Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû î÷åâèäíî.

Ïóñòü òåïåðü X � êëåòî÷íîå ïðîñòðàíñòâî; äîêàæåì èíäóêöèåé ïî n, ÷òî µ(skn X) � èçîìîð�èçì. Áàçà

èíäóêöèè n = 0: îñòîâ sk0(X) � äèñêðåòíîå ïðîñòðàíñòâî èç k òî÷åê, òàê ÷òî hn(sk0 X) = Hn(Y k) =
(Hn(Y ))k, è un(X) = H0(X)⊗Hn(Y ) = Rk ⊗Hn(Y ) = (Hn(Y ))k, òàê ÷òî µn(X) � èçîìîð�èçì.

×òîáû ñäåëàòü øàã èíäóêöèè, çàìåòèì, ÷òî äëÿ h∗
îïðåäåëåíà òî÷íàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïàðû: · · · →

hn−1(Z)
λn−1

−→ hn(X,Z)
p∗

−→ hn(X)
ι∗
−→ hn(Z)

λn−→ hn+1(X,Z) → . . . � ýòî òî÷íàÿ êîãîìîëîãè÷åñêàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

ïàðû (X×Y, Z×Y ). Îêàçûâàåòñÿ, äëÿ u∗
â íàøèõ ïðåäïîëîæåíèÿõ òàêàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü òîæå îïðåäåëåíà:

ìû ïðåäïîëîæèëè, ÷òîHs(Y,R) = Rℓs
, òàê ÷òî òåíçîðíîå ïðîèçâåäåíèå êîãîìîëîãè÷åñêîé òî÷íîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

ïàðû (X,Z) íà Hs(Y,R) � ïðÿìàÿ ñóììà ℓs ýêçåìïëÿðîâ ýòîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, òî åñòü îïÿòü òî÷íàÿ

ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, êîòîðóþ ìû íàçîâåì Qs. Òî÷íàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïàðû äëÿ u∗
� ïðÿìàÿ ñóììà

ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé Qs[s], ãäå [s] îçíà÷àåò ñäâèã ãðàäóèðîâêè íà s (÷òî, î÷åâèäíî, íå âëèÿåò íà òî÷íîñòü.
Ïðÿìàÿ ñóììà òî÷íûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé � òî÷íàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü). ×ëåíû òî÷íîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

ïàðû âûãëÿäÿò òàê æå, êàê äëÿ h∗
(è êàê äëÿ êîãîìîëîãèé): · · · → un−1(Z)

λn−1

−→ un(X,Z)
p∗

−→ un(X)
ι∗
−→

un(Z)
λn−→ un+1(X,Z) → . . . .

Ëåììà 1 (ïðîäîëæåíèå). 3. µ êîììóòèðóåò ñ ãîìîìîð�èçìàìè â òî÷íîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïàðû.

Äîêàçàòåëüñòâî � óïðàæíåíåíèå.

Â äàëüíåéøåì íàì ïîòðåáóåòñÿ òàêîå àëãåáðàè÷åñêîå óòâåðæäåíèå:

Ëåììà 2 (5-ëåììà). Ïóñòü â êîììóòàòèâíîé äèàãðàììå R-ìîäóëåé è ãîìîìîð�èçìîâ

A
f

−→ B
g

−→ C
h

−→ D
i

−→ E
↓ p ↓ q ↓ r ↓ s ↓ t

A′
f ′

−→ B′
g′

−→ C′ h′

−→ D′ i′
−→ E′

ñòðîêè � òî÷íûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, q è s � èçîìîð�èçìû, p � ýïèìîð�èçì, t � ìîíîìîð�èçì. Òîãäà

r � èçîìîð�èçì.

Äîêàçàòåëüñòâî 5-ëåììû � çàäà÷à èç ëèñòêà 3.

Ïóñòü Bn � n-ìåðíûé çàìêíóòûé øàð, ∂Bn = Sn−1
� åãî ãðàíèöà. Ïðèìåíèì 5-ëåììó ê êîììóòàòèâíîé

äèàãðàììå, îáðàçîâàííîé òî÷íûìè ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿìè ïàðû (Bn, ∂Bn) äëÿ h∗
è u∗

è îòîáðàæåíèÿìè µn

ìåæäó íèìè. �îìîìîð�èçì µk(Bn) : u
k(Bn) → hk(Bn)� èçîìîð�èçì, ïîòîìó ÷òîBn ñòÿãèâàåì (ñâîéñòâî 1 èç

ëåììû 1); ãîìîìîð�èçì µk(∂Bn) : u
k(∂Bn) → hk(∂Bn) � èçîìîð�èçì ïî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè (∂Bn =

Sn−1 = skn−1(S
n−1) � êëåòî÷íîå ïðîñòðàíñòâî ðàçìåðíîñòè n− 1). Èç 5-ëåììû âûòåêàåò, ÷òî µk(Bn, ∂Bn) :

uk(Bn, ∂Bn) → hk(Bn, ∂Bn) � òàêæå èçîìîð�èçì.

Ïóñòü {eα, α ∈ A} � ñîâîêóïíîñòü n-ìåðíûõ êëåòîê ïðîñòðàíñòâà X , χα : Bn → X � õàðàêòåðèñòè÷åñêîå

îòîáðàæåíèå êëåòêè eα. Îáîçíà÷èì Z
def

=
⊔

α∈A
Bn; ∂Z

def

=
⊔

α∈A
∂Bn. Òîãäà îïðåäåëåíî îòîáðàæåíèå χ : Z →

skn X , ðàâíîå χα íà êîïèè Bn ñ èíäåêñîì α äëÿ âñåõ α ∈ A.

1



Ñîãëàñíî ëåììå Áîðñóêà (ïî÷åìó îíà çäåñü ïðèìåíèìà?) hk(skn(X), skn−1(X)) = hk(skn(X)/ skn−1(X)),
hk(Z, ∂Z) = hk(Z/∂Z) è àíàëîãè÷íî äëÿ uk

. Ïðîñòðàíñòâà Z/∂Z è skn(X)/ skn−1(X) îáà ãîìåîìîð�íû áóêåòó

ñ�åð

∨
α∈A

Sn
; îòîáðàæåíèå χ � ãîìåîìîð�èçì ìåæäó íèìè. Ñëåäîâàòåëüíî, χ∗

h : hk(skn(X), skn−1(X)) →

hk(Z, ∂Z) è àíàëîãè÷íûé ãîìîìîð�èçì χ∗

u � èçîìîð�èçìû. Îòñþäà è èç ïóíêòà 2 ëåììû 1 âûòåêàåò, ÷òî

µk(skn(X), skn−1(X)) � èçîìîð�èçì.

�àññìîòðèì òåïåðü êîììóòàòèâíóþ äèàãðàììó èç òî÷íûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ïàðû (skn(X), skn−1(X))
äëÿ h è u è ãîìîìîð�èçîâ µ ìåæäó íèìè. �îìîìîð�èçì µk(skn(X), skn−1(X)) : uk(skn(X), skn−1(X)) →
hk(skn(X), skn−1(X))� èçîìîð�èçì ïî äîêàçàííîìó; ãîìîìîð�èçì µk(skn−1(X)) : uk(skn−1(X)) → hk(skn−1(X))
� èçîìîð�èçì ïî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè; òåïåðü èç 5-ëåììû âûòåêàåò, ÷òî µk(skn(X)) : uk(skn(X)) →
hk(skn(X)) � òàêæå èçîìîð�èçì, ÷òî è çàâåðøàåò èíäóêöèþ.

Òåïåðü åñëè X � êëåòî÷íîå ïðîñòðàíñòâî ðàçìåðíîñòè n, òî X = skn(X), òàê ÷òî µk(X) � èçîìîð�èçì.

Äëÿ áåñêîíå÷íîìåðíûõ êëåòî÷íûõ ïðîñòðàíñòâ èçîìîð�íîñòü âûòåêàåò èç òîãî, ÷òî ëþáàÿ ñèíãóëÿðíàÿ

öåïü â êëåòî÷íîì ïðîñòðàíñòâå ëåæèò â îäíîì èç îñòîâîâ � ñð. ñ äîêàçàòåëüñòâîì òåîðåìû î ñîâïàäåíèè

êëåòî÷íûõ è ñèíãóëÿðíûõ ãîìîëîãèé.

Äîêàçàòåëüñòâî ñóïåðêîììóòàòèâíîñòè óìíîæåíèÿ êîãîìîëîãèé

Ïóñòü ιn : ∆n → ∆n � à��èííîå ïðåîáðàçîâàíèå, ïåðåñòàâëÿþùåå âåðøèíû ñòàíäàðòíîãî ñèìïëåêñà

â îáðàòíîì ïîðÿäêå, à ̺n : Cn(X) → Cn(X) � ãîìîìîð�èçì ìîäóëåé, äåéñòâóþùèé íà îáðàçóþùèõ �

ñèíãóëÿðíûõ ñèìïëåêñàõ � ïî ïðàâèëó ̺n(f) = (−1)n(n+1)/2f ◦ ιn. Òîãäà èç îïðåäåëåíèÿ óìíîæåíèÿ êîöåïåé

ñëåäóåò, ÷òî åñëè α ∈ Cn(X), β ∈ Ck(X), òî (̺#k β ∪ ̺#n α = (−1)−n(n+1)/2−k(k+1)/2+(n+k)(n+k+1)/2̺#n+k(α∪β) =

(−1)nk̺#n+k(α ∪ β).

Äîêàæåì, ÷òî îòîáðàæåíèå ̺#n öåïíîãîìîòîïíî òîæäåñòâåííîìó. Äëÿ ýòîãî ðàññìîòðèì ðàçáèåíèå ïðèçìû

∆n × [0, 1] íà ñèìïëåêñû Qn,ℓ, ℓ = 0, . . . , n, êàê â äîêàçàòåëüñòâå ãîìîòîïè÷åñêîé èíâàðèàíòíîñòè ãîìîëîãèé

â ëåêöèè 3. Ïóñòü χn,ℓ : ∆n → Qn,ℓ � õàðàêòåðèñòè÷åñêîå îòîáðàæåíèå ñèìïëåêñà (ñì. êîíñòðóêöèþ â

ëåêöèè 3), à νn,ℓ : Qn,ℓ → Qn,ℓ � à��èííîå îòîáðàæåíèå, ïåðåâîäÿùåå âñå âåðøèíû Qn,ℓ, ëåæàùèå â íèæíåì

îñíîâàíèè ∆n ×{0} ïðèçìû, â ñåáÿ, è îáðàùàþùåå ïîðÿäîê âåðøèí, ëåæàùèõ â âåðõíåì îñíîâàíèè ïðèçìû.

Ïîëîæèì ïî îïðåäåëåíèþ Kn(f) =
∑n

ℓ=0(−1)ℓ+(n−ℓ)(n−ℓ+1)/2(f × id[0,1]) ◦ νn,ℓ ◦ χn,ℓ.

Óïðàæíåíèå 3. Ïðîâåðüòå íåïîñðåäñòâåííûì âû÷èñëåíèåì, ÷òî Kn+1δ + δKn = ̺n − id.

Èç óïðàæíåíèÿ 3 âûòåêàåò, ÷òî ̺∗n = idHn(X). Òàêèì îáðàçîì, åñëè y ∈ Hn(X), z ∈ Hk(X) � êëàññû,

ïðåäñòàâëÿåìûå êîöèêëàìè α è β, òî z ∪ y = [β ∪α] = [̺#n+k(β ∪α)] = (−1)nk[̺#n α∪ ̺#k β] = (−1)nk̺∗ny ∪ ̺∗kz =

(−1)nky ∪ z.

Òåîðåìà Áîðñóêà�Óëàìà è äðóãèå ïðèìåðû.

Ïðèìåð 4. ÏóñòüXn = S2∨S4∨· · ·∨S2n
. ÏðîñòðàíñòâîXn èìååò î÷åâèäíîå êëåòî÷íîå ðàçáèåíèå, ñîäåðæàùåå

ïî îäíîé êëåòêå ðàçìåðíîñòè 0, 2, . . . , 2n. Ñëåäîâàòåëüíî, äè��åðåíöèàë â êîöåïíîì êëåòî÷íîì êîìïëåêñå

íóëåâîé, è Hk(Xn) = Z ïðè k = 0, 2, . . . , 2n; îñòàëüíûå êîãîìîëîãèè íóëåâûå. Îáîçíà÷èì xi ∈ H2i(Xn)
îáðàçóþùóþ.

Ïóñòü qk : S2k → Xn � âëîæåíèå ñ�åðû â áóêåò. Îòîáðàæåíèå qk êëåòî÷íîå, îòêóäà âûòåêàåò, ÷òî q∗k(xk) =
yk, ãäå yk ∈ H2k(S2k) � îáðàçóþùàÿ. Ñëåäîâàòåëüíî, q∗k � èçîìîð�íçì H2k

(è íóëåâîå îòîáðàæåíèå â

îñòàëüíûõ êîãîìîëîãèÿõ).

Ïîñêîëüêó q∗k � ãîìîìîð�èçì àëãåáð, ïîëó÷èì q∗k(xi ∪ xj) = q∗k(xi) ∪ q∗k(xj) = 0 ïðè (i, j) 6= (0, 0)
(ïðîèçâåäåíèå ëþáûõ êëàññîâ êîãîìîëîãèé ïîëîæèòåëüíîé ñòåïåíè â êîãîìîëîãèÿõ ñ�åðû íóëåâîå). Ïîëîæèì

òåïåðü k = i + j; òîãäà xi ∪ xj ∈ H2k(Xn), è q∗k � èçîìîð�èçì. Ñëåäîâàòåëüíî, xi ∪ xj = 0 � óìíîæåíèå â

H∗(Xn), êðîìå H0
, íóëåâîå.

Òåì ñàìûì Hk(Xn) èçîìîð�íà Hk(CPn) ïðè âñåõ k, íî H∗(Xn) è H∗(CPn) íå èçîìîð�íû êàê àëãåáðû.

Ñëåäîâàòåëüíî, ïðîñòðàíñòâà Xn è CPn
ãîìîòîïè÷åñêè íå ýêâèâàëåíòíû.

Òåîðåìà 5 (Áîðñóêà�Óëàìà). Íå ñóùåñòâóåò íå÷åòíîãî íåïðåðûâíîãî îòîáðàæåíèÿ f : Sn → Sn−1
.

Ýêâèâàëåíòíûì îáðàçîì, åñëè g : Sn → Rn
� íåïðåðûâíîå íå÷åòíîå îòîáðàæåíèå, òî ñóùåñòâóåò òî÷êà

x ∈ Sn
òàêàÿ, ÷òî g(x) = 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ó óòâåðæäåíèÿ ïðî êîëüöîH∗(CPn) åñòü âåùåñòâåííûé àíàëîã:H∗(RP k,Z/2Z) = Z/2Z[xk]/(x
k+1
k );

çäåñü xk ∈ H1(RP k,Z/2Z) = Z/2Z � îáðàçóþùàÿ (îíà æå åäèíñòâåííûé íåíóëåâîé ýëåìåíò). Ìû äîêàæåì

åãî íà ñåìèíàðå.

Íåòðóäíî äîêàçàòü (ïðîäåëàéòå!), ÷òî åñëè αk ∈ C1(RP k,Z/2Z)� ñèíãóëÿðíûé 1-êîöèêë, ïðåäñòàâëÿþùèé
xk, à γ : [0, 1] → RP k

� çàìêíóòàÿ êðèâàÿ (è òåì ñàìûì 1-öèêë), òî αk(γ) = 0, åñëè γ ñòÿãèâàåìà, è 1, åñëè
íåñòÿãèâàåìà (íàïîìíèì, ÷òî π1(RP

k) = Z/2Z, òàê ÷òî ñóùåñòâóåò âñåãî äâà êëàññà ãîìîòîïèè çàìêíóòûõ

êðèâûõ).



Ïóñòü òåïåðü f : Sn → Sn−1
� íå÷åòíîå îòîáðàæåíèå, òî åñòü mn−1 ◦ f = f ◦ mn; çäåñü mk : Sk → Sk

äåéñòâóåò ïî �îðìóëå mk(x) = −x. Îáîçíà÷èì pk : Sk → Sk/mk = RP k
ïðîåêöèþ íà �àêòîð, è ïóñòü

F : RPn → RPn−1
� îòîáðàæåíèå, äëÿ êîòîðîãî F ◦ pn = pn−1 ◦ f . Îòîáðàæåíèå pk ÿâëÿåòñÿ íàêðûòèåì;

ïîýòîìó äëÿ êàæäîé çàìêíóòîé êðèâîé γ : [0, 1] → RP k
îïðåäåëåíî åå ïîäíÿòèå Γ : [0, 1] → Sk

.

Ïóñòü γ : [0, 1] → RPn
� íåñòÿãèâàåìàÿ çàìêíóòàÿ êðèâàÿ. Òîãäà Γ(0) = −Γ(1), îòêóäà f(Γ(0)) = −f(Γ(1)

è, ñëåäîâàòåëüíî, êðèâàÿ F ◦ γ òàêæå íåñòÿãèâàåìàÿ. Ñëåäîâàòåëüíî, αn−1(F ◦ γ) = 1, îòêóäà âûòåêàåò, ÷òî
F ∗xn−1 = xn ∈ H1(RPn,Z/2Z). Ïîñêîëüêó F ∗

� ãîìîìîð�èçì àëãåáð, ïîëó÷èì F ∗(xn
n−1) = xn

n. Íî xn
n−1 = 0

(ïîñêîëüêó Hn(RPn−1,Z/2Z) = 0), à xn
n 6= 0 (ýòî îáðàçóþùàÿ Hn(RPn,Z/2Z). �


