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1. ÄÂÓÌÅ�ÍÛÅ ÑÈÌÏËÈÖÈÀËÜÍÛÅ ÊÎÌÏËÅÊÑÛ

Çàäà÷è, îòìå÷åííûå êðóæêîì, ðàçáèðàëèñü íà ñåìèíàðå; åñëè âû â ñåìèíàðå íå ó÷àñòâîâàëè, òî ñ íèõ è

íóæíî íà÷èíàòü. Çàäà÷è áåç êðóæêà � äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî ðåøåíèÿ.

Äâóìåðíûå ñèìïëèöèàëüíûå êîìïëåêñû � äâóìåðíûå àíàëîãè ãðà�îâ. Îáîçíà÷èì T ⊂ R
3
ïðàâèëüíûé

òðåóãîëüíèê (ïëîñêèé, ðàçóìååòñÿ!) ñ âåðøèíàìè (1, 0, 0), (0, 1, 0), (0, 0, 1). Äâóìåðíûé ñèìïëèöèàëüíûé êîì-
ïë�åêñ (êîðîòêî 2-êîìïëåêñ) � òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî, ïîëó÷åííîå èç íàáîðà òðåóãîëüíèêîâ (ãðàíåé)

ñêëåéêîé êàêèõ-òî èõ ñòîðîí ïî à��èííûì ãîìåîìîð�èçìàì ýòèõ ñòîðîí, à òàêæå ñêëåéêîé êàêèõ-òî âåðøèí.

×óòü �îðìàëüíåå, 2-êîìïëåêñ îïðåäåëÿåòñÿ íàáîðîì ìíîæåñòâ Tα, α ∈ A, íàçûâàåìûõ ãðàíÿìè, à��èííûõ ãî-

ìåîìîð�èçìîâ χα : T → Tα, à��èííûõ ãîìåîìîð�èçìîâ ñêëåéêè κ
β,j
α,i , α, β ∈ A, i, j ∈ {1, 2, 3}, äåéñòâóþùèõ èç i-é

ñòîðîíû ãðàíè Tα â j-þ ñòîðîíó ãðàíè Tβ , è ïàð âåðøèí (u, v), u ∈ Tα, v ∈ Tβ (ïðè ýòîì ðàçðåøàåòñÿ α = β). Äëÿ

ãîìåîìîð�èçìîâ ñêëåéêè äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ ðàâåíñòâî κ
γ,k
β,j ◦ κ

β,j
α,i = κ

γ,k
α,i , åñëè ãîìåîìîð�èçìû ñêëåéêè â ëåâîé

÷àñòè ýòîãî ðàâåíñòâà îïðåäåëåíû (èíûìè ñëîâàìè, åñëè òî÷êà a íà ñòîðîíå îäíîãî òðåóãîëüíèêà ïðèêëååíà ê òî÷êå

b íà ñòîðîíå âòîðîãî, à òà � ê òî÷êå c íà ñòîðîíå òðåòüåãî, òî òî÷êà a ïðèêëåèâàåòñÿ èìåííî ê òî÷êå c, à íå ê êàêîé-

íèáóäü èíîé òî÷êå íà òîé æå ñòîðîíå). Òàêæå ïðåäïîëîæèì, ÷òî κ
β,j
α,i = (κα,i

β,j)
−1

(åñëè òî÷êà a ïðèêëååíà ê òî÷êå b, òî

òî÷êà b � ê òî÷êå a). 2-êîìïëåêñ ïîëó÷àåòñÿ èç äèçúþíêòíîãî îáúåäèíåíèÿ òðåóãîëüíèêîâ Tα, α ∈ A, ñêëåéêîé òî÷åê

a è κ
β,j
α,i(a) ïî âñåì α, β, i, j è âñåì òî÷êàì a íà i-é ñòîðîíå òðåóãîëüíèêà Tα, à òàêæå âñåõ ïàð âåðøèí u è v.

Còîðîíû òðåóãîëüíèîâ Tα (îòîæäåñòâëåííûå ñîãëàñíî ñêëåéêàì) íàçûâàþòñÿ ðåáðàìè 2-êîìïëåêñà, à
âåðøèíû (òîæå îòîæäåñòâëåííûå) � âåðøèíàìè 2-êîìïëåêñà.
Êàê è â ñëó÷àå ãðà�îâ, ïóñòü K � êîììóòàòèâíîå àññîöèàòèâíîå êîëüöî ñ åäèíèöåé. 2-êîìïëåêñó ñîïî-

ñòàâëÿþòñÿ òðè ñâîáîäíûõK-ìîäóëÿ � V0, ïîðîæäåííûé ìíîæåñòâîì âåðøèí, V1, ïîðîæäåííûé ìíîæåñòâîì

ðåáåð, è V2, ïîðîæäåííûé ìíîæåñòâîì ãðàíåé � è äâà ãîìîìîð�èçìà ìîäóëåé ∂2 : V2 → V1 è ∂1 : V1 → V0.

Îáúåäèíåíèå sk(U) ðåáåð è âåðøèí 2-êîìïëåêñà U � ãðà� (íàçûâàåìûé îñòîâîì). �îìîìîð�èçì ∂1 :
V1(U) → V0(U) îïðåäåëÿåòñÿ êàê ãîìîìîð�èçì ∂ äëÿ ýòîãî ãðà�à (îïèñàííûé â ëåêöèè 1). Îïðåäåëèì

ãîìîìîð�èçì ∂2. Ïóñòü Tα � ãðàíü 2-êîìïëåêñà. Ñòîðîíû Tα ïðèíàäëåæàò ðåáðàì e1, e2, e3 òîãî æå 2-
êîìïëåêñà, êîòîðûì ñîîòâåòñòâóþò îáðàçóþùèå ìîäóëÿ V1. �îìîìîð�èçì ∂2 çàäàåòñÿ �îðìóëîé ∂2Tα =
ε1e1+ ε2e2+ ε3e3, ãäå ε1, ε2, ε3 = ±1 � çíàêè, çàâèñÿùèå îò âûáðàííîé îðèåíòàöèè ãðàíè Tα è ðåáåð e1, e2, e3.

Çàäà÷à 1

0
. Äàéòå îïðåäåëåíèå çíàêîâ ε1, ε2, ε3 òàê, ÷òîáû âûïîëíÿëîñü ñëåäóþùåå: ïðè ñìåíå îðèåíòàöèè

ðåáðà ìåíÿåòñÿ ñîîòâåòñòâóþùèé çíàê, à ïðè ñìåíå îðèåíòàöèè ãðàíè � âñå òðè çíàêà, è ïðè ýòîì âûïîëíÿåòñÿ

ðàâåíñòâî ∂1 ◦ ∂2 = 0.

Óêàçàíèå. Íàïîìíèì, ÷òî îïåðàòîð ∂1 òàêæå çàâèñèò îò âûáîðà îðèåíòàöèè ðåáåð.

Îáîçíà÷èì Z2

def

= Ker ∂2 = {x ∈ V2 | ∂2x = 0} ⊂ V2 è àíàëîãè÷íî Z1 = Ker ∂1 ⊂ V1 ÿäðà ãîìîìîð�èçìîâ;

òàêæå îáîçíà÷èì B2 = Im ∂2 = {∂2x | x ∈ V2} ⊂ V1 è B1 = Im ∂1 ⊂ V0 èõ îáðàçû. Óòâåðæäåíèå çàäà÷è 1

0

ýêâèâàëåíòíî âêëþ÷åíèþ B2 ⊂ Z1; òåïåðü ãîìîëîãèè 2-êîìïëåêñà îïðåäåëÿþòñÿ êàê �àêòîð-ìîäóëè H0 =
V0/B1, H1 = Z1/B2, è H2 = Z2.

Çàäà÷à 2

0
. Îïèøèòå ïîâåðõíîñòü ïðàâèëüíîãî òåòðàýäðà êàê 2-êîìïëåêñ è âû÷èñëèòå åãî ãîìîëîãèè.

Çàäà÷à 3. a) �àññìîòðèì ñêëåéêó òîðà èç êâàäðàòà, ðàçáèòîãî íà äâà òðåóãîëüíèêà � 2-êîìïëåêñ ñ äâóìÿ
ãðàíÿìè, ãîìåîìîð�íûé äâóìåðíîìó òîðó. Âû÷èñëèòå åãî ãîìîëîãèè. á) Òîò æå âîïðîñ, ãäå âìåñòî òîðà

ïðîåêòèâíàÿ ïëîñêîñòü.

Áàðèöåíòðè÷åñêèì ïîäðàçäåëåíèåì 2-êîìïëåêñà íàçûâàåòñÿ íîâûé 2-êîìïëåêñ, â êîòîðîì êàæäîå ðåáðî

ñòàðîãî ðàçäåëåíî ïîïîëàì (â ñåðåäèíå ðåáðà ñòàâèòñÿ íîâàÿ âåðøèíà âàëåíòíîñòè 2), à êàæäàÿ ãðàíü � íà

6 ãðàíåé, ïîëó÷åííûõ ïðîâåäåíèåì ìåäèàí â òðåóãîëüíèêå (ïðè ýòîì â öåíòðå òðåóãîëüíèêà ñòàâèòñÿ íîâàÿ

âåðøèíà, à îòðåçêè ìåäèàí, ñîåäèíÿþùèå ýòó âåðøèíó ñ âåðøèíàìè è ñåðåäèíàìè ñòîðîí òðåóãîëüíèêà,

ñòàíîâÿòñÿ íîâûìè ðåáðàìè, ê êàæäîìó èç êîòîðûõ ïðèìûêàþò ïî 2 ãðàíè).

Çàäà÷à 4. Äàéòå �îðìàëüíîå îïðåäåëåíèå áàðèöåíòðè÷åñêîãî ïîäðàçäåëåíèÿ è äîêàæèòå, ÷òî îíî íå èçìåíÿåò

ãîìîëîãèè 2-êîìïëåêñà.

Íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå f : U → W îäíîãî 2-êîìïëåêñà â äðóãîé íàçûâàåòñÿ êëåòî÷íûì, åñëè âåðøèíû
ïåðåõîäÿò â âåðøèíû, à ðåáðà � â îáúåäèíåíèå âåðøèí è ðåáåð. Òåì ñàìûì îïðåäåëåíî êëåòî÷íîå îòîáðàæåíèå

sk(f) : sk(U) → sk(W ). �îìîìîð�èçìû ìîäóëåé f♯,i : Vi(U) → Vi(W ) ïðè i = 0, 1 îïðåäåëÿþòñÿ òàê æå, êàê

äëÿ îòîáðàæåíèÿ ãðà�îâ sk(U) → sk(W ).
1



Çàäà÷à 5. Ïóñòü RP 2
� 2-êîìïëåêñ, îïèñàííûé â çàäà÷å 3á, à f : S2 → RP 2

� ñòàíäàðòíîå äâóëèñòíîå

íàêðûòèå. a) Ââåäèòå â S2
òàêóþ ñòðóêòóðó 2-êîìïëåêñà, ÷òîáû f ñòàëî êëåòî÷íûì îòîáðàæåíèåì. á) Âû-

÷èñëèòå ãîìîìîð�èçìû f♯,i ïðè i = 0, 1. â) Ïðèäóìàéòå ãîìîìîð�èçì f♯,2 : V2(S
2,K) → V2(RP

2,K),
óäîâëåòâîðÿþùèé àíàëîãó ïóíêòà 1 òåîðåìû 3 ëåêöèè 1 (êîììóòàòèâíîñòü äèàãðàììû). ã) Âû÷èñëèòå,

àíàëîãè÷íî ëåêöèè 1, ãîìîìîð�èçìû â ãîìîëîãèÿõ f∗,i : Hi(S
2,K) → Hi(RP

2,K) ïðè i = 0, 1, 2.

Îáùåå îïðåäåëåíèå ãîìîìîð�èçìîâ f♯,2 òðåáóåò ïîíÿòèÿ ñòåïåíè îòîáðàæåíèÿ äâóìåðíûõ ñ�åð è áóäåò

äàíî ïîçäíåå (è â á�îëüøåé îáùíîñòè). Òîãäà æå áóäåò äîêàçàíà, ïî àíàëîãèè ñ ëåêöèåé 1, ãîìîòîïè÷åñêàÿ

èíâàðèàíòíîñòü îòîáðàæåíèé f∗ è ñîâïàäåíèå ãîìîëîãèé ó ãîìîòîïè÷åñêè ýêâèâàëåíòíûõ 2-êîìïëåêñîâ.


