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2. ÂÛ×ÈÑËÅÍÈÅ H1

Çàäà÷è, îòìå÷åííûå êðóæêîì, ðàçáèðàëèñü íà ñåìèíàðå; åñëè âû â ñåìèíàðå íå ó÷àñòâîâàëè, òî ñ íèõ è

íóæíî íà÷èíàòü. Çàäà÷è áåç êðóæêà � äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî ðåøåíèÿ.

Çàäà÷à 1

0
. Ïóñòü f : X → Y � ïðîèçâîëüíîå íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå òîïîëîãè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ.

Îïèøèòå ãîìîìîð�èçì f∗ : H0(X,R) → H0(Y,R).

Îáîçíà÷èì p : R → S1
óíèâåðñàëüíîå íàêðûòèå íàä îêðóæíîñòüþ. Ïóñòü u : [0, 1] → S1

� îäíîìåðíûé

ñèíãóëÿðíûé ñèìïëåêñ (ò.å. êðèâàÿ) íà îêðóæíîñòè, à U : [0, 1] → R � ïðîèçâîëüíîå åãî ïîäíÿòèå, ò.å.

îòîáðàæåíèå, äëÿ êîòîðîãî p ◦ U = u. ×èñëî indu
def

= U(1) − U(0) ∈ R íàçîâåì èíäåêñîì ñèìïëåêñà u;
î÷åâèäíî, îíî íå çàâèñèò îò âûáîðà ïîäíÿòèÿ.

Çàäà÷à 2

0
. Ïóñòü x =

∑N

i=1 kiui ∈ C1(S
1,Z) � ñèíãóëÿðíàÿ 1-öåïü â S1

(êîý��èöèåíòû ki ∈ Z). Äîêàæèòå,

÷òî åñëè x ∈ C1(S
1,Z) ÿâëÿåòñÿ öèêëîì (òî åñòü ∂x = 0), òî indx

def

=
∑N

i=1 ki indui ∈ Z.

Çàäà÷à 3. a) Äîêàæèòå, ÷òî åñëè öèêë x ÿâëÿåòñÿ ãðàíèöåé (òî åñòü x = ∂y äëÿ íåêîòîðãî y ∈ C2(S
1,Z)),

òî indx = 0. á) Äîêàæèòå, ÷òî åñëè x � öèêë è indx = 0, òî x ÿâëÿåòñÿ ãðàíèöåé. â

0
) Äîêàæèòå, ÷òî

H1(S
1,Z) = Z.

Çàäà÷à 4. Ïóñòü f : S1 → S1
� îòîáðàæåíèå ñòåïåíè d (òî åñòü f∗ : π1(S

1, a) → π1(S
1, f(a)) � ãîìîìîð�èçì

Z → Z, ïðåäñòàâëÿþùèé ñîáîé óìíîæåíèå íà d). Äîêàæèòå, ÷òî f∗,1 : H1(S
1,Z) → H1(S

1,Z) � òàêæå

óìíîæåíèå íà d.

Çàäà÷à 5. Ïóñòü X � òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî. a) Ïóñòü f : S1 → X � íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå, à

p : [0, 1] → S1
� ñòàíäàðòíàÿ ïàðàìåòðèçàöèÿ (p(t) = e2πit ∈ S1 ⊂ C). Äîêàæèòå, ÷òî ñèíãóëÿðíûé ñèìïëåêñ

σ
def

= f ◦ p : [0, 1] → X ÿâëÿåòñÿ öèêëîì, è ÷òî σ � ãðàíèöà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà f ãîìîòîïíî

îòîáðàæåíèþ â òî÷êó (ñòÿãèâàåìî). á) Äîêàæèòå, ÷òî åñëè �óíäàìåíòàëüíàÿ ãðóïïà π1(X, a) òðèâèàëüíà, òî
H1(X) = 0.

Çàìå÷àíèå. Â äàëüíåéøåì áóäåò äîêàçàíî (íî ïîêà ñëîæíî), ÷òî H1(X,Z) çàâèñèò òîëüêî îò π1(X) è ðàâíà
(äëÿ ëèíåéíî ñâÿçíîãî X)π1(X)/[π1(X), π1(X)], ãäå [π1(X), π1(X)] � êîììóòàíò ãðóïïû, ò.å. íîðìàëüíàÿ

ïîäãðóïïà â π1(X), ïîðîæäåííàÿ âñåìè êîììóòàòîðàìè � ýëåìåíòàìè âèäà [a, b]
def

= aba−1b−1
. Òåì ñàìûì

óòâåðæäåíèå, îáðàòíîå ê çàäà÷å 5á, íåâåðíî � èç H1(X) = 0 ñëåäóåò òîëüêî, ÷òî π1(X) ñîâïàäàåò ñî ñâîèì
êîììóòàíòîì (òàêèå ãðóïïû åñòü � íàïðèìåð, ãðóïïà ÷åòíûõ ïåðåñòàíîâîê n ≥ 5 ýëåìåíòîâ. À âîò ãðóïïà

âñåõ ïåðåñòàíîâîê ñ êîììóòàíòîì íå ñîâïàäàåò, ò.ê. âñÿêèé êîììóòàòîð � ÷åòíàÿ ïåðåñòàíîâêà. Êîììóòàòîð

êîììóòàòèâíîé ãðóïïû òðèâèàëåí, â ýòîì ñëó÷àå H1(X) èçîìîð�íà π1(X).)

Çàäà÷à 6. Ïóñòü X = S1 ∨ S1
� áóêåò äâóõ îêðóæíîñòåé, p1, p2 : X → S1

� îòîáðàæåíèÿ, ïåðåâîäÿùèå

ïåðâóþ (ñîîòâ., âòîðóþ) îêðóæíîñòü áóêåòà â S1
ãîìåîìîð�íî, à âòîðóþ (ñîîòâ., ïåðâóþ) � â òî÷êó. a) Ïóñòü

x ∈ C1(X,Z) � ãðàíèöà. Äîêàæèòå, ÷òî ind(p1)#,1(x) = ind(p2)#,1(x) = 0. á) Äîêàæèòå, ÷òî åñëè x � öèêë,

è ind(p1)#,1(x) = ind(p2)#,1(x) = 0, òî x � ãðàíèöà. â) Âû÷èñëèòå H1(X,Z).

1


