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3. ÀË�ÅÁ�À ÊÎÌÏËÅÊÑÎÂ

Ýòè çàäà÷è ñëåäóåò ðåøàòü, åñëè èíòåðåñíî è ïîíÿòíà �îðìóëèðîâêà. Ïðè ýòîì íà çàäà÷ó 1 ìû â êàêîé-òî

ìîìåíò áóäåì ññûëàòüñÿ â ëåêöèÿõ.

Çàäà÷à 1 (5-ëåììà). Äàíà êîììóòàòèâíàÿ äèàãðàììà R-ìîäóëåé

A
f
−→ B

g
−→ C

h
−→ D

i
−→ E

p↓ q↓ r↓ s↓ t↓

A′ f ′

−→ B′ g′

−→ C′ h′

−→ D′ i′

−→ E′

Â ýòîé äèàãðàììå ñòðîêè � òî÷íûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, q è s � èçîìîð�èçìû, p � ýïèìîð�èçì, t �

ìîíîìîð�èçì. Äîêàæèòå, ÷òî r � èçîìîð�èçì.

Çàäà÷à 2 (�îðìóëà óíèâåðñàëüíûõ êîý��èöèåíòîâ�1). Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü R-ìîäóëåé A
p
−→ B

q
−→ C → 0

òî÷íà, à G � R-ìîäóëü. a) Äîêàæèòå, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü A ⊗R G
p⊗id
−→ B ⊗R G

q⊗id
−→ C ⊗R G → 0 �

êîìïëåêñ. á) Îáÿçàòåëüíî ëè ýòà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü òî÷íà (ò.å. ãîìîëîãèè êîìïëåêñà íóëåâûå)? À åñëè

R = Z (ò.å. ìîäóëè ýòî àáåëåâû ãðóïïû)?

Çàäà÷à 3 (�îðìóëà óíèâåðñàëüíûõ êîý��èöèåíòîâ�2). Ïóñòü . . .
∂i+1

−→ Ci
∂i

−→ Ci−1

∂i−1

−→ . . .
∂1
−→ C0 −→ 0 �

êîìïëåêñ àáåëåâûõ ãðóïï, â êîòîðîì Ci = Z
ki
äëÿ âñåõ i, à . . .

∂i+1

−→ C̃i
∂i

−→ C̃i−1

∂i−1

−→ . . .
∂1
−→ C̃0 −→ 0 êîìïëåêñ

âåêòîðíûõ ïðîñòðàíñòâ, â êîòîðîì C̃i = R
ki
äëÿ âñåõ i, à äè��åðåíöèàëû òå æå ñàìûå (çàäàþòñÿ òåìè æå

ìàòðèöàìè â ñòàíäàðòíûõ áàçèñàõ). Äîêàæèòå, ÷òî åñëè Hi(C) = Z
βi⊕Gi, ãäå Gi � êîíå÷íàÿ àáåëåâà ãðóïïà

(êðó÷åíèå), òî Hi(C̃) = R
βi
.

Çàäà÷à 4 (äâîéñòâåííîñòü). Ïóñòü . . .
∂i+1

−→ Ci
∂i

−→ Ci−1

∂i−1

−→ . . .
∂1
−→ C0 −→ 0 � öåïíîé êîìïëåêñ ñâîáîäíûõ

àáåëåâûõ ãðóïï. �àññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü . . .
∂∗

i+1

←− C∗
i

∂∗

i

←− C∗
i−1

∂∗

i−1

←− . . .
∂∗

1
←− C∗

0 ←− 0, â êîòîðîì

C∗
i = Hom(Ci,Z). a) Äîêàæèòå, ÷òî ýòà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ÿâëÿåòñÿ êîöåïíûì êîìïëåêñîì. á) Äîêàæèòå,

÷òî åñëè Hi(C) = Z
βi ⊕ Gi, ãäå Gi � êîíå÷íàÿ àáåëåâà ãðóïïà, òî Hi(C∗) = Z

βi ⊕ G′
i, ãäå ãðóïïà G′

i òàêæå

êîíå÷íà. Ïðèâåäèòå ïðèìåð, êîãäà ãðóïïû Gi è G′
i íå ñîâïàäàþò.
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