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4. ÒÅÎ�ÅÌÀ ÁÎÊØÒÅÉÍÀ

�àññìîòðèì òî÷íóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü 0 → A
p

−→ B
q

−→ C → 0, ãäå A,B,C � êîìïëåêñû R-ìîäóëåé, à
p, q � ìîð�èçìû êîìïëåêñîâ. Íàïîìíèì êîíñòðóêöèþ îòîáðàæåíèé δn : Hn(C) → Hn−1(A) (îáîçíà÷åíèÿ êàê
â ëåêöèè 4; òàì æå åñòü ðåøåíèå çàäà÷è 1

0
� ïîñìîòðèòå, åñëè íå ñëóøàëè ëåêöèþ): ïóñòü x ∈ Zn(C) = Ker ∂C

n

� ïðåäñòàâèòåëü êëàññà ãîìîëîãèé h ∈ Hn(C) = Zn(C)/Bn(C). Â ñèëó ðàâåíñòâà Im qn = Cn ñóùåñòâóåò

ýëåìåíò y ∈ Bn òàêîé, ÷òî qn(y) = x. Â ñèëó êîììóòàòèâíîñòè äèàãðàììû qn−1(∂
B
n y) = ∂C

n (qn(y)) = ∂C
n (x) = 0,

òî åñòü ∂B
n (y) ∈ Ker qn−1 = Im pn−1 (â ñèëó òî÷íîñòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè). Òåì ñàìûì ñóùåñòâóåò ýëåìåíò

z ∈ An−1 òàêîé, ÷òî pn−1(z) = ∂B
n (y).

Çàäà÷à 1

0
. Äîêàæèòå, ÷òî ∂A

n−1
z = 0, òî åñòü z ∈ Zn−1(A).

Òîãäà ïîëîæèì ïî îïðåäåëåíèþ δn(h) ∈ Hn−1(A) = Zn−1(A)/Bn−1(A) � êëàññ, ñîäåðæàùèé ýëåìåíò z.

Çàäà÷à 2. Äîêàæèòå, ÷òî êëàññ δn(h) îïðåäåëåí êîððåêòíî, ò.å. íå çàâèñèò îò âûáîðà ïðîîáðàçîâ (y è

z), èñïîëüçîâàííûõ â åãî êîíñòðóêöèè, è ÷òî ïîñòðîåííîå îòîáðàæåíèå δn : Hn(C) → Hn−1(A) ÿâëÿåòñÿ
ãîìîìîð�èçìîì ìîäóëåé.

Ìîð�èçìû êîìïëåêñîâ p è q ïîðîæäàþò äëÿ âñåõ n ≥ 0 ãîìîìîð�èçìû â ãîìîëîãèÿõ p∗,n : Hn(A) → Hn(B)
è q∗,n : Hn(B) → Hn(C). Òåì ñàìûì ïîëó÷àåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü R-ìîäóëåé è ãîìîìîð�èçìîâ

. . .
δn+1

−→ Hn(A)
p∗,n

−→ Hn(B)
q∗,n
−→ Hn(C)

δn−→ Hn−1(A)
p∗,n−1

−→ . . .

Çàäà÷à 3 (òåîðåìà Áîêøòåéíà). a) Äîêàæèòå, ÷òî ýòà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü � êîìïëåêñ (q∗,n ◦ p∗,n = 0,
δn ◦ q∗,n = 0, p∗,n−1 ◦ δn = 0). á) Äîêàæèòå, ÷òî ýòîò êîìïëåêñ � òî÷íàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (ãîìîëîãèè âî

âñåõ ìåñòàõ ðàâíû íóëþ).

Çàäà÷à 4. Ïóñòü Γ � êîíå÷íûé ãðà�, e � åãî ðåáðî, è Γ\e � ãðà�, ïîëó÷åííûé èç Γ óäàëåíèåì ðåáðà e (âñå
âåðøèíû îñòàþòñÿ íà ìåñòå), ι : Γ \ e → Γ � òàâòîëîãè÷åñêîå âëîæåíèå. a) Ïðèäóìàéòå êîìïëåêñ R-ìîäóëåé

E è ìîð�èçì α : V (Γ, R) → E òàêîé, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü êîìïëåêñîâ è ìîð�èçìîâ 0 → V (Γ \ e,R)
ι∗−→

V (Γ, R)
α

−→ E → 0 � òî÷íàÿ. á) Âûïèøèòå ïðè R = Z ñîîòâåòñòâóþùóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Áîêøòåéíà è

äîêàæèòå, ÷òî ãîìîìîð�èçì α∗,1 : H1(V (Γ,Z)) → H1(E) ëèáî íóëåâîé, ëèáî ÿâëÿåòñÿ ýïèìîð�èçìîì Z
ℓ →

Z. Âû÷èñëèòå â îáîèõ ñëó÷àÿõ âñå ãðóïïû (Z-ìîäóëè) è ãîìîìîð�èçìû â ïîñëåäîâàòåëüíîñòè Áîêøòåéíà.

â) Êàêîìó ãåîìåòðè÷åñêîìó óñëîâèþ íà ðåáðî e ñîîòâåòñòâóåò α∗,1 = 0?
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