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6. �ÎÌÎÌÎ�ÔÈÇÌ F∗

Çàäà÷à 1. a) Ïóñòü f : S2 → T2
� íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå. Äîêàæèòå, ÷òî f∗ : K = H2(S

2,K) →
H2(T

2,K) = K � íóëåâîå îòîáðàæåíèå. á) Äîêàæèòå, ÷òî ñóùåñòâóåò îòîáðàæåíèå g : T2 → S2
, äëÿ êîòîðîãî

g∗ : Z = H2(S
2,Z) → H2(T

2,Z) = Z � èçîìîð�èçì. â) Òîò æå âîïðîñ, íî ãîìîìîð�èçì � óìíîæåíèå íà

ïðîèçâîëüíîå ÷èñëî d ∈ Z.

Çàäà÷à 2. a) Ïóñòü A � ìàòðèöà 2× 2 ñ öåëûìè ìàòðè÷íûìè ýëåìåíòàìè. Ïðèâåäèòå ïðèìåð îòîáðàæåíèÿ

f : T2 → T2
, äëÿ êîòîðîãî ìàòðèöà îòîáðàæåíèÿ f∗ : Z2 = H1(T

2,Z) → H1(T
2,Z) = Z2

ðàâíà A. á) Äîêàæèòå,
÷òî äëÿ ëþáîãî òàêîãî îòîáðàæåíèÿ ãîìîìîð�èçì f∗ : Z = H2(T

2,Z) → H2(T
2,Z) = Z ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé

óìíîæåíèå íà detA.

Çàìå÷àíèå. Ïðåæäå ÷åì äîêàçûâàòü óòâåðæäåíèå ïóíêòà 2á, óòî÷íèòå åãî: ÷òî òàì ñî çíàêîì?

Çàäà÷à 3. Ïóñòü îòîáðàæåíèå f : Xg → Xh òàêîâî, ÷òî ãîìîìîð�èçì f∗ : Z = H2(Xg) → H2(Xh) = Z

íåíóëåâîé. Äîêàæèòå, ÷òî f(Xg) = Xh.

Çàäà÷à 4. Ïóñòü γ1, γ2 : S1 → R
3
� óçëû, òî åñòü íåïðåðûâíûå âëîæåíèÿ (ðàçëè÷íûå òî÷êè ïåðåõîäÿò â

ðàçëè÷íûå), îáðàçû êîòîðûõ íå ïåðåñåêàþòñÿ. Îòîáðàæåíèå Fγ1,γ2
: T2 = S1×S1 → S2

äåéñòâóåò ïî �îðìóëå

Fγ1,γ2
(u, v) = γ1(u)−γ2(v)

|γ1(u)−γ2(v)|
. Âû÷èñëèòå ãîìîìîð�èçì (Fγ1,γ2

)∗ : H2(T
2) → H2(S

2), åñëè a) γ1 � îêðóæíîñòü â

ïëîñêîñòè xy ðàäèóñà 1 ñ öåíòðîì â íà÷àëå êîîðäèíàò, γ2 � îêðóæíîñòü ðàäèóñà 1 â ïëîñêîñòè yz ñ öåíòðîì
â òî÷êå (0, 3, 0). á) γ1 � êàê â ïóíêòå 4a, à γ2 � îêðóæíîñòü ðàäèóñà 1 â ïëîñêîñòè yz ñ öåíòðîì â òî÷êå

(0, 1, 0).

Çàäà÷à 5 (àëãåáðàè÷åñêàÿ ëåììà). Ïóñòü A : Cn → Cn
� ëèíåéíîå (íàä ïîëåì C) îòîáðàæåíèå, à AR :

R2n → R2n
� òî æå ñàìîå îòîáðàæåíèå, íî ðàññìàòðèâàåìîå êàê ëèíåéíîå íàä R. R-ëèíåéíûé èçîìîð�èçì

Cn → R2n
ïåðåâîäèò ek ∈ Cn

(k-ûé âåêòîð ñòàíäàðòíîãî áàçèñà) â e2k−1 ∈ R2n
, à iek � â e2k). Äîêàæèòå, ÷òî

detAR = |detA|2.

Êàê èçâåñòíî (ïî÷åìó?), êîìïëåêñíàÿ ïðîåêòèâíàÿ ïðÿìàÿ CP 1 = (C2 \ {(0, 0)})/(∀λ ∈ C \ {0} (z, w) ∼
(λz, λw)) ãîìåîìîð�íà S2

è ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà â âèäå C ∪ {∞}.

Çàäà÷à 6. Ïóñòü P (z) = zd+pd−1z
d−1+ · · ·+p0 � ìíîãî÷ëåí ñ êîìïëåêñíûìè êîý��èöèåíòàìè; ðàññìîòðèì

åãî êàê îòîáðàæåíèå CP 1 → CP 1
, ãäå CP 1 = C∪{∞}, ïåðåâîäÿùåå ∞ â ñåáÿ. a) Äîêàæèòå, ÷òî îòîáðàæåíèå

P ãëàäêîå è êàæäàÿ íåêðèòè÷åñêàÿ òî÷êà åãî � ïîëîæèòåëüíàÿ. á) Äîêàæèòå, ÷òî ñòåïåíü ýòîãî îòîáðàæåíèÿ

ðàâíà d. Âûâåäèòå èç ýòîãî óòâåðæäåíèÿ îñíîâíóþ òåîðåìó àëãåáðû: ìíîãî÷ëåí P îáÿçàòåëüíî èìååò êîðåíü.

â) ×òî òàêîå ñ òîïîëîãè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ êðàòíîñòü êîðíÿ a ìíîãî÷ëåíà P? Äîêàæèòå, ÷òî ñóììà êðàòíîñòåé
êîðíåé ìíîãî÷ëåíà P ðàâíà d. ã) Ïóñòü P � à ðàöèîíàëüíàÿ �óíêöèÿ. Ïðîäîëæèòå åå äî íåïðåðûâíîãî

îòîáðàæåíèÿ CP 1 → CP 1
; ÷åìó ðàâíà åãî ñòåïåíü?
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