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7. ÊËÅÒÎ×ÍÛÅ ÊÎÌÏËÅÊÑÛ

Òåîðåòè÷åñêèå çàäà÷è

Çàäà÷à 1. Ïóñòü X,Y � êëåòî÷íûå ïðîñòðàíñòâà, f : X → Y � êëåòî÷íîå îòîáðàæåíèå. a) Îïðåäåëèòå

ãîìîìîð�èçì f#,n : Wn(X) → Wn(Y ) ìîäóëåé êëåòî÷íûõ öåïåé è äîêàæèòå, ÷òî íàáîð ãîìîìîð�èçìîâ

f#,n êîììóòèðóåò ñ êëåòî÷íûìè äè��åðåíöèàëàìè, òî åñòü ÿâëÿåòñÿ ìîð�èçìîì êëåòî÷íûõ êîìïëåêñîâ.

á) Äîêàæèòå, ÷òî ñîîòâåòñòâóþùåå îòîáðàæåíèå f∗ : HW (X) → HW (Y ) êëåòî÷íûõ ãîìîëîãèé ïåðåõîäèò

ïðè èçîìîð�èçìàõ HW (X) ∼= H(X) è HW (Y ) ∼= H(Y ) â îáû÷íûé ãîìîìîð�èçì ñèíãóëÿðíûõ ãîìîëîãèé

f∗ : H(X) → H(Y ).

Çàäà÷à 2. a) Ïóñòü X,Y � êëåòî÷íûå ïðîñòðàíñòâà ñ êîíå÷íûì ÷èñëîì êëåòîê. Ïîñòðîéòå êëåòî÷íîå

ðàçáèåíèå ïðîñòðàíñòâà X × Y , â êîòîðîì êëåòêè � ïîïàðíûå ïðîèçâåäåíèÿ êëåòîê ïðîñòðàíñòâ X è Y ,
è äîêàæèòå, ÷òî äëÿ òàêîãî ðàçáèåíèÿ W (X × Y,R) = W (X,R) ⊗R W (Y,R). á*) Äîêàæèòå àíàëîãè ýòèõ

óòâåðæäåíèé â ñëó÷àå, êîãäà ïðîñòðàíñòâàX è Y ëîêàëüíî êîíå÷íûå. â*) Ïðèâåäèòå ïðèìåð, ïîêàçûâàþùèé,

÷òî áåç ëîêàëüíîé êîíå÷íîñòè â çàäà÷å 2á îáîéòèñü íåëüçÿ.

Çàäà÷à 3 (�îðìóëà Êþííåòà). Ïóñòü X = · · · → Xn
∂X

n−→ Xn−1

∂X

n−1

−→ . . .
∂X

1−→ X0 → 0 è Y = · · · → Yn
∂Y

n−→

Yn−1

∂Y

n−1

−→ . . .
∂Y

1−→ Y0 → 0 � îãðàíè÷åííûå ñïðàâà êîìïëåêñû ñâîáîäíûõ ìîäóëåé íàä êîëüöîì R, è X ⊗R

Y
def

= Z = · · · → Zn
∂Z

n−→ Zn−1

∂Z

n−1

−→ . . . � èõ òåíçîðíîå ïðîèçâåäåíèå; çäåñü Zn =
⊕n

k=0 Xk ⊗ Yn−k, à ∂Z
n =⊕n

k=0 ∂
X
k ⊗ ∂Y

n−k. a) Äîêàæèòå, ÷òî åñëè R � ïîëå, òî H(X ⊗ Y,R) = H(X,R)⊗H(Y,R) (ò.å. Hn(X ⊗ Y,R) =
∑n

k=0 Hk(X,R)⊗Hn−k(Y,R)). á) Äîêàæèòå, ÷òî H(X⊗Y,Z) = H(X,Z)⊗H(Y,Z)⊕G äëÿ íåêîòîðîãî Z-ìîäóëÿ

(ò.å. àáåëåâîé ãðóïïû) G, êîòîðûé çàâèñèò òîëüêî îò H(X,Z) è H(Y,Z) (à íå îò ñàìèõ êîìïëåêñîâ X è Y ).
Ïðèâåäèòå ïðèìåð, êîãäà ìîäóëü G íåòðèâèàëåí.

Ïðèìåðû âû÷èñëåíèé

Â ñëåäóþùåé çàäà÷å íóæíî ïîñòðîèòü êëåòî÷íîå ðàçáèåíèå ïðîñòðàíñòâà X , âû÷èñëèòü êîý��èöèåíòû

èíöèäåíòíîñòè êëåòîê è ãîìîëîãèè ñ êîý��èöèåíòàìè â ïðîèçâîëüíîì êîëüöå R èëè, ïî êðàéíåé ìåðå, ê

êîý��èöèåíòàìè â Z, R è Z/2Z. Åñëè äàíû äâà ïðîñòðàíñòâà X è Y è îòîáðàæåíèå f : X → Y , òî íóæíî

åùå âû÷èñëèòü ãîìîìîð�èçì f∗ : Hk(X) → Hk(Y ) ïðè âñåõ k.

Çàäà÷à 4. a) X � ñ�åðà ñ g ðó÷êàìè (g ≥ 0 çäåñü è äàëåå); á) X � áóòûëêà Êëåéíà ñ g ðó÷êàìè; â) X
� ïðîåêòèâíàÿ ïëîñêîñòü ñ g ðó÷êàìè; ã) X � ñ�åðà ñ g ðó÷êàìè è n äûðêàìè; Y � ñ�åðà ñ g ðó÷êàìè,

f : X → Y � âëîæåíèå. ä) X = Sn
, Y = RPn

, f : X → Y � ñòàíäàðòíîå äâóëèñòíîå íàêðûòèå. å) X =

S2n+1 = {(z0, . . . , zn) ∈ Cn | |z0|
2
+ · · · + |zn|

2
= 1}, Y = CPn

, f : S2n+1 → CPn
� îáîáùåííîå ðàññëîåíèå

Õîï�à (f(z0, . . . , zn) = [z0 : · · · : zn]). æ) X = S2n+1
êàê â ïóíêòå 4å; íà X äåéñòâóåò ãðóïïà Z/kZ = {ζm

def

=
e2πim/k | m = 0, . . . , k−1} ïðåîáðàçîâàíèÿìè ζm(z0, . . . , zn) = (ζmz0, . . . , ζ

mzn); Y � ïðîñòðàíñòâî îðáèò ýòîãî

äåéñòâèÿ, f : X → Y � îòîáðàæåíèå, ïåðåâîäÿùåå ïðîèçâîëüíóþ òî÷êó â åå îðáèòó. ç) X = S∞
� ìíîæåñòâî

áåñêîíå÷íûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé (z0, . . . , zn, . . . ), zk ∈ C, ÷ëåíû êîòîðûõ ðàâíû íóëþ, íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî

íîìåðà (ñâîåãî äëÿ êàæäîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè), è

∑
∞

k=1 |zk|
2
= 1. Y = CP∞

(äàéòå îïðåäåëåíèå!), f :
S∞ → CP∞

� àíàëîã ðàññëîåíèÿ Õîï�à. è) X = CP 1 × CP 1
, Y = CP 2

, f : X → Y çàäàíî �îðìóëàìè

f([x1 : y1], [x2 : y2]) = [x1x2 : x1y2 + x2y1 : y1y2]. é) X = Y = RP 2 × RP 2
, f : X → Y � ïåðåñòàíîâêà

ñîìíîæèòåëåé: f(a, b) = (b, a).
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