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8. ÌÍÎ�ÎÎÁ�ÀÇÈß È Î�ÈÅÍÒÀÖÈß

Çàäà÷à 1 (ïåðâûé êëàññ Øòè�åëÿ�Óèòíè). �îâîðÿò, ÷òî çàìêíóòàÿ êðèâàÿ γ : [0, 1] → M , γ(0) = γ(1),

íà ìíîãîîáðàçèè M ñîõðàíÿåò îðèåíòàöèþ, åñëè åå ïîäíÿòèå â îðèåíòèðóþùåå íàêðûòèå Γ : [0, 1] → M̃
çàìêíóòî; êðèâàÿ ìåíÿåò îðèåíòàöèþ, åñëè ïîäíÿòèå íåçàìêíóòî. Âñÿêàÿ êðèâàÿ γ îïðåäåëÿåò îòîáðàæåíèå

γ∗ : Z = H1(H1([0, 1], {0, 1}) → H1(M,γ(0)) = H1(M). Òåì ñàìûì îïðåäåëåí êëàññ ãîìîëîãèé [γ]
def

= γ∗(1) ∈
H1(M), ãäå 1 ∈ H1([0, 1], {0, 1}) = Z � îáðàçóþùàÿ (óòî÷íèòå, êàêàÿ èìåííî!). Äîêàæèòå, ÷òî ñóùåñòâóåò

ãîìîìîð�èçì àáåëåâûõ ãðóïï w1 : H1(M,Z) → Z/2Z òàêîé, ÷òî Kerw1 ñîäåðæèò êëàññû [γ] äëÿ âñåõ êðèâûõ
γ, ñîõðàíÿþùèõ îðèåíòàöèþ, è íå ñîäåðæèò [γ] íè äëÿ îäíîé êðèâîé, ìåíÿþùåé îðèåíòàöèþ.

Çàìå÷àíèå . Íà ñàìîì äåëå Kerw1 â òî÷íîñòè ñîñòîèò èç êëàññîâ [γ] äëÿ âñåõ êðèâûõ γ, ñîõðàíÿþùèõ
îðèåíòàöèþ. Íî ÷òîáû ýòî óòâåðæäàòü, íóæíî äîêàçàòü, ÷òî äëÿ âñÿêîãî êëàññà x ∈ H1(M,Z) ñóùåñòâóåò
êðèâàÿ γ òàêàÿ, ÷òî x = [γ]. Ïîïðîáóéòå ýòî ñäåëàòü.

Çàäà÷à 2. a) Ïóñòü M = [−1, 1] × (−1, 1)/((1, x) ∼ (−1,−x)∀x ∈ (−1, 1)) � ëåíòà Ìåáèóñà áåç êðàÿ.

Ïîñòðîéòå íàM àòëà, îäíîé èç êàðò êîòîðîãî áóäåò U = (−1, 1)×(−1, 1), V = U , êîîðäèíàòíîå îòîáðàæåíèå
z = idU . Äîêàæèòå, ÷òî íèêàêîé àòëàñ, ýêâèâàëåíòíûé ïîñòðîåííîìó, íå îðèåíòèðóåì. á) Òà æå çàäà÷à ïðî

RP 2 = [−1, 1]2/((x, 1) ∼ (−x,−1), (1, y) ∼ (−1,−y)∀x, y ∈ [−1, 1]), U = (−1, 1) × (−1, 1) = V , êîîðäèíàòíîå
îòîáðàæåíèå z = idU . Äîêàæèòå, ÷òî ïðîåêòèâíàÿ ïðÿìàÿ â RP 2

� êðèâàÿ, ìåíÿþùàÿ îðèåíòàöèþ. â) Òà æå

çàäà÷à ïðî RP 2n = [−1, 1]2n/(v ∼ −v∀v ∈ ∂[−1, 1]2n), U = V = (−1, 1)2n.

Çàäà÷à 3. Äîêàæèòå, ÷òî òîòàëüíîå ïðîñòðàíñòâî îðèåíòèðóþùåãî íàêðûòèÿ ïðîèçâîëüíîãî ìíîãîîáðàçèÿ

M � îðèåíòèðîâàííîå ìíîãîîáðàçèå.

Çàäà÷à 4. Äîêàæèòå, ÷òî âñÿêîå îäíîìåðíîå ìíîãîîáðàçèå � êîíå÷íîå èëè ñ÷åòíîå îáúåäèíåíèå ïðÿìûõ

è/èëè îêðóæíîñòåé.

Ïóñòü M1,M2 � êîìïàêòíûå îðèåíòèðóåìûå ìíîãîîáðàçèÿ îäèíàêîâîé ðàçìåðíîñòè n, f : M1 → M2 �

ãëàäêîå îòîáðàæåíèå. Òî÷êà a ∈ M1 íàçûâàåòñÿ êðèòè÷åñêîé, åñëè det f ′

xy(a) = 0, ãäå x, y � êàêèå-òî ñèñòåìû

êîîðäèíàò íà M1 è M2 â îêðåñòíîñòÿõ òî÷åê a è f(a) ñîîòâåòñòâåííî. Òî÷êà c ∈ M2 íàçûâàåòñÿ êðèòè÷åñêèì

çíà÷åíèåì, åñëè ïðîîáðàç f−1(c) ⊂ M1 ñîäåðæèò êðèòè÷åñêóþ òî÷êó; â ïðîòèâíîì ñëó÷àå c � ðåãóëÿðíîå

çíà÷åíèå (â òîì ÷èñëå åñëè f−1 = ∅).

Çàäà÷à 5

0
(òåîðåìà îá îáðàòíîé �óíêöèè äëÿ ìíîãîîáðàçèé). a) Äîêàæèòå, ÷òî ïîíÿòèå êðèòè÷åñêîé òî÷êè

îòîáðàæåíèÿ f íå çàâèñèò îò âûáîðà ñèñòåì êîîðäèíàò íà M1,M2 â îêðåñòíîñòÿõ òî÷åê a è f(a). á) Ïóñòü
òî÷êà a ∈ M1 íåêðèòè÷åñêàÿ. Äîêàæèòå, ÷òî ñóùåñòâóåò îêðåñòíîñòü U òî÷êè a òàêàÿ, ÷òî îòîáðàæåíèå

f |U : U → f(U) ⊂ M2. � äè��åîìîð�èçì. â) Äîêàæèòå, ÷òî ïðîîáðàç ðåãóëÿðíîãî çíà÷åíèÿ îòîáðàæåíèÿ f
êîíå÷åí.

Çàäà÷à 6. a

0
) Äîêàæèòå, ÷òî îòîáðàæåíèå Hn(M1) → Hn(M1,M1 \ {a}) â òî÷íîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïàðû

(M1,M1 \ {a}) òîæäåñòâåííîå. á) Ïóñòü U ⊂ M1 � îêðåñòíîñòü òî÷êè a, ãîìåîìîð�íàÿ R
n
. Èñïîëüçóÿ

ëåììó î âûðåçàíèè, äîêàæèòå, ÷òî ãîìîìîð�èçì Z = Hn(M1) → Hn−1((M1 \ {a}) ∩ U) = Hn−1(S
n−1) = Z â

ïîñëåäîâàòåëüíîñòè Ìàéåðà�Âèåòîðèñà ïàðû (M1 \ {a}, U) � òîæäåñòâåííûé.

Çàäà÷à 7. Ïóñòü c ∈ M2 � íåêðèòè÷åñêîå çíà÷íèå, f−1 = {a1, . . . , aN} ⊂ M1. Ïóñòü òàêæå U ⊂ M2 �

îêðåñòíîñòü òî÷êè c, ãîìåîìîð�íàÿ R
n
, à Vi ⊂ M1 � îêðåñòíîñòü òî÷êè ai, òàêàÿ, ÷òî f : Vi → U �

äè��åîìîð�èçì (äëÿ âñåõ i = 1, . . . , N). a) Äîêàæèòå, ÷òî ãîìîìîð�èçì Z = Hn(M1) → Hn−1(V1 \ {a1}) ⊕
· · ·⊕Hn−1(VN \{aN}) = Z

N
â ïîñëåäîâàòåëüíîñòè Ìàéåðà�Âèåòîðèñà ïàðû (M1\f

−1(c), V1∪· · ·∪VN ) çàäàåòñÿ
ìàòðèöåé 1 × N âèäà (1, . . . , 1). Èçîìîð�èçìû ñ Z è Z

N
çäåñü ñîãëàñîâàíû ñ îðèåíòàöèåé M1. á) Âûâåäèòå

îòñþäà, ÷òî ñòåïåíü îòîáðàæåíèÿ f ðàâíà ñóììå sgn(a1) + · · · + sgn(aN ), ãäå ñòåïåíü è çíàêè ïðîîáðàçîâ

ñîãëàñîâàíû ñ îðèåíòàöèåé M1 è M2 (óòî÷íèòå!).

Ïóñòü f : R → R
2
� ãëàäêàÿ äëèííàÿ êðèâàÿ, ò.å. ãëàäêîå îòîáðàæåíèå, òàêîå ÷òî f ′(t) 6= 0 äëÿ âñåõ

t ∈ R è f(t) ≡ (t, 0) ïðè |t| ≥ 1. Òî÷êà a ∈ R
2
íàçûâàåòñÿ òî÷êîé ñàìîïåðåñå÷åíèÿ f , åñëè |f−1(a)| ≥ 2;

ïðîñòîé òî÷êîé ñàìîïåðåñå÷åíèÿ, åñëè |f−1| = 2, ò.å. f−1(a) = {t1, t2}, ãäå t1 < t2. Ñ÷èòàåì, ÷òî çíàê ïðîñòîé
òî÷êè ñàìîïåðåñå÷åíèÿ ðàâåí +1, åñëè âåêòîðû f ′(t1) è f ′(t2) îáðàçóþò ïðàâîîðèåíòèðîâàííûé áàçèñ, è −1,
åñëè ëåâîîðèåíòèðîâàííûé. Åñëè âåêòîðû ïàðàëëåëüíû (íå îáðàçóþò áàçèñà, ëèíåéíî çàâèñèìû), òî òî÷êà

ïåðåñå÷åíèÿ íàçûâàåòñÿ íåòðàíñâåðñàëüíîé è åå çíàê íå îïðåäåëåí.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî âñå òî÷êè ñàìîïåðåñå÷åíèÿ äëèííîé êðèâîé f ïðîñòûå è òðàíñâåðñàëüíûå, è òî÷êè âèäà
(t, 0), |t| ≥ 1, íå ÿâëÿþòñÿ òî÷êàìè ñàìîïåðåñå÷åíèÿ. Òîãäà îòîáðàæåíèå f ′ : [−1, 1] → R

2 \ {0} � çàìêíóòàÿ

1



êðèâàÿ ñ íà÷àëîì è êîíöîì â òî÷êå b
def

= f ′(1) = (1, 0); åå êëàññ ãîìîòîïèè â π1(R
2 \ {0}, b) = Z íàçûâàåòñÿ

èíäåêñîì êðèâîé f è îáîçíà÷àåòñÿ ind(f).

Çàäà÷à 8

0
(�îðìóëà Óèòíè äëÿ äëèííûõ êðèâûõ). a) Äîêàæèòå, ÷òî êðèâàÿ f èìååò êîíå÷íîå ÷èñëî òî÷åê

ñàìîïåðåñå÷åíèÿ. á) Äîêàæèòå �îðìóëó Óèòíè: ñóììà çíàêîâ òî÷åê ñàìîïåðåñå÷åíèÿ êðèâîé f ðàâíà èíäåêñó
êðèâîé.

Óêàçàíèå (ê îáîèì ïóíêòàì). �àññìîòðèòå îòîáðàæåíèå F : R2 → R
2
, çàäàííîå �îðìóëîé F (t, s) = f(t) −

f(s).

�ëàäêîé çàìêíóòîé ïëîñêîé êðèâîé ñ íà÷àëüíîé òî÷êîé a íàçûâàåòñÿ ãëàäêîå îòîáðàæåíèå f : [0, 1] → R
2

òàêîå, ÷òî f(0) = f(1) = a, f ′(0) = f ′(1) è f ′(t) 6= 0 äëÿ âñåõ t ∈ [0, 1]. Èíäåêñ êðèâîé ind(f) ∈ Z îïðåäåëÿåòñÿ

òàê æå, êàê äëÿ äëèííîé êðèâîé âûøå. Ïîìèìî ýòîãî, äëÿ êàæäîé òî÷êè b /∈ f([0, 1]) îïðåäåëèì åå èíäåêñ

indf (b) îòíîñèòåëüíî êðèâîé êàê êëàññ ãîìîòîïèè çàìêíóòîé êðèâîé fb(t) : [0, 1] → R
2 \ {(0, 0)}, çàäàííîé

ðàâåíñòâîì fb(t) = f(t)−b, â ãðóïïå π1(R
2\{(0, 0)}, a−b) = Z. Èíäåêñ òî÷êè b ïîñòîÿíåí, ïîêà òî÷êà äâèæåòñÿ,

íå ïðîõîäÿ ÷åðåç êðèâóþ, è ìåíÿåòñÿ íà 1, åñëè òî÷êà â ñâîåì äâèæåíèè òðàíñâåðñàëüíî ïåðåñåêàåò ãëàäêèé

ó÷àñòîê êðèâîé (ò.å. ïðîõîäèò ÷åðåç òî÷êó êðèâîé, íå ÿâëÿþùóþñÿ òî÷êîé ñàìîïåðåñå÷åíèÿ).

Ïóñòü f � ãëàäêàÿ êðèâàÿ, âñå òî÷êè ñàìîïåðåñå÷åíèÿ êîòîðîé ïðîñòûå è òðàíñâåðñàëüíûå; èõ çíàêè

îïðåäåëÿþòñÿ òàê æå, êàê äëÿ äëèííûõ êðèâûõ. Ïðåäïîëîæèì òàêæå, ÷òî a òî÷êîé ñàìîïåðåñå÷åíèÿ íå

ÿâëÿåòñÿ; îáîçíà÷èì a+ è a− òî÷êè ïëîñêîñòè, áëèçêèå ê a è ëåæàùèå ïî îáå ñòîðîíû îò êðèâîé.

Çàäà÷à 8 (ïðîäîëæåíèå: �îðìóëà Óèòíè äëÿ çàìêíóòûõ êðèâûõ). â) Äîêàæèòå, ÷òî ind(f) ðàâåí ñóììå

çíàêîâ òî÷åê ñàìîïåðåñå÷åíèÿ ïëþñ ÷èñëî indf (a−) + indf (a+).


