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9. ÊÎ�ÎÌÎËÎ�ÈÈ È ÝÉËÅ�ÎÂÀ ÕÀ�ÀÊÒÅ�ÈÑÒÈÊÀ.

Çàäà÷à 1. a) Äîêàæèòå, ÷òî åñëè R � ïîëå, òî Hk(X,R) èçîìîð�íî (Hk(X,R))∗(
def

= Hom(Hn(X,R), R)).
Ïðèâåäèòå ïðèìåð, äîêàçûâàþùèé, ÷òî ïðè R = Z ýòî ìîæåò áûòü íåâåðíî. á) Âåðíî ëè, ÷òî Hk(X,R)
ñîäåðæèò Hom(Hn(X,R), R) â êà÷åñòâå ïîäìîäóëÿ? à â êà÷åñòâå ïðÿìîãî ñëàãàåìîãî?

Çàäà÷à 2. a) Ïóñòü 0 → C0 → · · · → Cn → 0 � êîíå÷íûé êîìïëåêñ êîíå÷íîìåðíûõ âåêòîðíûõ ïðîñòðàíñòâ

íàä ïîëåì F . Äîêàæèòå, ÷òî âñå ãîìîëîãèè ýòîãî êîìïëåêñà êîíå÷íîìåðíû, è

∑n

k=1
(−1)k dimHn(C) =

∑n

k=1
(−1)k dimCn. á) Âåðåí ëè àíàëîã óòâåðæäåíèÿ ïóíêòà 2a, åñëè Ck � ñâîáîäíûå êîíå÷íî ïîðîæäåííûå

àáåëåâû ãðóïïû (Z-ìîäóëè), à âìåñòî ðàçìåðíîñòè � ðàíã àáåëåâîé ãðóïïû (êîëè÷åñòâî ñëàãàåìûõ, ðàâíûõ

Z, â ñòàíäàðòíîì ðàçëîæåíèè ãðóïïû â ïðÿìóþ ñóììó öèêëè÷åñêèõ)?

Òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî íàçîâåì �ðó÷íûì�, åñëè âñå åãî ãîìîëîãèè ñ öåëûìè êîý��èöèåíòàìè êîíå÷íî

ïîðîæäåíû è òîëüêî êîíå÷íîå èõ êîëè÷åñòâî îòëè÷íî îò íóëÿ. Íàïðèìåð, ëþáîå êîìïàêòíîå (òî åñòü ñîñòîÿùåå

èç êîíå÷íîãî ÷èñëà êëåòîê) êëåòî÷íîå ïðîñòðàíñòâî � �ðó÷íîå�. Äëÿ ðó÷íîãî ïðîñòðàíñòâà X âåëè÷èíà∑
k
(−1)k rkHk(X) íàçûâàåòñÿ ýéëåðîâîé õàðàêòåðèñòèêîé.

Çàäà÷à 3. Ïóñòü X , Y è X ∩ Y � �ðó÷íûå� îòêðûòûå ïîäìíîæåñòâà òîïîëîãè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà Z.

Äîêàæèòå, ÷òî X ∪ Y ⊂ Z òîæå �ðó÷íîå� è ÷òî χ(X ∪ Y ) = χ(X) + χ(Y )− χ(X ∩ Y ).

Çàäà÷à 4. a) Äîêàæèòå, ÷òî ýéëåðîâà õàðàêòåðèñòèêà êîìïàêòíîãî êëåòî÷íîãî ïðîñòðàíñòâà ðàâíà

∑
k
(−1)kmk,

ãäå mk � êîëè÷åñòâî êëåòîê ðàçìåðíîñòè k. á) Âû÷èñëèòå ýéëåðîâó õàðàêòåðèñòèêó ñ�åðû ñ g ðó÷êàìè,

ñ�åðû ñ n ëåíòàìè Ìåáèóñà, RPn
è CPn

. â) Äîêàæèòå, ÷òî åñëè M � �ðó÷íîå� n-ìåðíîå ìíîãîîáðàçèå è

a ∈ M , òî χ(M \ {a}) = χ(M) + (−1)n−1
. ã) Ïóñòü X,Y � êîìïàêòíûå êëåòî÷íûå ïðîñòðàíñòâà. Äîêàæèòå,

÷òî χ(X × Y ) = χ(X)χ(Y ).

Çàäà÷à 5. a) ÏóñòüX � êîìïàêòíîå êëåòî÷íîå ïðîñòðàíñòâî è f : Y → X � n-ëèñòíîå íàêðûòèå. Äîêàæèòå,

÷òî χ(Y ) = nχ(X). á) Äîêàæèòå, ÷òî íàêðûòèå ñ�åðû ñ g1 ðó÷êàìè ñ�åðîé ñ g2 ðó÷êàìè ñóùåñòâóåò òîãäà

è òîëüêî òîãäà, êîãäà g2 − 1 äåëèòñÿ íà g1 − 1.
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