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Ëèñòîê 2.

Çàäà÷à 1.
(a) Íàïèøèòå ôîðìóëû ñòåðåîãðàôè÷åñêîé ïðîåêöèè åäèíè÷íîé ñôåðû ñ öåí-

òðîì â íóëå èç òî÷êè (0, 0, 1) (Ñåâåðíûé ïîëþñ) íà ïëîñêîñòü, êàñàþùóþñÿ ñôåðû â
òî÷êå (0, 0,−1) (Þæíûé ïîëþñ).

(b) Äîêàæèòå, ÷òî ýêâàòîðû ïåðåõîäÿò â îêðóæíîñòè èëè ïðÿìûå, ïðè÷åì â
ïðÿìûå ïåðåõîäÿò òîëüêî ýêâàòîðû, ïðîõîäÿùèå ÷åðåç Ñåâåðíûé ïîëþñ.

(c) Ïðîâåðüòå, ÷òî ñòåðåîãðàôè÷åñêèå ïðîåêöèè èç òî÷åê (0, 0, 1) è (0, 0,−1)
çàäàþò ãëàäêèé àòëàñ èç äâóõ êàðò. Ýêâèâàëåíòåí ëè ýòîò àòëàñ àòëàñó ñ êàðòàìè,
çàäàâàåìûìè îòîáðàæåíèÿìè îðòîãîíàëüíîãî ïðîåêòèðîâàíèÿ íà ïëîñêîñòè OXY ,
OY Z è OXZ?
Çàäà÷à 2. Ïóñòü M � íåïóñòîå òîïîëîãè÷åñêîå ìíîãîîáðàçèå ðàçìåðíîñòè n ≥ 1.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî íà M ñóùåñòâóåò ãëàäêèé àòëàñ. Äîêàæèòå, ÷òî íà M ìîæíî
ïîñòðîèòü êîíòèíóàëüíîå ìíîæåñòâî ïîïàðíî íåýêâèâàëåíòíûõ ãëàäêèõ àòëàñîâ.
Çàäà÷à 3. Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî G(k, n) k-ìåðíûõ ïîäïðîñòðàíñòâ â Rn. Ïóñòü

v1, . . . , vk � ëèíåéíî íåçàâèñèìûå âåêòîðû â Rn. Òàêèå âåêòîðû îáðàçóþò îòêðûòîå
ìíîæåñòâî â Rnk. Ââåäåì îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè: äâà íàáîðà ëèíåéíî íåçàâèñè-
ìûõ âåêòîðîâ ýêâèâàëåíòíû, åñëè ïîðîæäàþò îäíî è òîæå k-ìåðíîå ïîäïðîñòðàíñòâî.
Òîïîëîãèÿ íà G(k, n) � òîïîëîãèÿ ôàêòîðïðîñòðàíñòâà. Äîêàæèòå, ÷òî

(a) G(k, n) � õàóñäîðôîâî ïðîñòðàíñòâî, (b) G(k, n) � ãëàäêîå ìíîãîîáðàçèå
ðàçìåðíîñòè k(n− k). Ìíîãîîáðàçèå G(k, n) íàçûâàåòñÿ ìíîãîîáðàçèåì Ãðàññìàíà.
Çàäà÷à 4. Ðàññìîòðèì ãðóïïû: GLn � ãðóïïà íåâûðîæäåííûõ ëèíåéíûõ ïðåîáðàçî-

âàíèé Rn, SLn � ãðóïïà íåâûðîæäåííûõ ëèíåéíûõ ïðåîáðàçîâàíèé Rn ñ åäèíè÷íûì
îïðåäåëèòåëåì, On � ãðóïïà íåâûðîæäåííûõ ëèíåéíûõ ïðåîáðàçîâàíèé Rn, ñîõðàíÿ-
þùèõ ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå.

(a) Ïðîâåðüòå, ÷òî ïåðå÷èñëåííûå ãðóïïû ÿâëÿþòñÿ ãëàäêèìè ïîäìíîãîîáðàçè-
ÿìè â Rn2

è íàéäèòå èõ ðàçìåðíîñòü.
(b) Äëÿ êàæäîãî èç ýòèõ ìíîãîîáðàçèé îïèøèòå êàñàòåëüíûå ïðîñòðàíñòâà â

åäèíèöå.
(c) Ïðîâåðüòå, ÿâëÿþòñÿ ëè ðàññìàòðèâàåìûå ìíîãîîáðàçèÿ ñâÿçíûìè, è â ñëó÷àå

îòðèöàòåëüíîãî îòâåòà îïèøèòå âñå êîìïîíåíòû ñâÿçíîñòè.
Çàäà÷à 5. Ïóñòü îòîáðàæåíèå f : R→ R îïðåäåëåíî ñëåäóþùèì îáðàçîì: f(x) = 0

ïðè x < 0 è f(x) = 1 ïðè x ≥ 0. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ êàæäîãî x íàéäóòñÿ òàêèå ãëàäêèå
êàðòû (U,ϕ) è (V, ψ), ñîäåðæàùèå x è f(x) ñîîòâåòñòâåííî, ÷òî ψ ◦ f ◦ ϕ−1 ÿâëÿåòñÿ
ãëàäêèì îòîáðàæåíèåì èç ϕ(U ∩ f−1(V )) â ψ(V ). Â ÷åì îòëè÷èå ýòîãî ñâîéñòâà f îò
òðåáóåìîãî â îïðåäåëåíèè ãëàäêîãî îòîáðàæåíèÿ ìíîãîîáðàçèé?
Çàäà÷à 6. Ïóñòü f : Rn+1\{0} → Rk+1\{0} � ãëàäêîå îòîáðàæåíèå è äëÿ íåêîòîðîãî

öåëîãî m âûïîëíÿåòñÿ f(λx) = λmf(x) äëÿ âñåõ x 6= 0 è âñåõ λ > 0. Äîêàæèòå, ÷òî
îòîáðàæåíèå F : RPn → RPk, ïîðîæäàåìîå ôóíêöèåé f , ÿâëÿåòñÿ ãëàäêèì.
Çàäà÷à 7. Äîêàæèòå, ÷òî ñîïîñòàâëåíèå ïðîñòðàíñòâó åãî îðòîãîíàëüíîãî äîïîë-

íåíèÿ çàäàåò äèôôåîìîðôèçì ìíîãîîáðàçèé G(k, n) è G(n− k, n).
Çàäà÷à 8. Ïóñòü f : R → R3 � áåñêîíå÷íî äèôôåðåíöèðóåìîå îòîáðàæåíèå. Äîêà-

æèòå, ÷òî äëÿ ïî÷òè âñÿêîãî ëèíåéíîãî îòîáðàæåíèÿ L : R→ R3 (ìû îòîæäåñòâëÿåì
ïðîñòðàíñòâî ëèíåéíûõ îòîáðàæåíèé èç R â R3 ñ R3) îòîáðàæåíèå f + L ÿâëÿåòñÿ
ïîãðóæåíèåì.
Çàäà÷à 9. Äîêàæèòå, ÷òî êàñàòåëüíî ðàññëîåíèå îêðóæíîñòè S1 ãîìåîìîðôíî öè-

ëèíäðó S1 × R.
Çàäà÷à 10. Äîêàæèòå, ÷òî êàñàòåëüíîå ðàññëîåíèå ñôåðû S2 ãîìåîìîðôíî ìíîæå-

ñòâó â C3, îïðåäåëÿåìîìó ðàâåíñòâîì z21 + z22 + z23 = 1.
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