4. ìÏËÁÌÉÚÁÃÉÑ (ÞÁÓÔØ 2)

ðÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÙÅ ÌÏËÁÌÉÚÁÃÉÉ

îÁ ÜÔÏÊ ÌÅËÃÉÉ ÍÙ ÐÒÏÄÏÌÖÉÍ ÒÁÂÏÔÕ Ó ÏÐÅÒÁÃÉÅÊ ÌÏËÁÌÉÚÁÃÉÉ. îÁÞÎÅÍ Ó ÔÁËÏÇÏ ÎÅŒÉÎÎÏÇÏ ÔÅÈÎÉÞÅÓËÏÇÏ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÁ.

ìÅÍÍÁ 4.1. ðÕÓÔØ A | ËÏÌØÃÏ, M | ÍÏÄÕÌØ ÎÁÄ A, É ÐÕÓÔØ S ⊂ T | ÄŒÁ ÍÕÌØÔÉÐÌÉËÁÔÉŒÎÙÈ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÁ Œ A; ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ ’: A → S^{−1}A ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÉÊ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ. ôÏÇÄÁ T^{−1}A ≃ (’(T ))^{−1}(S^{−1}A) É T^{−1}M ≃ (’(T ))^{−1}(S^{−1}M).

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÜÔÏÊ ÌÅÍÍÙ ÍÏÖÎÏ ÓÐÏËÏÊÎÏ ÐÒÅÄÏÓÔÁŒÉÔØ ÞÉÔÁÔÅ- ÌÀ (ÕËÁÚÁÎÉÅ: ÓÍ. ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 2.2).

ìÏËÁÌØÎÙÅ ËÏÌØÃÁ

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÅÐÅÒØ ÌÏËÁÌÉÚÁÃÉÉ ŒÉÄÁ A_p, ÇÄÅ p | ÐÒÏÓÔÏÊ ÉÄÅÁÌ Œ ËÏÌØ- ÃÅ A. œŒÉÄÕ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 2.7 ÐÒÏÓÔÙÅ ÉÄÅÁÌÙ ËÏÌØÃÁ A_p ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÔ ÐÒÏÓÔÙÍ ÉÄÅÁÌÁÍ ËÏÌØÃÁ A, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÍÓÑ Œ p. óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, Œ ËÏÌØÃÅ A_p ÉÍÅÅÔÓÑ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÊ ÉÄÅÁÌ (Á ÉÍÅÎÎÏ, pA_p), ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÊ ŒÓÅ ÏÓÔÁÌØ- ÎÙÅ ÉÄÅÁÌÙ. ëÏÌØÃÁ, ÏÂÌÁÄÁÀÝÉÅ ÔÁËÉÍ ÓŒÏÊÓÔŒÏÍ, ÞÁÓÔÏ ŒÓÔÒÅÞÁÀÔÓÑ, É ÄÌÑ ÎÉÈ ÅÓÔØ ÓÐÅÃÉÁÌØÎÙÊ ÔÅÒÍÉÎ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 4.2. ëÏÌØÃÏ A ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÌÏËÁÌØÎÙÍ, ÅÓÌÉ Œ ÎÅÍ ÉÍÅÅÔ- ÓÑ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÊ ÉÄÅÁÌ m, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÊ ŒÓÅ ÏÓÔÁÌØÎÙÅ ÉÄÅÁÌÙ.

ïÞÅŒÉÄÎÙÅ ÒÁŒÎÏÓÉÌØÎÙÅ ÕÓÌÏŒÉÑ: Œ ËÏÌØÃÅ ÉÍÅÅÔÓÑ ÔÏÌØËÏ ÏÄÉÎ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÊ ÉÄÅÁÌ; Œ ËÏÌØÃÅ ÉÍÅÅÔÓÑ ÔÁËÏÊ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÊ ÉÄÅÁÌ m, ÞÔÏ ŒÓÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÉÚ A\m ÏÂÒÁÔÉÍÙ. üÔÏÔ ÉÄÅÁÌ m ÔÁË É ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÍÁËÓÉ- ÍÁÌØÎÙÍ ÉÄÅÁÌÏÍ ÌÏËÁÌØÎÏÇÏ ËÏÌØÃÁ, Á ÆÁËÔÏÒËÏÌØÃÏ A=m (ÑŒÌÑÀÝÅÅÓÑ ÐÏÌÅÍ) ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÏÌÅÍ ŒÙÞÅÔÏŒ ÌÏËÁÌØÎÏÇÏ ËÏÌØÃÁ.

ðÒÉÍÅÒÙ ÌÏËÁÌØÎÙÈ ËÏÌÅÃ. íÙ ÕÖÅ ÏÔÍÅÞÁÌÉ, ÞÔÏ ŒÓÑËÏÅ ËÏÌØÃÏ ŒÉÄÁ A_p ÌÏËÁÌØÎÏ. œ ËÁÞÅÓÔŒÅ ÂÏÌÅÅ ËÏÎËÒÅÔÎÙÈ ÐÒÉÍÅÒÏŒ ÍÏÖÎÏ ÒÁÓ- ÓÍÏÔÒÅÔØ:

• ëÏÌØÃÏ ÃÅÌÙÈ p-ÁÄÉÞÅÓËÉÈ ÞÉÓÅÌ Z_p;

• ëÏÌØÃÏ ÆÏÒÍÁÌØÎÙÈ ÓÔÅÐÅÎÎÙÈ ÒÑÄÏŒ k[[X_1; : : :; X_n]], ÇÄÅ k | ÐÏÌÅ (ÐÏÓËÏÌØËÕ ŒÓÑËÉÊ ÓÔÅÐÅÎÎÏÊ ÒÑÄ Ó ÎÅÎÕÌÅŒÙÍ ÓŒÏÂÏÄÎÙÍ ÞÌÅÎÏÍ ÏÂÒÁÔÉÍ, ÜÔÏ ËÏÌØÃÏ ÌÏËÁÌØÎÏ Ó ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÍ ÉÄÅÁÌÏÍ (X_1; : : :; X_n)).

• ëÏÌØÃÏ ÓÔÅÐÅÎÎÙÈ ÒÑÄÏŒ ÏÔ n ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ Ó ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ Œ R (ÉÌÉ C ), ÓÈÏÄÑÝÉÈÓÑ Œ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÎÁÞÁÌÁ ËÏÏÒÄÉ- ÎÁÔ (ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÊ ÉÄÅÁÌ | ÔÏÔ ÖÅ, ÞÔÏ Œ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÍ ÐÒÉÍÅÒÅ); ÐÏ-ÄÒÕÇÏÍÕ ÜÔÏ ËÏÌØÃÏ ÍÏÖÎÏ ÏÐÉÓÁÔØ ËÁË ËÏÌØÃÏ ÒÏÓÔËÏŒ ÁÎÁÌÉ- ÔÉÞÅÓËÉÈ ÆÕÎËÃÉÊ Œ ÎÁÞÁÌÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ.

• ëÏÌØÃÏ ÒÏÓÔËÏŒ ÇÌÁÄËÉÈ (ÉÌÉ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙÈ) ÆÕÎËÃÉÊ Œ ÄÁÎÎÏÊ ÔÏÞËÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ (ÉÌÉ ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ).

ïÓÎÏŒÎÏÊ ÔÅÈÎÉÞÅÓËÉÊ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ Ï ÌÏËÁÌØÎÙÈ ËÏÌØÃÁÈ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÌÅÍÍÏÊ îÁËÁÑÍÙ. üÔÁ ÌÅÍÍÁ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ Œ ÎÅÓËÏÌØËÉÈ ŒÁÒÉÁÎÔÁÈ, ËÁ- ÖÄÙÊ ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ŒÁÖÅÎ ÐÏ-ÓŒÏÅÍÕ. œ ÐÅÒŒÏÍ ÉÚ ÜÔÉÈ ŒÁÒÉÁÎÔÏŒ ÏÔ ÏÓÎÏŒÎÏÇÏ ËÏÌØÃÁ ÄÁÖÅ ÎÅ ÔÒÅÂÕÅÔÓÑ ÂÙÔØ ÌÏËÁÌØÎÙÍ.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 4.3 (ìÅÍÍÁ îÁËÁÑÍÙ I). ðÕÓÔØ a | ÉÄÅÁÌ Œ ËÏÌØÃÅ A É M | ËÏÎÅÞÎÏ ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÙÊ A-ÍÏÄÕÌØ. åÓÌÉ M ⊂ aM, ÔÏ ÓÕÝÅ- ÓÔŒÕÅÔ ÜÌÅÍÅÎÔ f ∈ a, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ (1 + f)M = 0.

(þÅÒÅÚ aM ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ ÐÏÄÍÏÄÕÌØ Œ M, ÓÏÓÔÏÑÝÉÊ ÉÚ ŒÓÅŒÏÚÍÏÖ- ÎÙÈ ÓÕÍÍ ∑ f_im_i, ÇÄÅ f_i ∈ a, m_i ∈ M; ŒËÌÀÞÅÎÉÅ aM ⊂ M ŒÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ, ÏÞÅŒÉÄÎÏ, ŒÓÅÇÄÁ.)

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÒÏŒÅÄÅÍ ÉÎÄÕËÃÉÀ ÐÏ ÞÉÓÌÕ ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÈ ÍÏÄÕÌÑ M. ðÕÓÔØ ÄÌÑ ŒÓÅÈ ÍÏÄÕÌÅÊ (ÎÁÄ ŒÓÅÍÉ ËÏÌØÃÁÍÉ), ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÙÈ ÍÅÎÅÅ ÞÅÍ k ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ, ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ ÄÏËÁÚÁÎÏ, É ÐÕÓÔØ m_1; : : :; m_k | ÓÉÓÔÅ- ÍÁ ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÈ ÍÏÄÕÌÑ M. ðÏÓËÏÌØËÕ m_1 ∈ aM, ÉÍÅÅÍ m_1 = ∑ f_i¯_i, ÇÄÅ f_i ∈ a, ¯_i ∈ M; Œ ÓÉÌÕ ÎÁÛÅÇÏ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÑ ÉÍÅÅÍ m_i = ∑ a_{ij} m_j ;

ÐÏÄÓÔÁŒÌÑÑ, ÐÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ

m_1 = g_1m_1 + : : : + g_km_k ⇔ (1 − g_1)m_1 = g_2m_2 + : : : + g_km_k

(ŒÓÅ g_j ÌÅÖÁÔ Œ a). íÏÄÕÌØ M_{1−g1} ÎÁÄ ËÏÌØÃÏÍ A_{1−g1} ÔÁËÖÅ ÐÏÒÏÖÄÅÎ ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ m_1=1; : : :; m_k=1, ÎÏ ÉÚ ÆÏÒÍÕÌÙ (4) ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ Œ ÎÅÍ m_1=1 ŒÙÒÁÖÁÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ m_2=1; : : :; m_k=1 , ÔÁË ÞÔÏ ÏÎ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÐÏÒÏÖÄÅÎ k − 1 ÜÌÅÍÅÎÔÏÍ. ðÏÓËÏÌØËÕ M ⊂ aM, ÔÏ É M_{1−g1} ⊂ a_{1−g1} M_{1−g1} , É Œ ÓÉÌÕ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÑ ÉÎÄÕËÃÉÉ ÉÍÅÅÍ aM_{1−g1} = 0, ÇÄÅ a = 1 + h=(1 − g_1)^t ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ h ∈ a É ÃÅÌÏÇÏ t ⩾ 0. ðÏÓËÏÌØËÕ ÍÏÄÕÌØ M_{1−g1} ÐÏÒÏÖÄÅÎ ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ m_1=1; : : :; m_k=1, ÎÁÊÄÔÓÑ ÔÁËÏÅ m ¿ 0, ÞÔÏ (1 − g_1)^k((1 − g_1)^t + h)m_j = 0 ÄÌÑ ŒÓÅÈ j. ñÓÎÏ, ÞÔÏ b = (1 − g_1)^k((1 − g_1)^t + h) ∈ 1 + a É bM = 0.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 4.4 (ìÅÍÍÁ îÁËÁÑÍÙ II). ðÕÓÔØ A | ÌÏËÁÌØÎÏÅ ËÏÌØÃÏ Ó ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÍ ÉÄÅÁÌÏÍ m É M | ËÏÎÅÞÎÏ ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÙÊ A- ÍÏÄÕÌØ. åÓÌÉ M = aM, ÔÏ M = 0.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. éÚ ÕÓÌÏŒÉÑ É ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 4.3 ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ (1+f)M = 0 ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ f ∈ m. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ 1+f ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÏÂÒÁÔÉÍÙÍ ÜÌÅÍÅÎ- ÔÏÍ ËÏÌØÃÁ A: Œ ÐÒÏÔÉŒÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÇÌÁŒÎÙÊ ÉÄÅÁÌ (1+f) ÂÙÌ ÂÙ ÏÔÌÉÞÅÎ ÏÔ A É ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ ÓÏÄÅÒÖÁÌÓÑ Œ (ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏÍ!) ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÍ ÉÄÅÁÌÅ m, ÔÁË ÞÔÏ ÉÚ ŒËÌÀÞÅÎÉÊ 1 + f ∈ m É f ∈ m ÓÌÅÄÏŒÁÌÏ ÂÙ ÎÅŒÏÚÍÏÖÎÏÅ 1 ∈ m. óÔÁÌÏ ÂÙÔØ, M = (1 + f)^{−1}(1 + f)M = 0.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 4.5 (ìÅÍÍÁ îÁËÁÑÍÙ III). ðÕÓÔØ A | ÌÏËÁÌØÎÏÅ ËÏÌØÃÏ Ó ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÍ ÉÄÅÁÌÏÍ m É M | ËÏÎÅÞÎÏ ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÙÊ A- ÍÏÄÕÌØ. åÓÌÉ ÜÌÅÍÅÎÔÙ m_1; : : :; m_k ∈ M ÔÁËÏŒÙ, ÞÔÏ ÉÈ ÏÂÒÁÚÙ Œ M=mM ÐÏÒÏÖÄÁÀÔ M=mM, ÔÏ ÜÌÅÍÅÎÔÙ m_1; : : :; m_k ÐÏÒÏÖÄÁÀÔ ÍÏ- ÄÕÌØ M.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÕÓÔØ M^′ ⊂ M | ÐÏÄÍÏÄÕÌØ, ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÙÊ m_1; : : :; m_k. ôÏÇÄÁ ÍÏÄÕÌØ M=M^′ ËÏÎÅÞÎÏ ÐÏÒÏÖÄÅÎ, É ÉÚ ÕÓÌÏŒÉÑ ŒÙ- ÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ M=M^′ = m(M=M^′). óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, M=M^′ = 0.

õÓÌÏŒÉÅ ËÏÎÅÞÎÏÊ ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÏÓÔÉ ÍÏÄÕÌÑ M Œ ÌÅÍÍÅ îÁËÁÑÍÙ ÑŒÌÑ- ÅÔÓÑ ÓÕÝÅÓÔŒÅÎÎÙÍ. œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÐÕÓÔØ A | ËÏÌØÃÏ ÒÏÓÔËÏŒ C^∞- ÆÕÎËÃÉÊ ÎÁ R Œ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÎÕÌÑ É I ⊂ A | ÉÄÅÁÌ, ÓÏÓÔÏÑÝÉÊ ÉÚ ÒÏÓÔËÏŒ ÆÕÎËÃÉÊ Ó ÎÕÌÅŒÙÍ ÒÑÄÏÍ ôÅÊÌÏÒÁ. ëÁË ÉÚŒÅÓÔÎÏ, I ≠ 0, ÎÏ ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÅÓÌÉ f ∈ I, ÔÏ ÆÕÎËÃÉÑ f=x, ÄÏÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÁÑ ÎÕÌÅÍ Œ ÎÕÌÅ, ÔÁËÖÅ ÉÍÅÅÔ ÎÕÌÅŒÏÊ ÒÑÄ ôÅÊÌÏÒÁ, ÔÁË ÞÔÏ I = mI. óÔÁÌÏ ÂÙÔØ, ËÏÌØÃÏ A ÎÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÎčÔÅÒÏŒÙÍ (ËÁË ÎÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÔÁËÏŒÙÍ É ËÏÌØÃÏ ÒÏÓÔËÏŒ ÇÌÁÄËÉÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÏÔ n ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ). ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ËÏÌØÃÏ ÒÏÓÔËÏŒ ÁÎÁ- ÌÉÔÉÞÅÓËÉÈ ÆÕÎËÃÉÊ (ÏÔ ÌÀÂÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ) ÎčÔÅÒÏŒÙÍ ÑŒÌÑ- ÅÔÓÑ.

ìÏËÁÌØÎÙÅ ÓŒÏÊÓÔŒÁ ÍÏÄÕÌÅÊ

éÎÏÇÄÁ ÍÏÖÎÏ ÄÅÌÁÔØ ÚÁËÌÀÞÅÎÉÑ Ï ÐÏŒÅÄÅÎÉÉ ËÏÌÅÃ ÉÌÉ ÍÏÄÕÌÅÊ ÎÁ ÏÓÎÏŒÁÎÉÉ ÉÎÆÏÒÍÁÃÉÉ Ï ÓŒÏÊÓÔŒÁÈ ÉÈ ÌÏËÁÌÉÚÁÃÉÊ ŒÏ ŒÓÅŒÏÚÍÏÖÎÙÈ ÐÒÏÓÔÙÈ ÉÄÅÁÌÁÈ. œÏÔ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÐÒÉÍÅÒÏŒ ÔÏÇÏ, ËÁË ÒÁÂÏÔÁÅÔ ÜÔÏÔ ÐÒÉÎÃÉÐ.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 4.6. ðÕÓÔØ M | ÍÏÄÕÌØ ÎÁÄ ËÏÌØÃÏÍ A. ôÏÇÄÁ ÓÌÅÄÕ- ÀÝÉÅ ÕÓÌÏŒÉÑ ÒÁŒÎÏÓÉÌØÎÙ:

(1) M = 0;

(2) M_p = 0 ÄÌÑ ŒÓÑËÏÇÏ ÐÒÏÓÔÏÇÏ ÉÄÅÁÌÁ p ⊂ A;

(3) M_m = 0 ÄÌÑ ŒÓÑËÏÇÏ ÍÁËÓÉÍÁÌØÏÇÏ ÉÄÅÁÌÁ m ⊂ A.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ôÏÌØËÏ ÉÍÐÌÉËÁÃÉÑ (3) ⇒ (1) ÎÕÖÄÁÅÔÓÑ Œ ÄÏËÁÚÁ- ÔÅÌØÓÔŒÅ. ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ŒÙÐÏÌÎÅÎÏ (3), É ÐÕÓÔØ M ≠ 0; ÔÏÇÄÁ ÎÁÊ- ÄÅÔÓÑ ÜÌÅÍÅÎÔ m ∈ M, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÉÄÅÁÌ Ann(m) = {f ∈ A | fm = 0} ÏÔÌÉÞÅÎ ÏÔ ŒÓÅÇÏ A; ÚÎÁÞÉÔ, Ann(m) ⊂ m ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÍÁÓËÉÍÁÌØÎÏ- ÇÏ ÉÄÅÁÌÁ m. ôÅÍ ÓÁÍÙÍ sm ≠ 0, ÅÓÌÉ s =∈ m, ÔÁË ÞÔÏ 0 ≠ m=1 ∈ M_m | ÐÒÏÔÉŒÏÒÅÞÉÅ.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 4.7. ðÕÓÔØ ’: M → N | ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ A-ÍÏÄÕÌÅÊ. ôÏ- ÇÄÁ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÕÓÌÏŒÉÑ ÒÁŒÎÏÓÉÌØÎÙ:

(1) ’ ÉÎSSÅËÔÉŒÅÎ (ÓÏÏÔŒ. ÓÀÒSSÅËÔÉŒÅÎ, ÂÉÅËÔÉŒÅÎ);

(2) ÉÎÄÕÃÉÒÏŒÁÎÎÙÊ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ’_p : M_p → N_p ÉÎSSÅËÔÉŒÅÎ (ÓÏÏÔŒ.

ÓÀÒSSÅËÔÉŒÅÎ, ÂÉÅËÔÉŒÅÎ) ÄÌÑ ŒÓÑËÏÇÏ ÐÒÏÓÔÏÇÏ ÉÄÅÁÌÁ p ⊂ A;

(3) ÉÎÄÕÃÉÒÏŒÁÎÎÙÊ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ’_m : M_m → N_m ÉÎSSÅËÔÉŒÅÎ (ÓÏÏÔŒ.

ÓÀÒSSÅËÔÉŒÅÎ, ÂÉÅËÔÉŒÅÎ) ÄÌÑ ŒÓÑËÏÇÏ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÇÏ ÉÄÅÁÌÁ p ⊂ A. äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ïÐÑÔØ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ (3) ⇒ (1). úÁÐÉÛÅÍ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÕÀ ÔÏÞÎÕÀ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ

0 → Ker(’) → M^’−→ N → Coker(’) → 0:

éÚ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 2.6 ŒÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ ÔÏÞÎÁ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ

0 → (Ker(’))_m → M_m^{’m}−−→ N_m → (Coker(’))_m → 0:

åÓÌÉ ’_m ÉÎSSÅËÔÉŒÅÎ (ÓÏÏÔŒ. ÓÀÒSSÅËÔÉŒÅÎ) ÄÌÑ ŒÓÅÈ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÈ m, ÔÏ (Ker(’))_m = 0 (ÓÏÏÔŒ. (Coker(’))_m = 0) ÄÌÑ ŒÓÅÈ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÈ m, ÏÔËÕÄÁ, ŒŒÉÄÕ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 4.7, Ker(’) = 0 (ÓÏÏÔŒ. Coker(’) = 0), ÔÁË ÞÔÏ ’ ÉÎSSÅËÔÉŒÅÎ (ÓÏÏÔŒ. ÓÀÒSSÅËÔÉŒÅÎ).

õ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 4.6 ÅÓÔØ ÔÁËÏÅ ÐÏÌÅÚÎÏÅ ÏÂÏÂÝÅÎÉÅ:

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 4.8. ðÕÓÔØ M | ÍÏÄÕÌØ ÎÁÄ A É f ∈ A. ôÏÇÄÁ M_f = 0 Œ ÔÏÍ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ, ËÏÇÄÁ M_p = 0 ÄÌÑ ŒÓÅÈ ÐÒÏÓÔÙÈ p ∈ D(f).

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. œ ÓŒÅÔÅ ÌÅÍÍÙ 4.1 (ÐÒÉÍÅÎÅÎÎÏÊ Ë ÓÌÕÞÁÀ S = {1; f; f^2; : : :} É T = A \ p) ÜÔÏ ŒÙÔÅËÁÅÔ ÉÚ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 4.6.

óÌÅÄÓÔŒÉÅ 4.9. ðÕÓÔØ f_i ∈ A | ÔÁËÏÅ ÓÅÍÅÊÓÔŒÏ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ, ÞÔÏ Spec(A) = ⋃ D(f_i), É ÐÕÓÔØ ’: M → N | ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ A-ÍÏÄÕÌÅÊ.

ôÏÇÄÁ ’ ÉÎSSÅËÔÉŒÅÎ (ÓÏÏÔŒ. ÓÀÒSSÅËÔÉŒÅÎ, ÂÉÅËÔÉŒÅÎ) ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØ- ËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÄÌÑ ŒÓÑËÏÇÏ i ÉÎÄÕÃÉÒÏŒÁÎÎÙÊ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ M_{fi} → N_{fi} ÉÎSSÅËÔÉŒÅÎ (ÓÏÏÔŒ. ÓÀÒSSÅËÔÉŒÅÎ, ÂÉÅËÔÉŒÅÎ).

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÕ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 4.7. œ ÓŒÑÚÉ Ó ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅÍ 4.6 ÕÍÅÓÔÎÏ ÄÁÔØ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 4.10. ðÕÓÔØ M | ÍÏÄÕÌØ ÎÁÄ ËÏÌØÃÏÍ A. ôÏÇÄÁ ÅÇÏ ÎÏ- ÓÉÔÅÌÅÍ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ

supp(M) = {p ∈ Spec A | M_p ≠ 0} ⊂ Spec A:

ëÁË ÍÙ ŒÉÄÅÌÉ, M = 0 ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ supp(M) = ∅. œ ÏÂÝÅÍ ÓÌÕÞÁÅ ÎÉÞÅÇÏ ÉÎÔÅÒÅÓÎÏÇÏ ÐÒÏ ÎÏÓÉÔÅÌØ ÍÏÄÕÌÑ ÓËÁÚÁÔØ ÎÅÌØÚÑ. åÓÌÉ, ÏÄÎÁËÏ, ÍÏÄÕÌØ ËÏÎÅÞÎÏ ÐÏÒÏÖÄÅÎ, ÔÏ ÅÇÏ ÎÏÓÉÔÅÌØ ËÁËÉÍ ÐÏÐÁÌÏ ÂÙÔØ ÎÅ ÍÏÖÅÔ:

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 4.11. åÓÌÉ ÍÏÄÕÌØ M ËÏÎÅÞÎÏ ÐÏÒÏÖÄÅÎ, ÔÏ supp(M) = V (Ann(M)), ÇÄÅ

Ann(M) = {f ∈ A | fM = 0} ⊂ A:

œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÎÏÓÉÔÅÌØ ËÏÎÅÞÎÏ ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÏÇÏ ÍÏÄÕÌÑ ÚÁÍËÎÕÔ.

(éÄÅÁÌ Ann(M) ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÁÎÎÕÌÑÔÏÒÏÍ ÍÏÄÕÌÑ M).

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. åÓÌÉ p =∈ V (Ann(M)), ÔÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÜÌÅÍÅÎÔ f ∈ Ann(M), ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÊÓÑ Œ p, É ÄÌÑ ŒÓÑËÏÇÏ m=s ∈ M_p ÉÍÅÅÍ m=s = fm=fs = 0, ÔÁË ÞÔÏ M_p = 0 (ËÏÎÅÞÎÏÊ ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÏÓÔØÀ M ÍÙ ÐÏËÁ ÎÅ ÐÏÌØÚÏŒÁÌÉÓØ).

ïÂÒÁÔÎÏ, ÐÕÓÔØ M_p = 0 É M ÐÏÒÏÖÄÅÎ ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ m_1; : : :; m_k. ðÏ- ÓËÏÌØËÕ ÏÂÒÁÚ ËÁÖÄÏÇÏ ÉÚ m_i Œ M_p ÒÁŒÅÎ ÎÕÌÀ, ÓÕÝÅÓÔŒÕÀÔ ÔÁËÉÅ ÜÌÅ- ÍÅÎÔÙ f_1; : : :; f_k =∈ p, ÞÔÏ f_im_i = 0 ÄÌÑ ŒÓÅÈ i. ðÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ f = f_1 : : : f_k ÁÎÎÕÌÉÒÕÅÔ ŒÓÅ ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÅ m_1; : : :; m_k, ÔÁË ÞÔÏ f ∈ Ann(M), É Ó ÄÒÕ- ÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ ÜÔÏ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÎÅ ÌÅÖÉÔ Œ ÐÒÏÓÔÏÍ ÉÄÅÁÌÅ p, ÔÏ ÅÓÔØ Ann(M) ⊄ p É p =∈ V (Ann(M)).

ðÏÓËÏÌØËÕ ÄÌÑ ŒÓÑËÏÇÏ ÉÄÅÁÌÁ a ⊂ A ÉÍÅÅÍ, ÏÞÅŒÉÄÎÏ, Ann(A=a) = a, ŒÓÑËÏÅ ÚÁÍËÎÕÔÏÅ ÐÏ úÁÒÉÓÓËÏÍÕ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ Œ Spec A ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÎÏÓÉÔÅÌÅÍ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ËÏÎÅÞÎÏ ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÏÇÏ ÍÏÄÕÌÑ.

ðÒÉŒÅÄÅÍ ÏÄÎÏ ÐÒÉÌÏÖÅÎÉÅ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 4.11.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 4.12. ðÕÓÔØ M | ËÏÎÅÞÎÏ ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÙÊ ÍÏÄÕÌØ ÎÁÄ ÎčÔÅÒÏŒÙÍ ËÏÌØÃÏÍ A, É ÐÕÓÔØ p ∈ Spec A. åÓÌÉ M_p ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÓŒÏÂÏÄ- ÎÙÍ A_p ÍÏÄÕÌÅÍ, ÔÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÔÁËÏÊ ÜÌÅÍÅÎÔ f ∈ A, ÞÔÏ p ∈ D(f) É ÐÒÉ ÜÔÏÍ M_f ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÓŒÏÂÏÄÎÙÍ A_f -ÍÏÄÕÌÅÍ.

îÅÆÏÒÍÁÌØÎÏ ÇÏŒÏÒÑ, Œ ÎčÔÅÒÏŒÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÓŒÏÊÓÔŒÏ ĂÂÙÔØ ÓŒÏÂÏÄÎÙÍ ÍÏÄÕÌÅÍĄ ÒÁÓÐÒÏÓÔÒÁÎÑÅÔÓÑ Ó ÌÏËÁÌÉÚÁÃÉÉ Œ ÔÏÞËÅ ÎÁ ÌÏËÁÌÉÚÁÃÉÀ Œ ÇÌÁŒÎÏÍ ÏÔËÒÙÔÏÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. íÏÖÎÏ, ÏÞÅŒÉÄÎÏ, ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ ÂÁÚÉÓ ÓŒÏÂÏÄÎÏÇÏ A_p- ÍÏÄÕÌÑ M_p ÉÍÅÅÔ ŒÉÄ m_1=1; : : :; m_r=1, ÇÄÅ m_i ∈ M. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ ’: A^r → M ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ, ÐÒÉ ËÏÔÏÒÏÍ j-Ê ÂÁÚÉÓÎÙÊ ŒÅËÔÏÒ ÐÅÒÅÈÏ- ÄÉÔ Œ m_j ; ÔÏÇÄÁ ÉÎÄÕÃÉÒÏŒÁÎÎÙÊ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ’_p : A^r_p → M_p ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ. ðÏÓËÏÌØËÕ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÁÑ ÔÏÞÎÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏÓŒÔÅÌØÎÏÓÔØ

0 → Ker(’) → A^{r ’}−→ M → Coker(’) → 0

ÏÓÔÁÅÔÓÑ ÔÏÞÎÏÊ É ÐÏÓÌÅ ÌÏËÁÌÉÚÁÃÉÉ, ÉÍÅÅÍ (Ker(’))_p = (Coker(’))_p = 0. ðÏÓËÏÌØËÕ ÉÚ ÎčÔÅÒÏŒÏÓÔÉ ŒÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ ÍÏÄÕÌÉ Ker(’) É Coker(’) ËÏÎÅÞÎÏ ÐÏÒÏÖÄÅÎÙ, ÉÈ ÎÏÓÉÔÅÌÉ ÚÁÍËÎÕÔÙ, ÔÁË ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÇÌÁŒ- ÎÏÅ ÏÔËÒÙÔÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ D(f) ∋ p, ÎÅ ÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÅÅÓÑ Ó ÜÔÉÍÉ ÎÏ- ÓÉÔÅÌÑÍÉ. œŒÉÄÕ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 4.8 ÏÔÓÀÄÁ ŒÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ (Ker(’))_f = Coker(’)_f = 0, ÔÁË ÞÔÏ ÉÎÄÕÃÉÒÏŒÁÎÎÙÊ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ’_f : A^r_f → M_f ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ.