
ðÒÅÐÑÔÓÔ×ÉÑ Ë ËÏÂÏÒÄÁÎÔÎÏÓÔÉ É ÎÅÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÅ ÇÏÍÏÔÏÐÉÞÅÓËÉÅ ÓÆÅÒÙ
îíõ, á. óËÏÐÅÎËÏ×. ÷ÅÓÎÁ 2010

÷ ÜÔÉÈ ÚÁÐÉÓËÁÈ ÐÒÉ×ÏÄÉÔÓÑ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÅ ÚÎÁÍÅÎÉÔÏÇÏ ÐÒÉÍÅÒÁ íÉÌÎÏÒÁ ÎÅÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÊ
ÇÏÍÏÔÏÐÉÞÅÓËÏÊ ÓÆÅÒÙ, Á ÔÁËÖÅ ÎÁÂÒÏÓÏË ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÚÎÁÍÅÎÉÔÏÊ ÔÅÏÒÅÍÙ ëÅÒ×ÅÒÁ-
íÉÌÎÏÒÁ Ï ËÏÎÅÞÎÏÓÔÉ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÇÏÍÏÔÏÐÉÞÅÓËÉÈ ÓÆÅÒ. äÌÑ ÐÏÎÉÍÁÎÉÑ ÂÏÌØÛÅÊ ÞÁÓÔÉ
ÔÅËÓÔÁ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ×ÌÁÄÅÎÉÑ ÐÏÎÑÔÉÅÍ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ É ÏÓÎÏ×ÁÍÉ ÔÅÏÒÉÉ ÇÏÍÏÌÏÇÉÊ ([FF89],
§§12,13,17 ÉÌÉ [Pr04], §15, [Pr06], I). âÏÌÅÅ ÔÏÇÏ, ÏÎ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÎÁÂÏÒ ÕÐÒÁÖÎÅÎÉÊ ÐÏ ÏÓÎÏ×ÁÍÉ
ÔÅÏÒÉÉ ÇÏÍÏÌÏÇÉÊ É ÐÏÜÔÏÍÕ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÉÓÐÏÌØÚÏ×ÁÎ ÎÁ ÓÅÍÉÎÁÒÓËÉÈ ÚÁÎÑÔÉÑÈ ÐÏ ÜÔÏÊ ÔÅÍÅ
(ÎÁÐÒÉÍÅÒ, × îíõ ÎÁ 2-Í ËÕÒÓÅ).

ðÅÒ×ÙÊ É ×ÔÏÒÏÊ ÐÕÎËÔÙ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙ ÄÒÕÇ ÏÔ ÄÒÕÇÁ; ÔÒÅÔÉÊ ÐÕÎËÔ ÉÓÐÏÌØÚÕÅÔ ×ÔÏÒÏÊ.
âÏÌØÛÁÑ ÞÁÓÔØ ÍÁÔÅÒÉÁÌÁ ÐÒÅÐÏÄÎÏÓÉÔÓÑ × ×ÉÄÅ ÚÁÄÁÞ. (üÔÏ ÈÁÒÁËÔÅÒÎÏ ÎÅ ÔÏÌØËÏ ÄÌÑ

ÄÚÅÎÓËÉÈ ÍÏÎÁÓÔÙÒÅÊ, ÎÏ É ÄÌÑ ÓÅÒØÅÚÎÏÇÏ ÉÚÕÞÅÎÉÑ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ.) äÌÑ ÒÅÛÅÎÉÑ ÚÁÄÁÞ ÄÏ-
ÓÔÁÔÏÞÎÏ Õ×ÅÒÅÎÎÏÇÏ ×ÌÁÄÅÎÉÑ ÐÏÎÑÔÉÅÍ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ É ÏÓÎÏ×ÁÍÉ ÔÅÏÒÉÉ ÇÏÍÏÌÏÇÉÊ. ÷ÓÅ
ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÙÅ ÎÏ×ÙÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÐÒÉ×ÏÄÑÔÓÑ ÚÄÅÓØ (ÉÌÉ ÄÁÀÔÓÑ ÓÓÙÌËÉ). éÎÏÇÄÁ ÐÏÄÓËÁÚ-
ËÁÍÉ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÓÏÓÅÄÎÉÅ ÚÁÄÁÞÉ. úÁÄÁÞÉ, ÄÌÑ ÒÅÛÅÎÉÑ ËÏÔÏÒÙÈ ÞÉÔÁÔÅÌÀ ÎÕÖÎÁ ÌÉÔÅÒÁÔÕÒÁ
(ÉÌÉ ËÏÎÓÕÌØÔÁÃÉÑ ÓÐÅÃÉÁÌÉÓÔÁ), ÐÒÉ×ÏÄÑÔÓÑ ÓÏ Ú×ÅÚÄÏÞËÁÍÉ É ÓÓÙÌËÁÍÉ. åÓÌÉ ÕÓÌÏ×ÉÅ ÚÁ-
ÄÁÞÉ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ËÏÊ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ, ÔÏ ÜÔÏ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ É ÎÁÄÏ ÄÏËÁÚÁÔØ.

íÙ ÐÒÏÐÕÓËÁÅÍ ÃÅÌÙÅ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ ÉÚ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÊ ÇÒÕÐÐ ÇÏÍÏÌÏÇÉÊ. íÙ ÒÁÂÏÔÁÅÍ ×
ÇÌÁÄËÏÊ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ, ÅÓÌÉ ÎÅ ÏÇÏ×ÏÒÅÎÏ ÐÒÏÔÉ×ÎÏÅ.

îÅÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÅ ÇÏÍÏÔÏÐÉÞÅÓËÉÅ ÓÆÅÒÙ
ðÒÉÍÅÒ ÓÆÅÒÙ íÉÌÎÏÒÁ. óÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÚÁÍËÎÕÔÏÅ ÇÌÁÄËÏÅ 7-ÍÅÒÎÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ,

ÇÏÍÏÔÏÐÉÞÅÓËÉ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÅ (É ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÎÏÅ) ÓÆÅÒÅ S7, ÎÏ ÎÅ ÄÉÆÆÅÏÍÏÒÆÎÏÅ ÅÊ.
íÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ M É N ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ÇÏÍÏÔÏÐÉÞÅÓËÉ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÙÍÉ, ÅÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ

ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÙÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ f : M → N É g : N → M ÔÁËÉÅ, ÞÔÏ f ◦ g ÇÏÍÏÔÏÐÎÏ idN É g ◦ f
ÇÏÍÏÔÏÐÎÏ idM .

ïÂÏÚÎÁÞÉÍ Tn := {(x; y) ∈ Sn × Sn : |x; y| ≤ 1} (ÔÒÕÂÞÁÔÕÀ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ ÄÉÁÇÏÎÁÌÉ).
1. (a) þÅÍÕ ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÎÏ T1?
(b) þÅÍÕ ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÎÙ T3 É T7?
(Ó) T2 ÎÅ ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÎÏ S2 ×D2. õËÁÚÁÎÉÅ: H1(@T2) 6∼= Z ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÚÁÄÁÞÅ 4d ÎÉÖÅ.
(d) T4 ÎÅ ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÎÏ S4 ×D4.
2. (a) ìÀÂÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ S1 → @T4 ÇÏÍÏÔÏÐÎÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÀ × ÔÏÞËÕ.
(b) ìÀÂÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ S2 → @T4 ÇÏÍÏÔÏÐÎÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÀ × ÔÏÞËÕ.
(c) îÅ ÌÀÂÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ S3 → @T4 ÇÏÍÏÔÏÐÎÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÀ × ÔÏÞËÕ.
üÔÏ ÚÎÁÞÉÔ, ÞÔÏ @T4 ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÇÏÍÏÔÏÐÉÞÅÓËÉ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÙÍ ÓÆÅÒÅ S7 É ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏ

ÕÓÌÏÖÎÅÎÉÅ ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÉ.
ïÂÏÚÎÁÞÉÍ T := T4. äÌÑ ÎÁÈÏÖÄÅÎÉÑ ÇÒÕÐÐÙ H3(@T ) ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÆÒÁÇÍÅÎÔ

H4(T ) j→ H4(T; @) @→ H3(@T ) i→ H3(T ) = 0

ÔÏÞÎÏÊ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÐÁÒÙ (T; @T ). úÄÅÓØ i | ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ×ËÌÀÞÅÎÉÑ, j | ÇÏÍÏ-
ÍÏÒÆÉÚÍ `ÐÏÚ×ÏÌÑÀÝÉÊ ÇÒÁÎÉÃÕ' É @ | ÇÒÁÎÉÞÎÙÊ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ.

äÌÑ ÏÒÉÅÎÔÉÒÕÅÍÏÇÏ 2n-ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ M ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ

∩ : Hn(M)×Hn(M) → Z

ÅÇÏ ÆÏÒÍÕ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÊ [Sk, Sk05, Remark 2.3]. For a manifold M we denote (M;@M) shortly
by (M;@). áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÂÉÌÉÎÅÊÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ∩ : Hn(M;@)×Hn(M) → Z.

3. (a) ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ [S4] ∈ H4(T ) ÇÏÍÏÌÏÇÉÞÅÓËÉÊ ËÌÁÓÓ ÄÉÁÇÏÎÁÌÉ × S4 × S4.

1



(a) [S4] ÐÏÒÏÖÄÁÅÔ H4(T ) É [S4] ∩ [S4] = 2.
(b) äÌÑ ÌÀÂÙÈ x; y ∈ H4(T ) ×ÙÐÏÌÎÅÎÏ x ∩ jy = x ∩ y.
(c) óÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ [D4] ∈ H4(T; @), ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ [D4] ∩ [S4] = 1.
(d) H3(@T ) 6= 0.
õËÁÚÁÎÉÅ: [D4] 6∈ im j = ker @, ÐÏÜÔÏÍÕ @ 6= 0.
(e) H3(@T ) ∼= Z2.
ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ p : T → S4 ÓÕÖÅÎÉÅ ÎÁ T ÐÒÏÅËÃÉÉ S4×S4 → S4 ÎÁ ÐÅÒ×ÙÊ ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌØ.

ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ (T ′; p′) ËÏÐÉÀ ÐÁÒÙ (T; p).
4. óÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÄÉÆÆÅÏÍÏÒÆÉÚÍ f : (p′)−1D4 → p−1D4, ÐÅÒÅ×ÏÄÑÝÉÊ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ Ó ÄÉÁ-

ÇÏÎÁÌØÀ × p−1z, z ∈ IntD4.
ïÂÏÚÎÁÞÉÍ V := T ∪f T ′. ðÏÓÌÅ ÓÇÌÁÖÉ×ÁÎÉÑ ÐÏÌÕÞÉÔÓÑ 8-ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ V Ó ËÒÁÅÍ (ËÏ-

ÔÏÒÏÅ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ×ÏÄÏÐÒÏ×ÏÄÎÙÍ ÓÏÅÄÉÎÅÎÉÅÍ Ä×ÕÈ ËÏÐÉÊ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ T ).
5. (a) ìÀÂÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ S1 → @V ÉÌÉ S2 → @V ÇÏÍÏÔÏÐÎÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÀ × ÔÏÞËÕ.
(b) V ÇÏÍÏÔÏÐÉÞÅÓËÉ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏ S4 ∨ S4.
(c)H4(V ) ∼= Z⊕Z ÉÍÅÅÔ ÂÁÚÉÓ, × ËÏÔÏÒÏÍ ÍÁÔÒÉÃÁ ÆÏÒÍÙ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÊ H4(V )×H4(V ) → Z

ÉÍÅÅÔ ×ÉÄ
(

2 1
1 2

)
.

(d) äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÂÁÚÉÓÁ S1; S2 ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÂÁÚÉÓ D1; D2 ÇÒÕÐÐÙ H4(T; @), ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ Si ∩
Dj = �ij.

(e) H3(@V ) 6= 0.
(f) H3(@V ) ∼= Z3.
éÔÁË, @V ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÇÏÍÏÔÏÐÉÞÅÓËÉ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÙÍ ÓÆÅÒÅ S7 É ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏ ÕÓÌÏÖÎÅÎÉÅ

ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÉ.
ð ÏÓÔÒÏÅÎÉÅ ÓÆÅÒÙ íÉÌÎÏÒÁ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÇÒÁÆ Ó ×ÅÒÛÉÎÁÍÉ 1; : : : ; 8 É ÒÅÂÒÁÍÉ 12; 23; 34,

45; 56; 67 É 58. äÌÑ ËÁÖÄÏÊ ×ÅÒÛÉÎÙ a ÇÒÁÆÁ
×ÏÚØÍÅÍ Ó×ÏÊ ÜËÚÅÍÐÌÑÒ (Ta; pa) ÐÁÒÙ (T; p), É
×ÙÂÅÒÅÍ ÓÔÏÌØËÏ ÎÅÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÈÓÑ ÄÉÓËÏ× D4

ab ⊂ S4, ÓËÏÌØËÏ ×ÅÒÛÉÎ ÓÏÅÄÉÎÅÎÏ Ó a.
äÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÒÅÂÒÁ ab ÓËÌÅÉÍ p−1

a D4
ab É p−1

b D4
ba, ËÁË ÐÒÉ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÉ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ V .

ðÏÓÌÅ ÓÇÌÁÖÉ×ÁÎÉÑ ÐÏÌÕÞÉÔÓÑ 8-ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ W Ó ËÒÁÅÍ. (ïÎÏ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ×ÏÄÏÐÒÏ×ÏÄÎÙÍ
ÓÏÅÄÉÎÅÎÉÅÍ ËÏÐÉÊ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ T ÓÏÏÂÒÁÚÎÏ ÇÒÁÆÕ.) ëÒÁÊ @W ÜÔÏÇÏ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ É ÅÓÔØ
7-ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ ÉÚ ÐÒÉÍÅÒÁ íÉÌÎÏÒÁ.

6. (a) ìÀÂÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ S1 → @W ÉÌÉ S2 → @W ÇÏÍÏÔÏÐÎÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÀ × ÔÏÞËÕ.
(b) ÷ÙÂÅÒÉÔÅ ÂÁÚÉÓÙ S1; : : : ; S8 É D1; : : : ; D8 ÇÒÕÐÐ H4(W ) É H4(W;@), ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ Si ∩

Dj = �ij.
(c) îÁÊÄÉÔÅ ÍÁÔÒÉÃÕ ÆÏÒÍÙ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÊ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ W .
(d) H3(@W ) = 0.
(e) ëÒÁÊ @W ÇÏÍÏÔÏÐÉÞÅÓËÉ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÅÎ S7.
(f) óÉÇÎÁÔÕÒÁ (ÆÏÒÍÙ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÊ) ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ W ÒÁ×ÎÁ 8.
þÉÔÁÔÅÌØ, ÎÅ ÚÎÁËÏÍÙÊ Ó ÐÏÎÑÔÉÅÍ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ, ÍÏÖÅÔ ÎÅ ÒÅÛÁÔØ ÐÕÎËÔÙ (b,c,d,e) ÓÌÅÄÕ-

ÀÝÅÊ ÚÁÄÁÞÉ.
7. (a) Sn × Sn ×ÌÏÖÉÍÏ × R2n+1.
(b) óÕÍÍÁ ËÁÓÁÔÅÌØÎÏÇÏ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ Ë Sn × Sn É ÏÄÎÏÍÅÒÎÏÇÏ ÔÒÉ×ÉÁÌØÎÏÇÏ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ

ÎÁÄ Sn × Sn ÔÒÉ×ÉÁÌØÎÁ.
(c) íÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ Tn ÐÁÒÁÌÌÅÌÉÚÕÅÍÏ, Ô.Å. ÉÍÅÅÔ ÓÅÍÅÊÓÔ×Ï ÉÚ 2n ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÈ ×ÅËÔÏÒÎÙÈ

ÐÏÌÅÊ, ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙÈ × ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÅ.
(d) íÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ V ÐÁÒÁÌÌÅÌÉÚÕÅÍÏ.
(e) íÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ W ÐÁÒÁÌÌÅÌÉÚÕÅÍÏ.
(f) ÷Ù×ÅÄÉÔÅ ÎÅÄÉÆÆÅÏÍÏÒÆÎÏÓÔØ @W É S7 ÉÚ ÚÁÄÁÞ 6f, 7e É ÓÌÅÄÕÀÝÅÇÏ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÁ.
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ôÅÏÒÅÍÁ èÉÒÃÅÂÒÕÈÁ Ï ÓÉÇÎÁÔÕÒÅ. óÉÇÎÁÔÕÒÁ ÇÌÁÄËÏÇÏ ÚÁÍËÎÕÔÏÇÏ ÐÏÞÔÉ ÐÁÒÁÌ-
ÌÅÌÉÚÕÅÍÏÇÏ 8-ÍÅÒÎÏÇÏ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ 7 (ÄÁÖÅ ÎÁ 224).

8. ðÏÓÔÒÏÉÍ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ 4-ÍÅÒÎÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÊ W Ó ËÒÁÅÍ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ @W ÎÅ
×ÌÏÖÉÍÏ ÇÌÁÄËÏ × S4, ÉÓÐÏÌØÚÕÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ. (úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÐÏ ÔÅÏÒÅÍÅ æÒÉÄÍÁÎÁ,
@W ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÉ ×ÌÏÖÉÍÏ × S4.)

ôÅÏÒÅÍÁ òÏÈÌÉÎÁ Ï ÓÉÇÎÁÔÕÒÅ. óÉÇÎÁÔÕÒÁ ÇÌÁÄËÏÇÏ ÚÁÍËÎÕÔÏÇÏ ÐÏÞÔÉ ÐÁÒÁÌÌÅÌÉ-
ÚÕÅÍÏÇÏ 4-ÍÅÒÎÏÇÏ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ 16.

õËÁÚÁÎÉÑ.
2. (a) ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ S1 → @T4 ÐÒÏÄÏÌÖÁÅÔÓÑ ÄÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ D2 → T4. ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ

D2 → T4 ÍÏÖÎÏ ÉÚÍÅÎÉÔØ ÍÁÌÙÍ ÛÅ×ÅÌÅÎÉÅÍ, ÞÔÏÂÙ ÏÎÏ ÐÅÒÅÓÔÁÌÏ ÐÅÒÅÓÅËÁÔØ ÄÉÁÇÏÎÁÌØ ×
S2 × S2. ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ D2 → T4, ÎÅ ÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÅÅ ÄÉÁÇÏÎÁÌØ × S2 × S2, ÇÏÍÏÔÏÐÎÏ ÏÔÏÂÒÁ-
ÖÅÎÉÀ D2 → @T4.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ. úÁÄÁÞÕ 2 ÍÏÖÎÏ ÄÅÌÁÔØ, ÉÓÐÏÌØÚÕÑ ÔÏÞÎÕÀ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ.
äÌÑ S1 É S2 ÐÏÌÕÞÉÔÓÑ ÔÏ ÖÅ ÒÅÛÅÎÉÅ, ÞÔÏ É ×ÙÛÅ, ÎÏ ÂÏÌÅÅ ÓÌÏÖÎÏ ÉÚÌÏÖÅÎÎÏÅ.

5. (a) éÓÐÏÌØÚÕÑ ÔÅÏÒÅÍÕ úÅÊÆÅÒÔ-÷ÁÎ ëÁÍÐÅÎÁ É ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ íÁÊÅÒÁ-÷ÉÅÔÏÒÉÓÁ,
ÄÏËÁÖÉÔÅ �1(V ) = H2(V ) = 0. úÁÔÅÍ ×ÏÓÐÏÌØÚÕÊÔÅÓØ ÔÅÏÒÅÍÏÊ çÕÒÅ×ÉÞÁ.

6. (d) ïÔ×ÅÔ: aii = 2, aij = 1 ÉÌÉ aij = 0 ÓÏÏÂÒÁÚÎÏ ÔÏÍÕ, ÓÏÅÄÉÎÅÎÙ ÌÉ ×ÅÒÛÉÎÙ i; j
ÒÅÂÒÏÍ ÉÌÉ ÎÅÔ.

(e) (ÓÒ. [Br72, V.2.7]) äÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ j : H4(W ) → H4(W;@) ÜÐÉÍÏÒÆÎÏ. äÌÑ
ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÇÏ x′ ∈ H4(W;@) ÏÐÒÅÄÅÌÉÍ ÌÉÎÅÊÎÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ fx′ : H4(W ) → Z ÆÏÒÍÕÌÏÊ
fx′(y) = x′ ∩ y. ðÏ (c) ÆÏÒÍÁ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÊ H4(W )×H4(W ) → Z ÕÎÉÍÏÄÕÌÑÒÎÁ. ðÏÜÔÏÍÕ ÓÕ-
ÝÅÓÔ×ÕÅÔ x ∈ H4(W ), ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ fx′(y) = x∩y ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ y ∈ H4(W ). ðÏ Ä×ÏÊÓÔ×ÅÎÎÏÓÔÉ
ðÕÁÎËÁÒÅ x′ − jx = 0. éÔÁË, j ÜÐÉÍÏÒÆÎÏ.

7. (b,c) äÏËÁÖÉÔÅ É ÉÓÐÏÌØÚÕÊÔÅ ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ ÆÁËÔ: ÅÓÌÉ p : E → B | ×ÅËÔÏÒÎÏÅ ÒÁÓÓÌÏ-
ÅÎÉÅ ÓÏ ÓÌÏÅÍ Rn, p⊕ " ÔÒÉ×ÉÁÌØÎÏ É b := dimB < n, ÔÏ p ÔÒÉ×ÉÁÌØÎÏ. äÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á
ÜÔÏÇÏ ÆÁËÔÁ ÕÂÅÄÉÔÅÓØ, ÞÔÏ ÐÒÅÐÑÔÓÔ×ÉÑ Ë ÔÒÉ×ÉÁÌØÎÏÓÔÉ ÏÂÏÉÈ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÊ ÏÄÉÎÁËÏ×Ù (É,
ÚÎÁÞÉÔ, ÎÕÌÅ×ÙÅ) ××ÉÄÕ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ×ËÌÀÞÅÎÉÑ �b(SOn) → �b(SOn+1) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ
ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ.

ðÒÅÐÑÔÓÔ×ÉÑ Ë ÎÕÌØ-ËÏÂÏÒÄÁÎÔÎÏÓÔÉ
1. (a) åÓÌÉ A É B | ÚÁÍËÎÕÔÙÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ É A = @M , ÔÏ A×B = @(M ×B).
(b) ìÀÂÏÅ ÏÄÎÏÍÅÒÎÏÅ ÉÌÉ Ä×ÕÍÅÒÎÏÅ ÚÁÍËÎÕÔÏÅ ÏÒÉÅÎÔÉÒÕÅÍÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ

ËÒÁÅÍ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ.
(c) ìÀÂÏÅ Ä×ÕÍÅÒÎÏÅ ÚÁÍËÎÕÔÏÅ ÎÅÏÒÉÅÎÔÉÒÕÅÍÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ ÞÅÔÎÏÊ ÜÊÌÅÒÏ×ÏÊ ÈÁÒÁË-

ÔÅÒÉÓÔÉËÉ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ËÒÁÅÍ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ.
2. (a) RP 2 ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ËÒÁÅÍ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ.
òÅÛÅÎÉÅ. ðÕÓÔØ, ÎÁÐÒÏÔÉ×, M | 3-ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ É @M ∼= RP 2. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ M ′

ËÏÐÉÀ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ M . ôÏÇÄÁ 0 = �(M ∪RP 2 M ′) = �(M) +�(M ′)−�(RP 2), ÏÔËÕÄÁ �(RP 2)
ÞÅÔÎÏ. ðÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÅ.

(b) úÁÍËÎÕÔÏÅ 2-ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ËÒÁÅÍ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ
ÅÇÏ ÜÊÌÅÒÏ×Á ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÁ ÞÅÔÎÁ.

(c) ôÅÏÒÅÍÁ. åÓÌÉ ÚÁÍËÎÕÔÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ËÒÁÅÍ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ, ÔÏ ÅÇÏ ÜÊ-
ÌÅÒÏ×Á ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÁ ÞÅÔÎÁ.

(üÔÁ ÔÅÏÒÅÍÁ ÉÎÔÅÒÅÓÎÁ ÔÏÌØËÏ ÄÌÑ ÞÅÔÎÏÍÅÒÎÙÈ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÊ.)
(d) åÓÌÉ ÚÁÍËÎÕÔÏÅ 2k-ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ N Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ËÒÁÅÍ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ, ÔÏ rkHk(N) ÞÅÔÅÎ.
ôÅÏÒÅÍÁ. ìÀÂÏÅ ÚÁÍËÎÕÔÏÅ 3-ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ËÒÁÅÍ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ.
3. (a) RP 2k+1 Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ËÒÁÅÍ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ.
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(b) RP n Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ËÒÁÅÍ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ n ÎÅÞÅÔÎÏ.
(c) CP 2k ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ËÒÁÅÍ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ.
(d) CP 2k+1 Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ËÒÁÅÍ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ (ÄÁÖÅ ÏÒÉÅÎÔÉÒÕÅÍÏÇÏ).
(e) CP n Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ËÒÁÅÍ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ n ÎÅÞÅÔÎÏ.
(f) RP 2 × RP 2 ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ËÒÁÅÍ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ.
(g) ðÒÉ ËÁËÏÍ ÕÓÌÏ×ÉÉ RP n1 × : : :RP nk Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ËÒÁÅÍ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ?
4. (a) ëÒÁÊ ÏÒÉÅÎÔÉÒÕÅÍÏÇÏ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ ÚÁÍËÎÕÔ É ÏÒÉÅÎÔÉÒÕÅÍ.
(b) ìÀÂÏÅ ÏÄÎÏÍÅÒÎÏÅ ÉÌÉ Ä×ÕÍÅÒÎÏÅ ÚÁÍËÎÕÔÏÅ ÏÒÉÅÎÔÉÒÕÅÍÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ

ËÒÁÅÍ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÏÒÉÅÎÔÉÒÕÅÍÏÇÏ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ.
(Ó) ìÀÂÏÅ ÏÄÎÏÍÅÒÎÏÅ ÉÌÉ Ä×ÕÍÅÒÎÏÅ ÚÁÍËÎÕÔÏÅ ÏÒÉÅÎÔÉÒÏ×ÁÎÎÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ

ÏÒÉÅÎÔÉÒÏ×ÁÎÎÙÍ ËÒÁÅÍ ËÒÁÅÍ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÏÒÉÅÎÔÉÒÏ×ÁÎÎÏÇÏ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ.
îÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ÏÒÉÅÎÔÉÒÏ×ÁÎÎÙÍ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÏÒÉÅÎÔÉÒÕÅÍÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁ-

ÚÉÅ Ó ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÏÊ ÏÒÉÅÎÔÁÃÉÅÊ.
ôÅÏÒÅÍÁ. ìÀÂÏÅ ÚÁÍËÎÕÔÏÅ ÏÒÉÅÎÔÉÒÏ×ÁÎÎÏÅ 3-ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÏÒÉÅÎÔÉÒÏ×ÁÎ-

ÎÙÍ ËÒÁÅÍ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÏÒÉÅÎÔÉÒÏ×ÁÎÎÏÇÏ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ.
5. ïÒÉÅÎÔÉÒÏ×ÁÎÎÏÅ (ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏ) ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ CP 2 tCP 2 ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÏÒÉÅÎÔÉÒÏ×ÁÎ-

ÎÙÍ ËÒÁÅÍ ÏÒÉÅÎÔÉÒÏ×ÁÎÎÏÇÏ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ.
õËÁÚÁÎÉÅ: ÅÓÌÉ ÎÅ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ, ÔÏ ÓÍ. ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÚÁÄÁÞÉ.
6. äÌÑ 2n-ÍÅÒÎÏÇÏ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ M Ó ËÒÁÅÍ É ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÁ ×ËÌÀÞÅÎÉÑ i : Hn(@M) →

Hn(M)
(a) ix ∩ ix = 0 ÐÒÉ ÌÀÂÏÍ x ∈ Hn(@M);
(b) im i = Hn(M)⊥, ÇÄÅ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÏÅ ÄÏÐÏÌÎÅÎÉÅ ÂÅÒÅÔÓÑ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÆÏÒÍÙ ÐÅÒÅÓÅ-

ÞÅÎÉÊ Hn(M)×Hn(M) → Z.
õËÁÚÁÎÉÅ: ÉÓÐÏÌØÚÕÊÔÅ ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ.
ôÅÏÒÅÍÁ Ä×ÏÊÓÔ×ÅÎÎÏÓÔÉ ðÕÁÎËÁÒÅ (ÓÌÏÖÎÁÑ ÞÁÓÔØ). äÌÑ ÏÒÉÅÎÔÉÒÏ×ÁÎÎÏÇÏ ÇÌÁÄ-

ËÏÇÏ m-ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ M ÂÉÌÉÎÅÊÎÏÅ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ ∩ : Hn(M)×Hm−n(M;@) → Z ÕÎÉÍÏÄÕÌÑÒÎÏ,
Ô.Å. ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÐÒÉÍÉÔÉ×ÎÏÇÏ (Ô.Å. ÎÅ ÄÅÌÑÝÅÇÏÓÑ ÎÁ ÃÅÌÏÅ ÞÉÓÌÏ, ÂÏÌØÛÅÅ 1) ÜÌÅÍÅÎÔÁ
� ∈ Hn(M) ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÔÁËÏÊ � ∈ Hm−n(M;@), ÞÔÏ � ∩ � = 1 ∈ Z.

7. (ÓÒ. [Pr06, ÔÅÏÒÅÍÁ 8.16]) äÌÑ ÏÒÉÅÎÔÉÒÏ×ÁÎÎÏÇÏ (2n+ 1)-ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ M É ÇÏÍÏÍÏÒ-
ÆÉÚÍÏ× Hn+1(M;@) @→ Hn(@M) i→ Hn(M) ÉÍÅÅÍ

(a) x ∩ @y = ix ∩ y ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ x ∈ Hn(@M) É y ∈ Hn+1(M;@).
(b) @y ∩ @y = 0 ÐÒÉ ÌÀÂÏÍ y ∈ Hn+1(M;@).
(Ó) im @ = (im @)⊥, ÇÄÅ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÏÅ ÄÏÐÏÌÎÅÎÉÅ ÂÅÒÅÔÓÑ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÆÏÒÍÙ ÐÅÒÅÓÅ-

ÞÅÎÉÊ Hn(@M)×Hn(@M) → Z.
(d) 2 rk im @ = rkHn(@M).
8. ôÅÏÒÅÍÁ ðÏÎÔÒÑÇÉÎÁ (?). åÓÌÉ ÚÁÍËÎÕÔÏÅ ÏÒÉÅÎÔÉÒÏ×ÁÎÎÏÅ 4k-ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ N

Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÏÒÉÅÎÔÉÒÏ×ÁÎÎÙÍ ËÒÁÅÍ ÏÒÉÅÎÔÉÒÕÅÍÏÇÏ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ, ÔÏ �(N) = 0.
9. (a) áÄÄÉÔÉ×ÎÏÓÔØ. �(M tN) = �(M) + �(N).
(b) íÕÌØÔÉÐÌÉËÁÔÉ×ÎÏÓÔØ. �(M ×N) = �(M)�(N).
(c)* áÄÄÉÔÉ×ÎÏÓÔØ îÏ×ÉËÏ×Á-òÏÈÌÉÎÁ. �(M ⋃

@M=@N
N) = �(M) + �(N) [Pr06].

õËÁÚÁÎÉÑ.
3. (d) ðÏÓÔÒÏÊÔÅ É ÉÓÐÏÌØÚÕÊÔÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ CP 2k+1 → HP k ÓÏ ÓÌÏÅÍ S2. éÌÉ ÐÏÓÔÒÏÊÔÅ

É ÉÓÐÏÌØÚÕÊÔÅ ÉÎ×ÏÌÀÃÉÀ ÎÁ CP 2k+1 ÂÅÚ ÎÅÐÏÄ×ÉÖÎÙÈ ÔÏÞÅË.
(f) e(RP 2 × RP 2) = e(RP 2)2 ≡ 1 mod 2.
7. (c) õËÁÚÁÎÉÅ: ÉÓÐÏÌØÚÕÊÔÅ (a,b) É Ä×ÏÊÓÔ×ÅÎÎÏÓÔØ ðÕÁÎËÁÒÅ.
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åÓÌÉ x ∈ Hn(@M) É x ∩ im @ = 0, ÔÏ ix ∩ y = x ∩ @y = 0 ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ y ∈ Hn+1(M;@).
úÎÁÞÉÔ, ÐÏ Ä×ÏÊÓÔ×ÅÎÎÏÓÔÉ ðÕÁÎËÁÒÅ ix = 0, Ô.Å. x ∈ im @.

(d) õËÁÚÁÎÉÅ: ÉÓÐÏÌØÚÕÊÔÅ (c) É Ä×ÏÊÓÔ×ÅÎÎÏÓÔØ ðÕÁÎËÁÒÅ.

ðÅÒÅÓÔÒÏÊËÉ É ËÌÁÓÓÉÆÉËÁÃÉÑ ÇÏÍÏÔÏÐÉÞÅÓËÉÈ ÓÆÅÒ
úÁÍËÎÕÔÙÅ ÏÒÉÅÎÔÉÒÏ×ÁÎÎÙÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ N1 É N2 ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ÏÒÉÅÎÔÉÒÏ×ÁÎÎÏ ËÏÂÏÒ-

ÄÁÎÔÎÙÍÉ, ÅÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÏÒÉÅÎÔÉÒÏ×ÁÎÎÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ (ÏÒÉÅÎÔÉÒÏ×ÁÎÎÙÊ ËÏÂÏÒÄÉÚÍ)
Ó ÇÒÁÎÉÃÅÊ N1 t (−N2) (ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÏÄÎÏ ÉÚ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÊ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÐÕÓÔÙÍ). þÅÒÅÚ −N2
ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ ÏÒÉÅÎÔÉÒÏ×ÁÎÎÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ, ÐÏÌÕÞÅÎÎÏÅ ÉÚ N2 ÉÚÍÅÎÅÎÉÅÍ ÏÒÉÅÎÔÁÃÉÉ.

1. (a) M tN ËÏÂÏÒÄÁÎÔÎÏ M#N .
(b) ìÀÂÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ ËÏÂÏÒÄÁÎÔÎÏ Ó×ÑÚÎÏÍÕ.
2. (a) ðÅÒÅÓÔÒÏÊËÁ ÄÁÅÔ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ, ËÏÂÏÒÄÁÎÔÎÏÅ ÉÓÈÏÄÎÏÍÕ.
(b)* ïÂÒÁÔÎÏ, ÅÓÌÉ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ ËÏÂÏÒÄÁÎÔÎÙ, ÔÏ ÏÄÎÏ ÍÏÖÎÏ ÐÏÌÕÞÉÔØ ÉÚ ÄÒÕÇÏÇÏ

ÐÅÒÅÓÔÒÏÊËÁÍÉ.
3. (a) ìÀÂÏÅ ÏÒÉÅÎÔÉÒÕÅÍÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ 6= 3 ËÏÂÏÒÄÁÎÔÎÏ ÏÄÎÏÓ×ÑÚÎÏÍÕ.
(b) ìÀÂÏÅ ÓÐÉÎÏÒÎÏÅ (Ô.Å. ÐÁÒÁÌÌÅÌÉÚÕÅÍÏÅ × ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ Ä×ÕÍÅÒÎÏÇÏ ÏÓÔÏ×Á ÎÅËÏÔÏÒÏÊ

ÔÒÉÁÎÇÕÌÑÃÉÉ) ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ ≥ 6 ËÏÂÏÒÄÁÎÔÎÏ Ä×ÕÓ×ÑÚÎÏÍÕ.
(c) ìÀÂÏÅ ÓÐÉÎÏÒÎÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ ≥ 8 ÐÁÒÁÌÌÅÌÉÚÕÅÍÏ × ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÔÒÅÈ-

ÍÅÒÎÏÇÏ ÏÓÔÏ×Á ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÔÒÉÁÎÇÕÌÑÃÉÉ É ÐÏÔÏÍÕ ËÏÂÏÒÄÁÎÔÎÏ ÔÒÅÈÓ×ÑÚÎÏÍÕ.
ôÅÏÒÅÍÁ ëÅÒ×ÅÒÁ-íÉÌÎÏÒÁ. íÎÏÖÅÓÔ×Ï �n ÏÒÉÅÎÔÉÒÏ×ÁÎÎÙÈ n-ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÊ, ÇÏ-

ÍÏÔÏÐÉÞÅÓËÉ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÙÈ Sn (ÇÏÍÏÔÏÐÉÞÅÓËÏÊ ÓÆÅÒ), Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÓÏÈÒÁÎÑÀÝÅÇÏ
ÏÒÉÅÎÔÁÃÉÀ ÄÉÆÆÅÏÍÏÒÆÉÚÍÁ, ËÏÎÅÞÎÏ ÐÒÉ n ≥ 6.

4. üÔÏÔ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÒÁ×ÎÏÓÉÌÅÎ ÓÌÅÄÕÀÝÅÍÕ: ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï n-ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÊ, ÇÏÍÏÔÏÐÉÞÅÓËÉ
ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÙÈ Sn, Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÄÉÆÆÅÏÍÏÒÆÉÚÍÁ, ËÏÎÅÞÎÏ ÐÒÉ n ≥ 6.

ìÅÍÍÁ. îÏÒÍÁÌØÎÏÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ ×ÌÏÖÅÎÉÑ ÇÏÍÏÔÏÐÉÞÅÓËÏÊ ÓÆÅÒÙ × Rm ÔÒÉ×ÉÁÌØÎÏ ÄÌÑ
ÂÏÌØÛÏÇÏ m.

ðÒÅÐÑÔÓÔ×ÉÅ Ë ÔÒÉ×ÉÁÌØÎÏÓÔÉ ÌÅÖÉÔ × �n−1(SO). ðÏÜÔÏÍÕ ÌÅÍÍÁ ×ÅÒÎÁ ÄÌÑ n ≡ 3; 5; 6; 7 mod
8. äÌÑ ÄÒÕÇÉÈ n ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÂÏÌÅÅ ÓÌÏÖÎÏ.

ï ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÉ ðÏÎÔÒÑÇÉÎÁ ÓÍ., ÎÁÐÒÉÍÅÒ, [Pr04], §18.
äÌÑ ÇÏÍÏÔÏÐÉÞÅÓËÏÊ ÓÆÅÒÙN ⊂ Rm c ÎÏÒÍÁÌØÎÙÍ ÏÓÎÁÝÅÎÉÅÍ � ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ p(N; �) ∈

�m(Sm−n) ∼= �Sn ËÌÁÓÓ ÏÓÎÁÝÅÎÎÏÇÏ ËÏÂÏÒÄÉÚÍÁ.
5. äÌÑ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÊ ÓÆÅÒÙ Sn ⊂ Rm, ÂÏÌØÛÏÇÏ m É x ∈ �n(SOm−n) ∼= �n(SO) ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ

ÏÓÎÁÝÅÎÉÅ ÎÏÒÍÁÌØÎÏÇÏ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ, ÐÏÌÕÞÅÎÎÏÅ ÉÚ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÇÏ ÏÓÎÁÝÅÎÉÑ ÐÒÉ ÐÏÍÏÝÉ
x. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ J(x) ∈ �Sn ËÌÁÓÓ ÏÓÎÁÝÅÎÎÏÇÏ ËÏÂÏÒÄÉÚÍÁ ÐÏÌÕÞÅÎÎÏÇÏ ÏÓÎÁÝÅÎÎÏÇÏ
ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ.

(a) ïÐÒÅÄÅÌÉÔÅ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ É ×ÙÞÉÓÌÉÔÅ J : �1(SO2) → �3(S2).
(b) ÷ÙÞÉÓÌÉÔÅ J : �1(SO) → �S1 .
(c)* ÷ÙÞÉÓÌÉÔÅ J : �3(SO) → �S3 .
(d) J : �n(SO) → �Sn ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ.
(e)* p(N; x�) = p(N; �) + J(x).
÷×ÉÄÕ 5de ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ p : �n → �Sn= im J ËÏÒÒÅËÔÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÏ ÆÏÒÍÕÌÏÊ p(N) :=

p(N; �) + im J .
6. (a) ïÐÅÒÁÃÉÑ Ó×ÑÚÎÏÇÏ ÓÕÍÍÉÒÏ×ÁÎÉÑ ÐÒÅ×ÒÁÝÁÅÔ �n × ÇÒÕÐÐÕ.
(b) p ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ.
ðÏÜÔÏÍÕ É ÐÏÓËÏÌØËÕ ÇÒÕÐÐÁ �n : ù ËÏÎÅÞÎÁ ÄÌÑ n > 0, ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ker p

ËÏÎÅÞÎÏ.
7. (a) åÓÌÉ ÎÏÒÍÁÌØÎÏÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ ÔÒÉ×ÉÁÌØÎÏ, ÔÏ ÓÕÍÍÁ ËÁÓÁÔÅÌØÎÏÇÏ É ÏÄÎÏÍÅÒÎÏÇÏ

ÔÒÉ×ÉÁÌØÎÏÇÏ ÔÒÉ×ÉÁÌØÎÁ.

5



(b) äÌÑ Ó×ÑÚÎÏÇÏ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ Ó ÎÅÐÕÓÔÙÍ ËÒÁÅÍ ÅÓÌÉ ÓÕÍÍÁ ËÁÓÁÔÅÌØÎÏÇÏ É ÏÄÎÏÍÅÒÎÏÇÏ
ÔÒÉ×ÉÁÌØÎÏÇÏ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÊ ÔÒÉ×ÉÁÌØÎÁ, ÔÏ ËÁÓÁÔÅÌØÎÏÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ ÔÒÉ×ÉÁÌØÎÏ.

(c) p(N) = 0 ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ N Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÇÒÁÎÉÃÅÊ ÐÁÒÁÌÌÅÌÉÚÕÅÍÏÇÏ ÍÎÏÇÏ-
ÏÂÒÁÚÉÑ.

÷ ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ ÚÁÄÁÞÁÈ N = @W ÇÏÍÏÔÏÐÉÞÅÓËÁÑ n-ÓÆÅÒÁ É W ÐÁÒÁÌÌÅÌÉÚÕÅÍÏ. ðÏ ÐÏ×ÏÄÕ
ÚÁÄÁÞ, ÏÔÍÅÞÅÎÎÙÈ Ú×ÅÚÄÏÞËÁÍÉ, ÓÍ. [KM63].

8. (a) åÓÌÉ W ÓÔÑÇÉ×ÁÅÍÏ, ÔÏ N ∼= Sn.
(b)* íÏÖÎÏ ÔÁË ×ÙÂÒÁÔØ ÏÓÎÁÝÅÎÉÅ ÓÆÅÒÙ Si ⊂ W , ÞÔÏÂÙ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÐÅÒÅÓÔÒÏÊËÉ ÐÏ

ÜÔÏÊ ÓÆÅÒÅ Ó ÜÔÉÍ ÏÓÎÁÝÅÎÉÅÍ ÂÙÌ ÐÁÒÁÌÌÅÌÉÚÕÅÍÙÍ.
(c) ðÅÒÅÓÔÒÏÊËÁÍÉ ÍÏÖÎÏ ÄÏÂÉÔØÓÑ ÔÏÇÏ, ÞÔÏÂÙ W ÓÔÁÌÏ ([n=2]− 1)-Ó×ÑÚÎÙÍ.
9. ðÕÓÔØ n = 2k É W ′ ÐÏÌÕÞÅÎÏ ÉÚ W ÐÅÒÅÓÔÒÏÊËÏÊ ÓÆÅÒÙ Sk ⊂ W .
(a) óÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ x ∈ Hk(W ′), ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ Hk(W ′)=x ∼= Hk(W )=[Sk].
(b) åÓÌÉ [Sk] ∈ Hk(W ) ÐÒÉÍÉÔÉ×ÅÎ, ÔÏ Hk(W ′) ∼= Hk(W )=[Sk].
(c) åÓÌÉ k ≥ 4 ÞÅÔÎÏ, ÔÏ rkHk(W ′) 6= rkH2(W ).
(d)* åÓÌÉ k ≥ 4 ÞÅÔÎÏ, ÔÏ N ∼= Sn.
(e)* åÓÌÉ k ≥ 3 ÎÅÞÅÔÎÏ, ÔÏ N ∼= Sn.
10. (a)* åÓÌÉ n = 4l − 1 ≥ 7 É �(W ) = 0, ÔÏ N ∼= Sn.
(b)* óÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÚÁÍËÎÕÔÏÅ ÐÏÞÔÉ ÐÁÒÁÌÌÅÌÉÚÕÅÍÏÅ 4l-ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ M , ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ

�(M) 6= 0.
(c) åÓÌÉ n = 4l − 1 ≥ 7 É �(W ) ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ �(M), ÔÏ N ∼= Sn.
11. ðÕÓÔØ n = 4l + 1 ≥ 17. ðÅÒÅÓÔÒÏÊËÁÍÉ ÍÏÖÎÏ ÄÏÂÉÔØÓÑ ÔÏÇÏ, ÞÔÏÂÙ W ÓÔÁÌÏ

2l-Ó×ÑÚÎÙÍ (É ÏÓÔÁÌÏÓØ ÐÁÒÁÌÌÅÌÉÚÕÅÍÙÍ). òÅÁÌÉÚÕÅÍ ÜÌÅÍÅÎÔ x ∈ H2l+1(W ) ×ÌÏÖÅÎÉÅÍ
x : S2l+1 → W . ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ

q(x) ∈ ker[i∗ : �2l(SO2l+1) → �2l(SO)] ∼= Z2

ÐÒÅÐÑÔÓÔ×ÉÅ Ë ÔÒÉ×ÉÁÌØÎÏÓÔÉ ÎÏÒÍÁÌØÎÏÇÏ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ ×ÌÏÖÅÎÉÑ x. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ Arf(N) :=
Arf(q) := ∑

i q(ai)q(bi) ∈ Z2, where a1; : : : ; am; b1; : : : ; bm is a symplectic basis of H2l+1(W ).
(a) q Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÁÑ ÆÏÒÍÁ ÎÁÄ Z2.
(b) Arf(N) ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ ÚÁ×ÉÓÉÔ ÔÏÌØËÏ ÏÔ N .
(c) åÓÌÉ Arf(N) = 0, ÔÏ N ∼= Sn.
úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ Arf(N) = 0 ÄÌÑ l 6= 1; 3; 7; 15; 31. üÔÏ ÒÅÛÅÎÉÅ ÚÎÁÍÅÎÉÔÏÊ ÐÒÏÂÌÅÍÙ

ëÅÒ×ÅÒÁ, ÐÏÌÕÞÅÎÎÏÅ ÏËÏÌÏ 2008 Ç.
12. ÷Ù×ÅÄÉÔÅ ÔÅÏÒÅÍÕ ëÅÒ×ÅÒÁ-íÉÌÎÏÒÁ ÉÚ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÇÏ.
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