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Задача 1. Пусть P главное расслоение со структурной группой G, и G
действует (слева) на F. Доказать, что тогда E = P ×G F будет расслоением
со слоем F, ассоциированным с P в смысле определения ассоциированного
расслоение через склеивающие коциклы.

Задача 2. Пусть P главное расслоение над M со структурной группой
G, G действует (слева) на F и E = P ×G F. Мы доказали на лекции, что
C∞(P, F )G естественно изоморфно Γ(M,E), поэтому C∞(P, F )G представ-
ляет для нас большой интерес. Доказать, что если s ∈ C∞(P, F )G, то

∀X ∈ g (XP · s)(x) + dρ(X)s(x) = 0,

где XP — векторное поле на P, отвечающее X ∈ g, а dρ — дифференциал
действия G на F.

Задача 3. Пусть ρ : G −→ GL(V ) действие (левое) группы G на век-
торном пространстве V. Рассмотрим действие группы G на пространстве
Ω(P, V ) = Ω(P ) ⊗ V (неоднородных) V -значных дифференциальных форм
на P, определенное как

g · (β ⊗ v) = g∗β ⊗ ρ(g)v.

Тогда определено пространство G-инвариантных V -значных форм на P, ко-
торое обозначается через Ω(P, V )G ⊂ Ω(P, V ).Доказать, что если α ∈ Ω(P, V )G,
то

∀X ∈ g LXα+ dρ(X)α = 0,

где LX действие на формах элемента алгебры, индуцированное действием
группы G на главном расслоении P, а dρ — дифференциал действия G на V.

Задача 4. Докажите, что гладкость распределения горизонтальных плос-
костейHE ⊂ TE эквивалентна гладкости 1-формы связности ω ∈ Ω1(E, V E).

Задача 5. Мы определяем кривизну в произвольном расслоении E −→M
как Ω(X,Y ) = [X,Y ]E − [XE , YE ], где XE — горизонтальное поднятие век-
торного поля X, определённого на базе расслоения. Доказать, что Ω(X,Y )
является вертикальным векторным полем на E, то есть Ω можно рассмат-
ривать как элемент Γ(Λ2T ∗M ⊗ V E).

Задача 6. Доказать, что 1-форма связности на главном расслоении ω
(которая по определению инвариантна!) удовлетворяет соотношению

∀X ∈ g LXω + [X,ω] = 0,

Задача 7. Мы определяем кривизну в главном расслоении P как

Ω(X,Y )P = PHP [X,Y ]E − [PHPX,PHPY ],

где PHP — проектор на горизонтальное подпространство. Доказать, что
Ω ∈ Ω2(P, g)bas.

Задача 8. Определим горизонтальные подпространства в расслоении,
ассоциированном с главным, следующим образом. Пусть A естественное
отображение A : P × F −→ E = P ×G F. Выберем x ∈ E и некоторый его
прообраз (p, f) ∈ A−1(x). Тогда по определению

HEx = d(p,f)A(HpP ).



Доказать, что это определение корректно (не зависит от выбора прообраза)
и что получившиеся плоскости в самом деле могут быть взяты в качестве
горизонтальных.

Задача 9. Группа G действует на P справа, поэтому X ∈ g соответству-
ет векторное поле на P, заданное формулой

(XP f)(p) =
d

dε

∣∣∣∣
ε=0

f(p exp(εX)).

Доказать, что V P ∼= P × g и найти индуцированное действие G на

Ω1(P, g) ∼= Ω1(P, V P ).

Задача 10. Пусть E = P ×G V векторное расслоение, а ∇ — связность.
Пусть локально ∇ = d+ω, где ω — локальная 1-форма связности. Доказать,
что тогда локально 1-формой связности в расслоении реперов GL(E) будет

ωGL(E) = π∗ω + g−1dg,

где π : GL(E) −→M проекция в расслоении реперов, а g ∈ C∞(GL(V ),End(V ))
тавтологическое отображение. Форма

g−1dg ∈ Ω1(GL(V ),End(V ))

называется формой Маурера-Картана.


