
Çàäà÷è ê êóðñó Òîïîëîãèÿ 3 (ÍÌÓ, âåñíà 2015). Ëèñòîê 2.

Çàäà÷à 1. Ïóñòü X � òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî, ϕ0, ϕ1 : S
n → X � ãîìîòîï-

íûå îòîáðàæåíèÿ.

à) Äîêàæèòå, ÷òî òîïîëîãè÷åñêèå ïðîñòðàíñòâà X tϕ0B
n+1 è X tϕ1B

n+1 ãîìîòî-

ïè÷åñêè ýêâèâàëåíòíû.

á) Îñòàíåòñÿ ëè óòâåðæäåíèå âåðíûì, åñëè çàìåíèòü (Bn+1, Sn) ïðîèçâîëüíîé êëå-

òî÷íîé ïàðîé?

Çàäà÷à 2. Ïóñòü X, Y � òîïîëîãè÷åñêèå ïðîñòðàíñòâà. Ìíîæåñòâî C(X, Y ) íåïðå-

ðûâíûõ îòîáðàæåíèé èç X â Y íàäåëÿåòñÿ êîìïàêòíî-îòêðûòîé òîïîëîãèåé,

ïðåäáàçà êîòîðîé îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì: ïàðå K ⊂ X , V ⊂ Y , ãäå K

� êîìïàêò, à V îòêðûòî, îòâå÷àåò ýëåìåíò ïðåäáàçû UK,V = {f |f(K) ⊂ V } .
à) Äîêàæèòå, ÷òî åñëè X êîìïàêòíî, à òîïîëîãèÿ íà Y çàäà¼òñÿ ìåòðèêîé ρ , òî

êîìïàêòíî-îòêðûòàÿ òîïîëîãèÿ íà C(X, Y ) çàäà¼òñÿ ìåòðèêîé

ρ̂(f1, f2) = sup
x∈X

ρ(f1(x), f2(x)).

á) Äîêàæèòå, ÷òî åñëè X ëîêàëüíî êîìïàêòíî è õàóñäîðôîâî (íàïðèìåð, ÿâëÿåòñÿ

ëîêàëüíî êîíå÷íûì êëåòî÷íûì ïðîñòðàíñòâîì), òî îòîáðàæåíèå F : [0, 1]×X → Y

íåïðåðûâíî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà íåïðåðûâíî îòîáðàæåíèå

F ′ : [0, 1]→ C(X, Y ),
(
F ′(t)

)
(x) = F (t, x).

â) ×òî èç ïðåäûäóùåãî óòâåðæäåíèÿ ñïðàâåäëèâî äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà X � îäíî-

ìåðíîå êëåòî÷íîå ïðîñòðàíñòâî èç çàäà÷è 1 ëèñòêà 1, Y = R?

Çàäà÷à 3. Ïóñòü R∞ � îäíî èç ñëåäóþùèõ òîïîëîãè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ:

à) ïðÿìîé ïðåäåë lim−→Rn ; á) ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå ñ÷¼òíîãî ÷èñëà êîïèé R ;

â) âåùåñòâåííîå ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî.

Äëÿ x = (x1, x2, x3, . . .) ∈ R∞ îáîçíà÷èì ‖x‖ =
∑

i |xi|2 (â ñëó÷àå (á) çíà÷å-

íèå ‖x‖ ìîæåò áûòü áåñêîíå÷íûì). Ðàññìîòðèì â R∞ áåñêîíå÷íîìåðíûé øàð

B∞ = {x |‖x‖ 6 1} è áåñêîíå÷íîìåðíóþ ñôåðó S∞ = {x |‖x‖ = 1} . Îïðåäåëèì
îòîáðàæåíèÿ f : S∞ → S∞, f(x1, x2, x3, . . .) = (0, x1, x2, . . .)è P : B∞\{0} → S∞,

P (x) = x/‖x‖ . Ïóñòü z = (1, 0, 0 . . .) .

Äëÿ êàêèõ èç ïðîñòðàíñòâ R∞ âåðíî, ÷òî îòîáðàæåíèå

H1 : [0, 1]× S∞ → S∞, H1(t, x) = P (tf(x) + (1− t)x)
çàäà¼ò ãîìîòîïèþ ìåæäó òîæäåñòâåííûì îòîáðàæåíèåì ñôåðû è îòîáðàæåíèåì f ,

à îòîáðàæåíèå

H2 : [0, 1]× S∞ → S∞, H2(t, x) = P (tz + (1− t)f(x))
çàäà¼ò ãîìîòîïèþ ìåæäó îòîáðàæåíèåì f è îòîáðàæåíèåì â òî÷êó z ?


