
Çàäà÷è ê êóðñó Òîïîëîãèÿ 3 (ÍÌÓ, âåñíà 2015). Ëèñòîê 3.

Çàäà÷à 1. Ìîðôèçìû öåïíûõ êîìïëåêñîâ f0, f1 : (C∗, ∂) → (C ′∗, ∂
′) íàçûâàþòñÿ

öåïíîãîìîòîïíûìè, åñëè ñóùåñòâóåò òàêîå ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå h : C∗ → C ′∗
ñòåïåíè 1 (öåïíàÿ ãîìîòîïèÿ), ÷òî f1 −f0 = ∂′h+ h∂ .

à) Äîêàæèòå, ÷òî öåïíîãîìîòîïíûå ìîðôèçìû öåïíûõ êîìïëåêñîâ èíäóöèðóþò

îäèíàêîâûå îòîáðàæåíèÿ ãîìîëîãèé.

á) Äîêàæèòå, ÷òî ãîìîòîïíûå êëåòî÷íûå îòîáðàæåíèÿ êëåòî÷íûõ ïðîñòðàíñòâ èí-

äóöèðóþò öåïíîãîìîòîïíûå îòîáðàæåíèÿ èõ öåïíûõ êîìïëåêñîâ.

â) Äîêàæèòå, ÷òî ãîìîòîïè÷åñêè ýêâèâàëåíòíûå êëåòî÷íûå ïðîñòðàíñòâà èìåþò

èçîìîðôíûå ãîìîëîãèè è èçîìîðôíûå êîãîìîëîãèè.

Çàäà÷à 2. Âû÷èñëèòü ãîìîëîãèè è êîãîìîëîãèè

à) áóòûëêè Êëåéíà K2 ;

á) âåùåñòâåííûõ ïðîåêòèâíûõ ïðîñòðàíñòâ RP n è RP∞ ;
â) ïîâåðõíîñòè â R3, ïîëó÷åííîé âðàùåíèåì îêðóæíîñòè

{
(x−1)2+ y2 = 1, z = 0

}
âîêðóã ïðÿìîé

{
x= z = 0

}
;

ã) äîïîëíåíèÿ â R2 ê ìíîæåñòâó èç äâóõ òî÷åê;

ä) äîïîëíåíèÿ â R3 ê îêðóæíîñòè
{
x2+ y2 = 1, z = 0

}
;

å) äîïîëíåíèÿ â R3 ê ïðîñòðàíñòâó èç ï. â);

æ) äîïîëíåíèÿ â R3 ê îáúåäèíåíèþ îêðóæíîñòè
{
x2+y2 = 1, z = 0

}
è îêðóæíîñòè{

(y− 1)2+ z2 = 1, x= 0
}
.

Çàäà÷à 3. Ïóñòü X � êëåòî÷íîå ïðîñòðàíñòâî, X ′ � òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàí-

ñòâî, ïîëó÷åííîå ïðèêëåèâàíèåì ê X øàðà Bk+1 ïðè ïîìîùè íåïðåðûâíîãî îòîá-

ðàæåíèÿ ϕ : S k
+ → X , ãäå S k

+ � çàìêíóòàÿ ïîëóñôåðà ñôåðû Sk = ∂Bk+1. Ââåäèòå

íà X ′ ñòðóêòóðó êëåòî÷íîãî ïðîñòðàíñòâà, êîòîðîå ïîëó÷àåòñÿ èç X ïðèêëåèâà-

íèåì äâóõ êëåòîê, ðàçìåðíîñòè k è k+ 1 . Äîêàæèòå, ÷òî âëîæåíèå X ↪→ X ′ åñòü

ãîìîòîïè÷åñêàÿ ýêâèâàëåíòíîñòü. Òàêàÿ ãîìîòîïè÷åñêàÿ ýêâèâàëåíòíîñòü íàçûâà-

åòñÿ ýëåìåíòàðíîé.

Çàäà÷à 4. Ïóñòü X � êëåòî÷íîå ïðîñòðàíñòâî, X ′ � åãî ñòÿãèâàåìîå êëåòî÷-

íîå ïîäïðîñòðàíñòâî. Äîêàæèòå, ÷òî îòîáðàæåíèå ôàêòîðèçàöèè X → X/X ′ åñòü

ãîìîòîïè÷åñêàÿ ýêâèâàëåíòíîñòü.

Çàäà÷à 5. Ïóñòü X � íåïóñòîå ëèíåéíî ñâÿçíîå êëåòî÷íîå ïðîñòðàíñòâî, ó êîòî-

ðîãî ÷èñëî íóëüìåðíûõ êëåòîê à) êîíå÷íî; á) ñ÷¼òíî. Äîêàæèòå, ÷òî X ãîìîòî-

ïè÷åñêè ýêâèâàëåíòíî ïðîñòðàíñòâó, ó êîòîðîãî íóëüìåðíàÿ êëåòêà åäèíñòâåííà.


