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Ëèñòîê 1. Èíòåãðàë.

Äèôôåðåíöèðóåìàÿ ôóíêöèÿ F íà èíòåðâàëå (a, b) íàçûâàåòñÿ ïåðâîîáðàçíîé èëè íåîïðåäåëåííûì

èíòåãðàëîì ôóíêöèè f , åñëè F ′ = f . Äàëåå îáîçíà÷àåì F =

∫
f(x) dx. ßñíî, ÷òî ôóíêöèÿ F îïðåäåëåíà

ñ òî÷íîñòüþ äî äîáàâëåíèÿ êîíñòàíòû.
Çàäà÷à 1. Ðàñêëàäûâàÿ íà ïðîñòåéøèå äðîáè óêàæèòå àëãîðèòì èíòåãðèðîâàíèÿ ïðîèçâîëüíîé ðàöèî-

íàëüíîé ôóíêöèè.

Çàäà÷à 2. Íàéäèòå

∫
1

1 + x4
dx.

Ïóñòü g(x, y) � íåïðèâîäèìûé ìíîãî÷ëåí. Êðèâàÿ, çàäàííàÿ óðàâíåíèåì g(x, y) = 0, íàçûâàåòñÿ ðàöèî-
íàëüíîé, åñëè ñóùåñòâóåò ïàðà ðàöèîíàëüíûõ ôóíêöèé x = x(t) è y = y(t) òàêàÿ, ÷òî g(x(t), y(t)) = 0 äëÿ
âñåõ t êðîìå êîíå÷íîãî ÷èñëà è äëÿ âñåõ òî÷åê êðèâîé (x0, y0) êðîìå êîíå÷íîãî ÷èñëà ñóùåñòâóåò t0, äëÿ
êîòîðîãî x(t0) = x0 è y(t0) = y0.

Çàäà÷à 3. Íàéäèòå ðàöèîíàëüíóþ ïàðàìåòðèçàöèþ êðèâûõ x2 + y2 = 1 è x2 − y2 = 1. Îáúÿñíèòå êàê

íàéòè ïåðâîîáðàçíûå

∫
R(x,

√
1− x2) dx,

∫
R(x,

√
x2 − 1) dx,

∫
R(x,

√
1 + x2) dx, ãäå R � ïðîèçâîëüíàÿ

ðàöèîíàëüíàÿ ôóíêöèÿ.
Çàäà÷à 4. Ïîêàæèòå, ÷òî âñÿêàÿ êðèâàÿ, çàäàííàÿ óðàâíåíèåì ax2+bxy+cy2+dx+ey+f = 0, ÿâëÿåòñÿ

ðàöèîíàëüíîé.
Çàäà÷à 5. Äîêàæèòå, ÷òî êðèâàÿ xn + yn = 1 ïðè n ≥ 3 íå ÿâëÿåòñÿ ðàöèîíàëüíîé.
Ïóñòü g(x, y) � íåïðèâîäèìûé ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè n. Òî÷êà (x0, y0) êðèâîé g(x, y) = 0 íàçûâàåòñÿ îñîáîé

òî÷êîé êðàòíîñòè k ≥ 2, åñëè ïîñëå çàìåíû u = x− x0, v = y − y0 ó ìíîãî÷ëåíà g̃(u, v) = g(u+ x0, v + y0)
íåò ÷ëåíîâ ñòåïåíè ≤ k − 1.

Çàäà÷à 6. Ïóñòü g � íåïðèâîäèìûé ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè n = 3. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ó ñîîòâåòñòâóþùåé
êðèâîé åñòü ðîâíî îäíà îñîáàÿ òî÷êà êðàòíîñòè 2. Äîêàæèòå, ÷òî ýòî ðàöèîíàëüíàÿ êðèâàÿ. Ïîïðîáóéòå
îáîáùèòü ýòó çàäà÷ó íà ñëó÷àé n ≥ 4.

Çàäà÷à 7. Íàéäèòå

∫
sinx

cosx+ 3 sinx
dx,

∫
xnex dx,

∫
sinn x dx,

∫
1

1 + ex
dx.

Çàäà÷à 8. Ïóñòü G =

∫
g(y) dy è F =

∫
f(x) dx íà (a, b). Äîêàæèòå, ÷òî äèôôåðåíöèðóåìàÿ ôóíêöèÿ

y(x) óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ g(y)y′ = f(x) íà èíòåðâàëå (a, b) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà G(y(x)) =
F (x) + C äëÿ âñåõ x ∈ (a, b) è íåêîòîðîãî C. Ðåøèòå óðàâíåíèå y′ = λy.

Çàäà÷à 9. (Îñòûâàíèå ÷àéíèêà) Èñõîäÿ èç òîãî, ÷òî ñêîðîñòü îñòûâàíèÿ ÷àéíèêà ïðîïîðöèîíàëüíà ðàç-
íîñòè åãî òåìïåðàòóðû è òåìïåðàòóðû âîçäóõà, âûâåäèòå çàâèñèìîñòü òåìïåðàòóðû ÷àéíèêà îò âðåìåíè
è îöåíèòå âðåìÿ åãî îñòûâàíèÿ äî êîìíàòíîé òåìïåðàòóðû.

Çàäà÷à 10. (Âîäÿíûå ÷àñû) Èçâåñòíî, ÷òî ñêîðîñòü èñòå÷åíèÿ âîäû èç íåáîëüøîãî îòâåðñòèÿ íà äíå
ñîñóäà äîñòàòî÷íî òî÷íî ìîæåò áûòü âû÷èñëåíà ïî ôîðìóëå 0, 6

√
2gH, ãäå g � óñêîðåíèå ñèëû òÿæåñòè, à

H � âûñîòà óðîâíÿ âîäû íàä îòâåðñòèåì. Êàêóþ ôîðìó äîëæåí èìåòü ñîñóä, ÿâëÿþùèéñÿ òåëîì âðàùåíèÿ,
÷òîáû ïðè ñòå÷åíèè èç íåãî âîäû óðîâåíü âîäû ïîíèæàëñÿ ðàâíîìåðíî?

Ïóñòü p � ìíîãî÷ëåí. Ïîëîæèì ïî îïðåäåëåíèþ

∫ b

a

p(x) dx := P (b) − P (a), P ′ = p. Èç îïðåäåëåíèÿ

ÿñíî, ÷òî èíòåãðàë íå çàâèñèò îò âûáîðà P , ëèíååí ïî p è àääèòèâåí, ò. å.
∫ c

a
+
∫ b

c
=
∫ b

a
.

Óïð 1. Ïðîâåðüòå ïåðå÷èñëåííûå ñâîéñòâà.

Çàäà÷à 11. Ïóñòü p, h � ìíîãî÷ëåíû. Äîêàæèòå, ÷òî (a) åñëè p ≤ h, òî

∫ b

a

p(x) dx ≤
∫ b

a

h(x) dx;

(b) (òåîðåìà î ñðåäíåì)

∫ b

a

p(x) dx = p(c)(b− a) äëÿ íåêîòîðîé òî÷êè c ∈ (a, b);

(c)

∫ b

a

p(x) dx = lim
maxi |∆i|→0

∑
i

p(ξi)|∆i|; (d) åñëè pn ⇒ f íà [a, b], òî limn→∞

∫ b

a

pn(x) dx ñóùåñòâóåò

è íå çàâèñèò îò âûáîðà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè pn, à òîëüêî îò f .
Èñïîëüçóÿ ïóíêò (d) ïðåäûäóùåé çàäà÷è è òåîðåìó Âåéåðøòðàññà ìû ìîæåì îïðåäåëèòü èíòåãðàë îò

íåïðåðûâíîé ôóíêöèè:

∫ b

a

f(x) dx = lim
n→∞

∫ b

a

pn(x) dx, pn ⇒ f.

Çàäà÷à 12. Ïóñòü f � íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ íà [a, b]. Äîêàæèòå, ÷òî

(a) âûïîëíÿþòñÿ óòâåðæäåíèÿ óïð 1 è ïóíêòîâ (a), (b), (c) ïðåäûäóùåé çàäà÷è, íî äëÿ f ;

1



2

(b) ôóíêöèÿ F (x) =

∫ x

a

f(t) dt íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìà, F ′(x) = f(x) è âûïîëíÿåòñÿ ôîðìóëà

Íüþòîíà�Ëåéáíèöà:

∫ b

a

f(x) dx = F(b)−F(a), F ′ = f ;

(c) (ôîðìóëà èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ÷àñòÿì)

∫ b

a

fg′ dx = f(b)g(b)− f(a)g(a)−
∫ b

a

gf ′ dx;

(d) (ôîðìóëà çàìåíû ïåðåìåííîé)

∫ b

a

f(x) dx =

∫ β

α

f(φ(t))φ′(t) dt.

Çàäà÷à 13. Ïóñòü f : [1;+∞) → (0;+∞)� ìîíîòîííî óáûâàþùàÿ íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ. Äîêàæèòå, ÷òî

ðÿä
∑∞

i=1 f(i) ñõîäèòñÿ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñóùåñòâóåò ïðåäåë limM→∞

∫ M

1

f(x)dx. Èññëåäóéòå

ñõîäèìîñòü ðÿäà
∑∞

n=1
1

np lnq n .

Çàäà÷à 14. Âû÷èñëèòå èíäóêöèåé ïî n èíòåãðàë
∫ π/2

0
sinn(x)dx.

Çàäà÷à 15. Ïóñòü f > 0 � íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ. Íàéäèòå limp→+∞

(∫ 1

0
fp dx

)1/p

.

Êàê îïðåäåëèòü èíòåãðàë íà áîëåå øèðîêîì êëàññå ôóíêöèé? Âîçìîæíû äâà ïóòè: èçìåíèòü êëàññ
¾ïðîñòûõ¿ ôóíêöèé (â íàøåì ñëó÷àå ìíîãî÷ëåíîâ), ñ êîòîðûõ íà÷èíàåòñÿ îïðåäåëåíèå èíòåãðàëà, èëè
èçìåíèòü âèä ñõîäèìîñòè (â íàøåì ñëó÷àå ðàâíîìåðíóþ). Îäíàêî, ïîòî÷å÷íàÿ ñõîäèìîñòü íå ïîäõîäèò.

Çàäà÷à 16. Ïðèâåäèòå ïðèìåð ïîñëåäîâàòåëüíîñòè fn íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé, êîòîðûå ïîòî÷å÷íî ñõî-
äÿòñÿ ê íóëþ, íî èõ èíòåãðàëû ïî [0, 1] íå èìåþò ïðåäåëà.

Çàäà÷à 17. Ïóñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé fn ïîòî÷å÷íî ñõîäèòñÿ ê íóëþ, ïðè÷åì

∀ε > 0 ∃N : ∀n,m > N

∫ b

a

|fn(x)− fm(x)| dx < ε. (∗)

Äîêàæèòå, ÷òî limn→∞
∫ b

a
fn(x) dx = 0.

Ìåðîé èíòåðâàëà, îòðåçêà, ïîëóèíòåðâàëà (a, b) íàçûâàåì ÷èñëî b− a è ïèøåì

λ((a, b)) = λ((a, b]) = λ([a, b)) = λ([a, b]) := b− a.

Âñÿêîå îòêðûòîå ìíîæåñòâî U ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå îáúåäèíåíèÿ íå áîëåå ÷åì ñ÷åòíîãî íàáîðà
íåïåðåñåêàþùèõñÿ èíòåðâàëîâ, U = ⊔k(αk, βk). Äàëåå ïîëàãàåì λ(U) =

∑
k λ((αk, βk)). Ìíîæåñòâî (íå

îáÿçàòåëüíî îòêðûòîå) èìååò ìåðó íîëü ïî Ëåáåãó, åñëè åãî ìîæíî ïîêðûòü îòêðûòûì ìíîæåñòâîì ñêîëü
óãîäíî ìàëîé ìåðû.

Çàäà÷à 18. Äîêàæèòå, ÷òî

(a) íå áîëåå ÷åì ñ÷åòíûé íàáîð òî÷åê ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâîì ìåðû íîëü;

(b) ìíîæåñòâî Êàíòîðà èìååò ìåðó íîëü; (ñ) îòðåçîê [a, b], a < b, íå ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâîì ìåðû
íîëü;

(d) ïîäìíîæåñòâî ìíîæåñòâà ìåðû íîëü ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâîì ìåðû íîëü, íå áîëåå ÷åì ñ÷åòíîå îáú-
åäèíåíèå ìíîæåñòâ ìåðû íîëü ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâîì ìåðû íîëü.

Åñëè íåêîòîðîå ñâîéñòâî èìååò ìåñòî äëÿ âñåõ òî÷åê êðîìå ìíîæåñòâà ìåðû íîëü, òî ãîâîðÿò, ÷òî ýòî
ñâîéñòâî âûïîëíåíî ïî÷òè âñþäó.

Çàäà÷à 19. Äîêàæèòå, ÷òî çàêëþ÷åíèå çàäà÷è 17 îñòàåòñÿ â ñèëå, åñëè ïðåäïîëàãàòü, ÷òî fn ñõîäÿòñÿ ê
íóëþ ïî÷òè âñþäó è äëÿ íèõ âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå (*).

Çàäà÷à 20. Ïóñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé fn ïî÷òè âñþäó ñõîäèòñÿ ê íåêîòîðîé

ôóíêöèè f íà [a, b] è âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå (*). Äîêàæèòå, ÷òî ñóùåñòâóåò ïðåäåë limn→∞

∫ b

a

fn(x) dx,

ïðè÷åì ýòîò ïðåäåë íå çàâèñèò îò ïîñëåäîâàòåëüíîñòè fn, à òîëüêî îò f .
Òåïåðü, ìîæíî îïðåäåëèòü èíòåãðàë îò ôóíêöèè f , êàê ïðåäåë èíòåãðàëîâ îò fn. Ýòîò èíòåãðàë íà-

çûâàþò èíòåãðàëîì Ëåáåãà, à ìíîæåñòâî ôóíêöèé f , óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèÿì çàäà÷è 20, îáîçíà÷àþò
÷åðåç L[a, b].

Óïð 2. Äîêàæèòå â óñëîâèÿõ çàäà÷è 20, ÷òî limn→∞
∫ b

a
|fn − f | dx = 0.

Óïð 3. Äîêàæèòå ëèíåéíîñòü, ìîíîòîííîñòü è àääèòèâíîñòü èíòåãðàëà Ëåáåãà.
Óïð 4. Äîêàæèòå, ÷òî ìîíîòîííàÿ îãðàíè÷åííàÿ ôóíêöèÿ èíòåãðèðóåìà ïî Ëåáåãó.
Çàäà÷à 21. Ïóñòü f � íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ íà [a, b] è f ≥ 0. Äîêàæèòå, ÷òî∫ b

a

f(x) dx =

∫ ∞

0

λ{x : f(x) > t} dt.

Çàäà÷à 22. Äîêàæèòå íåðàâåíñòâî ×åáûøåâà λ{x : f(x) > A} ≤ A−1
∫ b

a
f(x) dx.


