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Ëèñòîê 2. Ìåðà Ëåáåãà. Èíòåãðàë Ðèìàíà è èíòåãðàë Ëåáåãà.

Ìåðà Ëåáåãà

Ìíîæåñòâî U ⊂ [0, 1] íàçûâàåòñÿ îòêðûòûì â [0, 1], åñëè íàéäåòñÿ îòêðûòîå ìíîæåñòâî V ⊂ R òàêîå,
÷òî U = V

∩
[0, 1]. Îòêðûòîå ìíîæåñòâî U ñîñòîèò èç ïîïàðíî íå ïåðåñåêàþùèõñÿ èíòåðâàëîâ è ìîæåò

áûòü îäíîãî èëè äâóõ ïîëóèíòåðâàëîâ, ñîäåðæàùèõ òî÷êè 0 è 1. Íàïîìíèì, ÷òî ìåðà λ(U) îòêðûòîãî
ìíîæåñòâà U îïðåäåëÿåòñÿ êàê ñóììà äëèí ñîñòàâëÿþùèõ åãî ïðîìåæóòêîâ.

Çàäà÷à 1. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè U =
∪

n Un, ãäå Un � ïîïàðíî íåïåðåñåêàþùèåñÿ îòêðûòûå ìíîæåñòâà â
[0, 1], òî λ(U) =

∑
n λ(Un). Áîëåå òîãî, åñëè U ⊂

∪
n Un, ãäå îòêðûòûå ìíîæåñòâà Un óæå ìîãóò ïåðåñå-

êàòüñÿ, òî λ(U) ≤
∑

n λ(Un).
Ïóñòü E ⊂ [0, 1]. Âåðõíåé ìåðîé Ëåáåãà ìíîæåñòâà E íàçûâàþò ÷èñëî

λ∗(E) = inf
U :E⊂U

λ(U),

ãäå U � îòêðûòîå ìíîæåñòâî.
Çàäà÷à 2. Äîêàæèòå, ÷òî λ∗(U) = λ(U) äëÿ îòêðûòîãî ìíîæåñòâà U .
Çàäà÷à 3. Äîêàæèòå, ÷òî, åñëè E ⊂

∪
Ek, òî λ∗(E) ≤

∑
k λ

∗(Ek).
Çàäà÷à 4. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî Fn � çàìêíóòûå ïîïàðíî íåïåðåñåêàþùèåñÿ ìíîæåñòâà. Äîêàæèòå, ÷òî

λ∗(
∪
n

Fn) =
∑
n

λ∗(Fn).

Çàäà÷à 5. Ïóñòü U � îòêðûòîå ìíîæåñòâî â [0, 1]. Äîêàæèòå, ÷òî λ∗(U) + λ∗([0, 1] \ U) = 1.
Ìíîæåñòâî E ⊂ [0, 1] íàçûâàåòñÿ èçìåðèìûì ïî Ëåáåãó, åñëè

λ∗(E) + λ∗([0, 1] \ E) = 1.

Èç ïðåäûäóùåé çàäà÷è ñëåäóåò, ÷òî îòêðûòûå è çàìêíóòûå ìíîæåñòâà èçìåðèìû ïî Ëåáåãó.
Çàäà÷à 6. Äîêàæèòå, ÷òî E ⊂ [0, 1] èçìåðèìî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà äëÿ âñÿêîãî ε > 0 ñóùåñòâóþò

çàìêíóòîå ìíîæåñòâî Fε è îòêðûòîå ìíîæåñòâî Uε òàêèå, ÷òî Fε ⊂ E ⊂ Uε è λ∗(Uε)− λ∗(Fε) < ε.
Çàäà÷à 7. Ïóñòü En � ïîïàðíî íåïåðåñåêàþùèåñÿ èçìåðèìûå ìíîæåñòâà â [0, 1]. Äîêàæèòå, ÷òî ìíîæå-

ñòâî E =
∪

nEn èçìåðèìî è λ∗(E) =
∑

n λ
∗(En).

Çàäà÷à 8. Äîêàæèòå, ÷òî ìíîæåñòâî âñåõ èçìåðèìûõ ïîäìíîæåñòâ [0, 1] çàìêíóòî îòíîñèòåëüíî äî-
ïîëíåíèé, ñ÷åòíûõ îáúåäèíåíèé, ñ÷åòíûõ ïåðåñå÷åíèé è ñîäåðæèò [0, 1] è ïóñòîå ìíîæåñòâî. Ñèñòåìó
ïîäìíîæåñòâ ñ òàêèìè ñâîéñòâàìè íàçûâàþò σ-àëãåáðîé.

Äàëåå âåðõíþþ ìåðó Ëåáåãà íà èçìåðèìûõ ìíîæåñòâàõ îáîçíà÷àåì ïðîñòî λ.
Çàäà÷à 9. Äëÿ âñÿêîãî ε > 0 ïîñòðîéòå çàìêíóòîå íèãäå íå ïëîòíîå ìíîæåñòâî Fε ⊂ [0, 1] è òàêîå, ÷òî

λ(Fε) ≥ 1− ε.

Çàäà÷à 10. Äîêàæèòå, ÷òî ìåðà λ èíâàðèàíòíà îòíîñèòåëüíî ñäâèãîâ.
Ðàññìîòðèì íà [0, 1] îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè x ∼ y, åñëè x− y ∈ Q. Èç êàæäîãî êëàññà ýêâèâàëåíò-

íîñòè âûáåðåì îäíîãî ïðåäñòàâèòåëÿ è ñîáåðåì èõ âñåõ â ìíîæåñòâî E (çäåñü ìû èñïîëüçóåì àêñèîìó
âûáîðà). Ïîñòðîåííîå ìíîæåñòâî íàçûâàþò ìíîæåñòâîì Âèòàëè.

Çàäà÷à 11. Äîêàæèòå, ÷òî ìíîæåñòâî E íå ÿâëÿåòñÿ èçìåðèìûì.
Èíòåãðàë Ðèìàíà è ìåðà Æîðäàíà

×èñëî I =
∫ 1

0
f(x) dx íàçûâàåòñÿ èíòåãðàëîì Ðèìàíà îò ôóíêöèè f ïî [0, 1], åñëè äëÿ âñÿêîãî ε > 0

íàéäåòñÿ δ > 0 òàêîå, ÷òî äëÿ âñÿêîãî ðàçáèåíèÿ T = {0 = x0 < x1 < . . . < xn = 1} ñ ìàñøòàáîì λ(T ) =
maxi |xi−xi−1| < δ è âñÿêèõ îòìå÷åííûõ òî÷åê ξi ∈ ∆i = [xi−1, xi] âåðíî íåðàâåíñòâî |I−

∑n
i=1 f(ξi)|∆i|| <

ε. Çäåñü |∆i| = |xi − xi−1|. Êðàòêî ýòî îïðåäåëåíèå çàïèñûâàåì òàê I = limλ(T )→0

∑n
i=1 f(ξi)|∆i|. ×èñëî I

îáîçíà÷àåì ÷åðåç
∫ 1

0

f(x) dx.

Çàäà÷à 12. Äîêàæèòå, ÷òî èíòåãðèðóåìàÿ ïî Ðèìàíó ôóíêöèÿ îãðàíè÷åíà.
Âûðàæåíèÿ s(T ) =

∑n
i=1 inf∆i f |∆i| è S(T ) =

∑n
i=1 sup∆i

f |∆i| íàçûâàþòñÿ íèæíåé ñóììîé Äàðáó è
âåðõíåé ñóììîé Äàðáó ñîîòâåòñòâåííî.

Óïð 1. Êàêîâ ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë ñóìì Äàðáó?
Çàäà÷à 13. Äîêàæèòå, ÷òî
(a) åñëè T ′ ⊂ T , òî s(T ) ≤ s(T ′) è S(T ′) ≤ S(T ).
(b) ñóùåñòâóþò ïðåäåëû limλ(T )→0 s(T ) = supT s(T ) è limλ(T )→0 S(T ) = infT S(T ).
Çàäà÷à 14. (Êðèòåðèé Äàðáó) Äîêàæèòå, ÷òî îãðàíè÷åííàÿ ôóíêöèÿ èíòåãðèðóåìà ïî Ðèìàíó òîãäà

è òîëüêî òîãäà, êîãäà supT s(T ) = infT S(T ). Èñïîëüçóÿ êðèòåðèé Äàðáó îáúÿñíèòå äëÿ êàêèõ ìíîæåñòâ
E ⊂ [0, 1] õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ χE èíòåãðèðóåìà ïî Ðèìàíó.
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Ìíîæåñòâî E íàçûâàåòñÿ èçìåðèìûì ïî Æîðäàíó, åñëè åå õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ èíòåãðèðóåìà
ïî Ðèìàíó. Ìåðîé Æîðäàíà òàêîãî ìíîæåñòâà íàçûâàåòñÿ ÷èñëî µ(E) =

∫ 1

0
χE(x) dx.

Çàäà÷à 15. Äîêàæèòå, ÷òî íåïðåðûâíûå ôóíêöèè è ìîíîòîííûå ôóíêöèè èíòåãðèðóåìû ïî Ðèìàíó.
Èíòåãðàë Ëåáåãà Ôóíêöèÿ f : [0, 1] 7→ R íàçûâàåòñÿ èçìåðèìîé, åñëè äëÿ ëþáûõ α < β ìíîæåñòâî

{x : α < f(x) < β} èçìåðèìî.
Óïð 2. Äîêàæèòå, ÷òî íåïðåðûâíûå ôóíêöèè è ìîíîòîííûå ôóíêöèè ÿâëÿþòñÿ èçìåðèìûìè.
Óïð 3. Ïðèâåäèòå ïðèìåð íåèçìåðèìîé ôóíêöèè.
Çàäà÷à 16. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ èçìåðèìîé ôóíêöèè f ìíîæåñòâà {x : f(x) > α} è {x : f(x) = α} èçìå-

ðèìû.
Çàäà÷à 17. Ïóñòü f, g � èçìåðèìûå ôóíêöèè. Äîêàæèòå, ÷òî f+g, f ·g, max{f, g} è |f | ÿâëÿþòñÿ èçìåðè-

ìûìè ôóíêöèÿìè. Äîêàæèòå, ÷òî êîìïîçèöèÿ ψ(f), ãäå ψ � íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ, ÿâëÿåòñÿ èçìåðèìîé
ôóíêöèåé.

Çàäà÷à 18. Äîêàæèòå, ÷òî ïîòî÷å÷íûé ïðåäåë èçìåðèìûõ ôóíêöèé ÿâëÿåòñÿ èçìåðèìîé ôóíêöèåé.
Âûâåäèòå èç ýòîãî óòâåðæäåíèÿ, ÷òî ñõîäÿùàÿñÿ ïî÷òè âñþäó ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èçìåðèìûõ ôóíêöèé
ñõîäèòñÿ ê èçìåðèìîé ôóíêöèè.

Ïóñòü f � îãðàíè÷åííàÿ è èçìåðèìàÿ ôóíêöèÿ íà èçìåðèìîì ìíîæåñòâå E è îáëàñòü åå çíà÷åíèé ëåæèò
â èíòåðâàëå (−C,C). Äëÿ âñÿêîãî ðàçáèåíèÿ T = {−C = y0 < y1 < . . . < yn = C} îïðåäåëèì íèæíþþ
ñóììó Ëåáåãà è âåðõíþþ ñóììó Ëåáåãà:

s(T ) =
n∑

i=1

yi−1 · λ({x : yi−1 ≤ f(x) < yi}), S(T ) =
n∑

i=1

yi · λ({x : yi−1 ≤ f(x) < yi})

Óïð 4. Êàêîâ ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë ñóìì Ëåáåãà è â ÷åì ñóùåñòâåííîå îòëè÷èå îò ñóìì Äàðáó?
Çàäà÷à 19. Äîêàæèòå ñëåäóþùèå ñâîéñòâà ñóìì Ëåáåãà:
(a) S(T )− s(T ) ≤ maxi |yi − yi−1|λ(E)

(b) åñëè T ′ ⊂ T , òî s(T ) ≤ s(T ′) è S(T ) ≤ S(T ′).
(c) s(T ) ≤ S(Q).
Èç çàäà÷è 19 íåìåäëåííî ñëåäóåò, ÷òî infT S(T ) = supT s(T ) = I. Ýòî ÷èñëî I íàçûâàþò èíòåãðàëîì

Ëåáåãà ôóíêöèè f .
Óïð 5. Ïðîâåðüòå, ÷òî îïðåäåëåíèå íå çàâèñèò îò âûáîðà C.
Çàäà÷à 20∗. Äîêàæèòå àääèòèâíîñòü è ëèíåéíîñòü èíòåãðàëà Ëåáåãà.
Çàäà÷à 21∗. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ îãðàíè÷åííîé ôóíêöèè f îïðåäåëåíèå èíòåãðàëà Ëåáåãà èç ïðîøëîãî

ëèñòêà ñîâïàäàåò ñ ïðèâåäåííûì âûøå îïðåäåëåíèåì.
Çàäà÷à 22∗.(Òåîðåìà Ëåáåãà) Åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èçìåðèìûõ ôóíêöèé fn ïî÷òè âñþäó ñõîäèò-

ñÿ ê ôóíêöèè f íà èçìåðèìîì ìíîæåñòâå E è |fn(x)| ≤ C äëÿ âñÿêèõ n, x ∈ E è íåêîòîðîãî C, òî
limn→∞

∫
E
fn(x) dx =

∫
E
f(x) dx.

Çàäà÷à 23. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî äâå èçìåðèìûå ôóíêöèè f, g íà [0, 1] íåçàâèñèìûìè, åñëè äëÿ ëþáûõ
îòðåçêîâ ∆1 è ∆2 âûïîëíåíî λ({x : f(x) ∈ ∆1, g(x) ∈ ∆2}) = λ({x : f(x) ∈ ∆1})λ({x : g(x) ∈ ∆2}).

(a) Äîêàæèòå, ÷òî êîíñòàíòà íåçàâèñèìà ñ ëþáîé ôóíêöèåé.
(b) Ïóñòü g � íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ. Äîêàæèòå, ÷òî f(x) = x è g íåçàâèñèìû òîëüêî, åñëè g �

êîíñòàíòà.
(c) Ïðèâåäèòå ïðèìåð äâóõ íåïîñòîÿííûõ (îòëè÷àþùèõñÿ îò êîíñòàíòû íà ìíîæåñòâå ïîëîæèòåëüíîé

ìåðû) íåçàâèñèìûõ ôóíêöèé.
Ïîëåçíûå íåðàâåíñòâà äëÿ èíòåãðàëîâ.

Äàëåå f è g � íåïðåðûâíûå ôóíêöèè.
Óïð 6. Ïóñòü p, q > 1 è p−1 + q−1 = 1. Äîêàæèòå íåðàâåíñòâî Þíãà: ab ≤ p−1ap + q−1bq äëÿ a, b > 0.
Çàäà÷à 24. Ïóñòü p, q > 1 è p−1 + q−1 = 1. Äîêàæèòå íåðàâåíñòâà Ã¼ëüäåðà è Ìèíêîâñêîãî:∫ b

a

|f ||g| dx ≤
(∫ b

a

|f |p dx
)1/p(∫ b

a

|g|q dx
)1/q

,
(∫ b

a

|f + g|p dx
)1/p

≤
(∫ b

a

|f |p dx
)1/p

+
(∫ b

a

|g|p dx
)1/p

.

Ôóíêöèÿ f íàçûâàåòñÿ âûïóêëîé íà ïðîìåæóòêå (α, β), åñëè f(γx+ (1− γ)y) ≤ γf(x) + (1− γ)f(y) äëÿ
âñåõ x, y ∈ (α, β) è γ ∈ [0, 1].

Óïð 7. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ âûïóêëîé ôóíêöèè f âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî Éåíñåíà:

f(γ1x1 + . . .+ γnxn) ≤ γ1f(x1) + . . .+ γnf(xn)

äëÿ âñåõ x1, . . . , xn äëÿ âñåõ xi, γi ≥ 0 è γ1 + . . .+ γn = 1.
Çàäà÷à 25. Ïóñòü ψ � âûïóêëàÿ ôóíêöèÿ íà R è f ≥ 0. Äîêàæèòå íåðàâåíñòâî Éåíñåíà:

ψ
(∫ 1

0

f(x) dx
)
≤

∫ 1

0

ψ(f(x)) dx.


