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Ëèñòîê 3. Òîïîëîãè÷åñêèå è ìåòðè÷åñêèå ïðîñòðàíñòâà

ÌíîæåñòâîX c çàäàííîé íà íåì ôóíêöèåé ϱ : X×X 7→ [0,+∞) íàçûâàåòñÿ ìåòðè÷åñêèì ïðîñòðàíñòâîì,
åñëè âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ: 1) ϱ(x, y) = 0 ⇐⇒ x = y, 2) ϱ(x, y) = ϱ(y, x) è 3) ϱ(x, y) ≤ ϱ(x, z) + ϱ(z, y).

Çàäà÷à 1. Äîêàæèòå, ÷òî ñëåäóþùèå ïàðû (X, ϱ) ÿâëÿþòñÿ ìåòðè÷åñêèìè ïðîñòðàíñòâàìè:

(a) X � ïðîèçâîëüíîå íåïóñòîå ìíîæåñòâî, ϱ(x, y) = 1 ïðè x ̸= y;

(b) X = R, ϱ(x, y) = |x− y|;
(c) X = Q, ϱ(x, y) = ∥x− y∥p, ãäå ∥ · ∥p � p-àäè÷åñêàÿ íîðìà;

(d) X = R, ϱ(x, y) = |f(x)− f(y)|, ãäå f � âîçðàñòàþùàÿ ôóíêöèÿ;

(e) X = Rn, ϱ(x, y) =
(∑n

i=1 |xi − yi|p
)1/p

, p ≥ 1;

(f) X = {0, 1}n, ϱ(x, y) =
∑n

i=1 |xi − yi|;
(g) X = {0, 1}∞, ϱ(x, y) =

∑∞
i=1 2

−i|xi − yi|.

(h) X = lp = {(x1, x2, . . .) :
∑∞

i=1 |xi|p < ∞}, ϱ(x, y) =
(∑∞

i=1 |xi − yi|p
)1/p

, p ≥ 1.

(i) X = C[a, b], ϱ(f, g) =
(∫ b

a
|f − g|p dx

)1/p

, p > 1.

(j) X = B(Y ) � ìíîæåñòâî îãðàíè÷åííûõ ôóíêöèé íà ìíîæåñòâå Y , ϱ(f, g) = supY |f − g|.
Çàäà÷à 2. (a) Ïóñòü ϱ(A,B) = λ(A∆B), ãäå A∆B = (A

∪
B) \ (A

∩
B), è X � âñå èçìåðèìûå ïî

Ëåáåãó ïîäìíîæåñòâà îòðåçêà [0, 1]. ßâëÿåòñÿ ëè (X, ϱ) ìåòðè÷åñêèì ïðîñòðàíñòâîì? Åñëè íåò, òî ÷òî
íàäî èñïðàâèòü?

(b) Ïóñòü X = L[a, b] è ϱ(f, g) =
∫ b

a
|f − g| dx. ßâëÿåòñÿ ëè (X, ϱ) ìåòðè÷åñêèì ïðîñòðàíñòâîì? Åñëè

íåò, òî ÷òî íàäî èñïðàâèòü?

Çàäà÷à 3. Ïóñòü (X, ϱ) � ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî. Äîêàæèòå, ÷òî σ(x, y) = ϱ(x,y)
1+ϱ(x,y) ÿâëÿåòñÿ ìåòðèêîé.

Îòêðûòûì øàðîì B(a, r) â (X, ϱ) íàçûâàþò ìíîæåñòâî {x : ϱ(a, x) < r}.
Çàäà÷à 4. Íàðèñóéòå øàð B(0, 1) â ïóíêòàõ (b), (c), (d), (e) ïðåäûäóùåé çàäà÷è.
Çàäà÷à 5. Ïðèâåäèòå ïðèìåð ìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà è äâóõ øàðîâ ðàçíîãî ðàäèóñà, èç êîòîðûõ

øàð áîëüøåãî ðàäèóñà ñîäåðæèòñÿ ñòðîãî âíóòðè øàðà ìåíüøåãî ðàäèóñà.
Çàäà÷à 6. Ïóñòü X = {0, 1}n. Íàéäèòå ÷èñëî ýëåìåíòîâ â øàðå ðàäèóñà k.
Çàäà÷à 7. Äîêàæèòå, ÷òî ïðè n = 2m − 1 áóëåâ êóá X = {0, 1}n ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå îáúåäèíåíèÿ

íåïåðåñåêàþùèõñÿ øàðîâ åäèíè÷íîãî ðàäèóñà, à ïðè äðóãèõ çíà÷åíèÿõ n ýòîãî ñäåëàòü íåëüçÿ.
Çàäà÷à 8.(êîä Õýììèíãà) Èñïîëüçóÿ ïðåäûäóùóþ çàäà÷ó óêàæèòå ñïîñîá ïåðåäà÷è ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

èç 0 è 1, ïðè êîòîðîì ïî ïîëó÷åííîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ìîæíî áûëî èñïðàâèòü ðîâíî îäíó îøèáêó, ò. å.
óçíàòü â êàêîì áèòå ïðîèçîøëà ýòà îøèáêà. Îöåíèòå êîëè÷åñòâî äîáàâëåííûõ ñèìâîëîâ.

Ìíîæåñòâî U â (X, ϱ) íàçûâàåòñÿ îòêðûòûì, åñëè äëÿ âñÿêîé òî÷êè a ∈ U íàéäåòñÿ øàð B(a, r) ⊂ U .
Ìíîæåñòâî F çàìêíóòî, åñëè åãî äîïîëíåíèå îòêðûòî. Çàìêíóòûì øàðîì B(a, r) íàçûâàþò ìíîæåñòâî
{x : ϱ(a, x) ≤ r}. Îïðåäåëåíèå âíóòðåííèõ, ãðàíè÷íûõ è ïðåäåëüíûõ òî÷åê â ìåòðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå
íå îòëè÷àåòñÿ îò ñîîòâåòñòâóþùèõ îïðåäåëåíèé íà ÷èñëîâîé ïðÿìîé.

Çàäà÷à 9. Äîêàæèòå, ÷òî îòêðûòûé øàð ÿâëÿåòñÿ îòêðûòûì ìíîæåñòâîì, à çàìêíóòûé øàð ÿâëÿåòñÿ
çàìêíóòûì ìíîæåñòâîì.

Çàäà÷à 10. Äîêàæèòå, ÷òî ëþáîå îáúåäèíåíèå è êîíå÷íîå ïåðåñå÷åíèå îòêðûòûõ ìíîæåñòâ ÿâëÿåòñÿ
îòêðûòûì; ëþáîå ïåðåñå÷åíèå è êîíå÷íîå îáúåäèíåíèå çàìêíóòûõ ìíîæåñòâ ÿâëÿåòñÿ çàìêíóòûì ìíîæå-
ñòâîì.

Çàìûêàíèåì ìíîæåñòâà E â (X, ϱ) íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî E =
∩

E⊂F F � ïåðåñå÷åíèå âñåõ çàìêíóòûõ
ìíîæåñòâ, ñîäåðæàùèõ E.

Çàäà÷à 11. Äîêàæèòå, ÷òî E = E
∪
{ãðàíè÷íûå òî÷êè} = E

∪
{ïðåäåëüíûå òî÷êè}. Ïîêàæèòå, ÷òî F �

çàìêíóòî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà F = F .
Çàäà÷à 12. Âåðíî ëè, ÷òî B(a, r) = B(a, r)?
Ìíîæåñòâî A ⊂ B âñþäó ïëîòíî â ìíîæåñòâå B, åñëè B ⊂ A. Åñëè â ìåòðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå X

åñòü íå áîëåå ÷åì ñ÷åòíîå âñþäó ïëîòíîå ïîäìíîæåñòâî, òî X íàçûâàåòñÿ ñåïàðàáåëüíûì ìåòðè÷åñêèì
ïðîñòðàíñòâîì.

Çàäà÷à 13. Êàêèå ïðîñòðàíñòâà èç çàäà÷è 1 ÿâëÿþòñÿ ñåïàðàáåëüíûìè?
Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xn} ýëåìåíòîâ ïðîñòðàíñòâà (X, ϱ) ñõîäèòñÿ ê x, åñëè ϱ(xn, x) → 0 ïðè n → ∞.
Óïð 1. Îïèøèòå âñå ñõîäÿùèåñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè â ïðîñòðàíñòâå èç ïóíêòà (a) ïåðâîé çàäà÷è.
Óïð 2. Äîêàæèòå, ÷òî ïðåäåë ïîñëåäîâàòåëüíîñòè îïðåäåëåí åäèíñòâåííûì îáðàçîì è ïðåäåë ïîäïî-

ñëåäîâàòåëüíîñòè ñîâïàäàåò ñ ïðåäåëîì ïîñëåäîâàòåëüíîñòè.
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Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xn} óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ Êîøè èëè ÿâëÿåòñÿ ôóíäàìåíòàëüíîé, åñëè äëÿ âñÿ-
êîãî ε > 0 íàéäåòñÿ íîìåð N òàêîé, ÷òî ϱ(xn, xm) < ε äëÿ âñåõ n,m > N . Ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî
íàçûâàåòñÿ ïîëíûì, åñëè âñÿêàÿ ôóíäàìåíòàëüíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü åãî ýëåìåíòîâ èìååò ïðåäåë.

Óïð 3. Äîêàæèòå, ÷òî çàìêíóòîå ïîäìíîæåñòâî ïîëíîãî ïðîñòðàíñòâà ÿâëÿåòñÿ ïîëíûì ïðîñòðàíñòâîì.
Çàäà÷à 14. Êàêèå èç ïðîñòðàíñòâ çàäà÷è 1 ÿâëÿþòñÿ ïîëíûìè?
Áèåêòèâíîå îòîáðàæåíèå f : (X, ϱX) 7→ (Y, ϱY ) íàçûâàåòñÿ èçîìåòðèåé äâóõ ìåòðè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ

X è Y , åñëè ϱY (f(x1), f(x2)) = ϱX(x1, x2).
Çàäà÷à 15. Âñÿêîå ëè ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî èç òðåõ ýëåìåíòîâ ìîæíî èçîìåòðè÷íî âëîæèòü â Rn?
Çàäà÷à 16. Èñïîëüçóÿ îòîáðàæåíèå x 7→ f(y) = ϱ(y, x) − ϱ(y, x0), äîêàæèòå, ÷òî âñÿêîå ìåòðè÷åñêîå

ïðîñòðàíñòâî X èçîìåòðè÷íî ïîäïðîñòðàíñòâó â B(X). Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ âñÿêîãî ìåòðè÷åñêîãî ïðî-
ñòðàíñòâà X ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå ñ òî÷íîñòüþ äî èçîìåòðèè ïîïîëíåíèå: òàêîå ïîëíîå ïðîñòðàíñòâî
Y , ÷òî X èçîìåòðè÷íî íåêîòîðîìó ìíîæåñòâó X ′ ⊂ Y è X ′ = Y .

Çàäà÷à 17. Äîêàæèòå, ÷òî â ïîëíîì ïðîñòðàíñòâå âñÿêàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü øàðîâ, ðàäèóñû êîòîðûõ
ñòðåìÿòñÿ ê íóëþ, èìååò îáùóþ òî÷êó. Ïîêàæèòå íà ïðèìåðå, ÷òî îòêàçàòüñÿ îò ñòðåìëåíèÿ ê íóëþ
ðàäèóñîâ íåëüçÿ.

Çàäà÷à 18. Äîêàæèòå òåîðåìó Áýðà: åñëè ïîëíîå ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî ÿâëÿåòñÿ îáúåäèíåíèåì íå
áîëåå ÷åì ñ÷åòíîãî íàáîðà çàìêíóòûõ ìíîæåñòâ, òî õîòÿ áû îäíî èç ýòèõ ìíîæåñòâ ñîäåðæèò îòêðûòûé
øàð ïîëîæèòåëüíîãî ðàäèóñà.

Çàäà÷à 19. Äâå ìåòðèêè ϱ è σ íà X íàçûâàþòñÿ ýêâèâàëåíòíûìè, åñëè ϱ(xn, x) → 0 ⇐⇒ σ(xn, x) → 0
äëÿ âñÿêîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè xn.

(a) Ïðèâåäèòå ïðèìåð äâóõ íåýêâèâàëåíòíûõ ìåòðèê.

(b) Ïðèâåäèòå ïðèìåð äâóõ ýêâèâàëåíòíûõ ìåòðèê ϱ è σ, äëÿ êîòîðûõ íå ñóùåñòâóåò ôóíêöèè f íà
[0,+∞) òàêîé, ÷òî f(0) = 0 = limt→0 f(t) è ϱ(x, y) ≤ f(σ(x, y)) äëÿ âñåõ x, y ∈ X.

(c) Ïóñòü íà X çàäàíû äâå ýêâèâàëåíòíûå ìåòðèêè ϱ è σ. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî èç âñÿêîé ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòè ýëåìåíòîâ xn ∈ X ìîæíî âûäåëèòü ñõîäÿùóþñÿ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü. Äîêàæèòå, ÷òî ñóùåñòâóþò
ôóíêöèè f, g íà [0,+∞) òàêèå, ÷òî f(0) = 0 = limt→0 f(t), g(0) = 0 = limt→0 g(t) è âûïîëíÿþòñÿ íåðàâåí-
ñòâà ϱ(x, y) ≤ f(σ(x, y)) è σ(x, y) ≤ g(ϱ(x, y)). äëÿ âñåõ x, y ∈ X.

Ìíîæåñòâî X ñ âûäåëåííîé ñèñòåìîé ïîäìíîæåñòâ τ íàçûâàåòñÿ òîïîëîãè÷åñêèì ïðîñòðàíñòâîì, åñëè
1) ∅, X ∈ τ , 2) ïåðåñå÷åíèå âñÿêèõ äâóõ ìíîæåñòâ èç τ âõîäèò â τ , 3) îáúåäèíåíèå âñÿêîãî íàáîðà ìíîæåñòâ
èç τ âõîäèò â τ . Ìíîæåñòâà èç τ íàçûâàþòñÿ îòêðûòûìè, à ñàìî ñåìåéñòâî τ íàçûâàåòñÿ òîïîëîãèåé. Áàçà
òîïîëîãèè � òàêàÿ ñèñòåìà îòêðûòûõ ìíîæåñòâ, ÷òî èõ îáúåäèíåíèÿ äàþò âñå îòêðûòûå ìíîæåñòâà.

Òèïè÷íûì ïðèìåðîì òîïîëîãè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà ÿâëÿåòñÿ ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî.
Çàäà÷à 20. Äîêàæèòå, ÷òî òîïîëîãèÿ ñåïàðàáåëüíîãî ìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà èìååò ñ÷åòíóþ áàçó.
Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü xn ýëåìåíòîâ òîïîëîãè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà ñõîäèòñÿ ê ýëåìåíòó x, åñëè äëÿ âñÿ-

êîãî îòêðûòîãî ìíîæåñòâà U , ñîäåðæàùåãî x, íàéäåòñÿ íîìåð N òàêîé, ÷òî xn ∈ U äëÿ âñåõ n > N .
Çàäà÷à 21. Ïðèâåäèòå ïðèìåð òîïîëîãè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà è ïîñëåäîâàòåëüíîñòè åãî ýëåìåíòîâ, èìå-

þùåé áîëåå îäíîãî ïðåäåëà.
Çàäà÷à 22. Ïóñòü RT � ïðîñòðàíñòâî ôóíêöèé f : T 7→ R, ãäå T � íåïóñòîå ìíîæåñòâî. Òîïîëîãèÿ çàäàíà

áàçîé ìíîæåñòâ âèäà
Uf,t1,...,tn,ε = {g ∈ RT : |g(ti)− f(ti))| < ε, i = 1, . . . , n}.

Äîêàæèòå, ÷òî

(a) fn ñõîäèòñÿ ê f â äàííîé òîïîëîãèè òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà limn→∞ fn(t) = f(t) ∀t ∈ T ;

(b) åñëè T � íå áîëåå ÷åì ñ÷åòíîå ìíîæåñòâî, òî äàííàÿ òîïîëîãèÿ ìåòðèçóåìà;

(c) åñëè T áîëåå ÷åì ñ÷åòíî, òî äàííóþ òîïîëîãèþ íåëüçÿ çàäàòü ìåòðèêîé.
×àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííîå ìíîæåñòâî T íàçûâàåòñÿ íàïðàâëåííûì, åñëè äëÿ âñÿêèõ t, s ∈ T íàéäåòñÿ

u ∈ T òàêîå, ÷òî t ≤ u è s ≤ u. Íàáîð ýëåìåíòîâ {xt}t∈T , èíäåêñèðóåìûõ íàïðàâëåííûì ìíîæåñòâîì
T , íàçûâàåòñÿ íàïðàâëåííîñòüþ. Íàïðàâëåííîñòü {xt}t∈T íàçûâàåòñÿ ïîäíàïðàâëåííîñòüþ {ys}s∈S , åñëè
ñóùåñòóåò òàêîå îòîáðàæåíèå π : T 7→ S, ÷òî xt = yπ(t) è äëÿ âñÿêîãî s0 ∈ S íàéäåòñÿ t0 ∈ T , ÷òî π(t) ≥ s0
äëÿ âñåõ t ≥ t0. Íàïðàâëåííîñòü {xt}t∈T ñõîäèòñÿ ê ýëåìåíòó x, åñëè äëÿ âñÿêîãî îòêðûòîãî ìíîæåñòâà
U , ñîäåðæàùåãî x, íàéäåòñÿ t0 òàêîå, ÷òî xt ∈ U äëÿ âñåõ t ≥ t0.

Çàäà÷à 23. Ïðèâåäèòå ïðèìåð íàïðàâëåííîñòè {xt}t∈Z ýëåìåíòîâ R ñ îáû÷íîé òîïîëîãèåé, êîòîðàÿ
ñõîäèòñÿ ê íóëþ, íî áåñêîíå÷íî ìíîãî åå ýëåìåíòîâ ëåæèò âíå (−1, 1).

Çàäà÷à 24. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ âñÿêîé ïðåäåëüíîé òî÷êè a íåêîòîðîãî ìíîæåñòâà E (âñÿêîå îòêðûòîå
ìíîæåñòâî, ñîäåðæàùåå a, ñîäåðæèò îòëè÷íûé îò a ýëåìåíò ìíîæåñòâà E) íàéäåòñÿ íàïðàâëåííîñòü èç
ýëåìåíòîâ E, ñõîäÿùàÿñÿ ê a. Ïðèâåäèòå ïðèìåð ïðåäåëüíîé òî÷êè, äëÿ êîòîðîé íåò ñõîäÿùåéñÿ ê íåé
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ýëåìåíòîâ E.


