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Ëèñòîê 7. Ïðîèçâîäíûå âûñîêîãî ïîðÿäêà. Ëîêàëüíûé ýêñòðåìóì.

Ïóñòü f : Rd 7→ R � äèôôåðåíöèðóåìàÿ ôóíêöèÿ â îêðåñòíîñòè òî÷êè a. Åñëè ôóíêöèÿ x 7→ ∂f(x)
∂xi

èìååò ÷àñòíóþ ïðîèçâîäíóþ â òî÷êå a ïî ïåðåìåííîé xk, òî ýòó ïðîèçâîäíóþ íàçûâàþò ïðîèçâîäíîé

âòîðîãî ïîðÿäêà ïî xi è xk è îáîçíà÷àþò ÷åðåç ∂2f
∂xk∂xi

(a). Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì îïðåäåëÿþòñÿ ÷àñòíûå

ïðîèçâîäíûå áîëåå âûñîêîãî ïîðÿäêà:

∂kf

∂xi1 . . . ∂xik

=
∂

∂xi1

( ∂

∂xi2

(
. . .

∂f

∂xik

))
.

Âîïðîñ: çàâèñèò ëè ðåçóëüòàò îò òîãî, â êàêîì ïîðÿäêå äèôôåðåíöèðîâàòü?

Çàäà÷à 1. Ïðèâåäèòå ïðèìåð ôóíêöèè f äâóõ ïåðåìåííûõ, ó êîòîðîé ∂2f
∂x∂y (0, 0) ̸=

∂2f
∂y∂x (0, 0).

Çàäà÷à 2. (Òåîðåìà Øâàðöà) Äîêàæèòå, ÷òî åñëè ôóíêöèè (x, y) 7→ ∂2f
∂x∂y (x, y) è (x, y) 7→ ∂2f

∂x∂y (x, y)

íåïðåðûâíû â òî÷êå (a, b), òî ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå âòîðîãî ïîðÿäêà ïî x è y è ïî y è x â òî÷êå (a, b)

ñîâïàäàþò.

Óêàçàíèå: ðàññìîòðåòü ôóíêöèþ F (u, v) = f(a+ u, b+ v)− f(a, b+ v)− f(a+ u, b) + f(a, b) è ïðèìåíèòü

òåîðåìó Ëàãðàíæà î ñðåäíåì.

Çàäà÷à 3. (Òåîðåìà Þíãà) Äîêàæèòå, ÷òî åñëè îòîáðàæåíèÿ (x, y) 7→ ∂f
∂x (x, y) è (x, y) 7→ ∂f

∂y (x, y) äèô-

ôåðåíöèðóåìû â òî÷êå (a, b), ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå âòîðîãî ïîðÿäêà ïî x è y è ïî y è x â òî÷êå (a, b)

ñîâïàäàþò.

Ôóíêöèÿ f : Rn 7→ R ÿâëÿåòñÿ m � ðàç äèôôåðåíöèðóåìîé ôóíêöèåé â òî÷êå a, åñëè âñå åå ÷àñòíûå

ïðîèçâîäíûå m− 1 ïîðÿäêà äèôôåðåíöèðóåìû â òî÷êå a. Ïîëîæèì

dmf(a, h) =
∑

1≤i1≤...≤im≤n

∂mf(a)

∂xi1 . . . ∂xim

hi1 · · ·him , h = (h1, . . . , hn) ∈ Rn.

Çàäà÷à 4. Äîêàæèòå, ÷òî dmf(h) =
(
h1

∂
∂x1

+ . . .+ hn
∂

∂xn

)m

f. Íàéäèòå dmf îò ôóíêöèè eax+by+cz.

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî dxi(h) = hi, â âûðàæåíèè dmf âìåñòî hi ïèøóò dxi. Íàïðèìåð, d
2f =

∑
i,j

∂2f
∂xi∂xj

dxidxj .

Óïð 1. ×òî òàêîå d3x, dx3 è (dx)3?

Çàäà÷à 5. Ïóñòü g : Rn 7→ Rn � äâàæäû äèôôåðåíöèðóåìîå îòîáðàæåíèå (ò. å. g = (g1, . . . , gm) è gi

� äâàæäû äèôôåðåíöèðóåìûå ôóíêöèè èç Rn â R). Ïóñòü f : Rn 7→ R � äâàæäû äèôôåðåíöèðóåìàÿ

ôóíêöèÿ. Íàéäèòå d2(f ◦ g).
Ïóñòü ôóíêöèÿ f : Rn 7→ R äèôôåðåíöèðóåìà â îêðåñòíîñòè U òî÷êè a. Òîãäà çàäàíî îòîáðàæåíèå

f ′(x) = df(x, · ) èç U â ïðîñòðàíñòâî ëèíåéíûõ ôóíêöèé. Íàïîìíèì, ÷òî ïðîñòðàíñòâî ëèíåéíûõ ôóíêöèé

ÿâëÿåòñÿ íîðìèðîâàííûì ïðîñòðàíñòâîì.

Çàäà÷à 6. Äîêàæèòå, ÷òî f äâàæäû äèôôåðåíöèðóåìà â òî÷êå a òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îòîáðà-

æåíèå f ′ äèôôåðåíöèðóåìî â òî÷êå a. Íàéäèòå d(f ′).

Çàäà÷à 7. (Ôîðìóëà Òåéëîðà) Ïóñòü f � n�ðàç íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìà â îêðåñòíîñòè òî÷êè a (ò.

å. â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè ñóùåñòâóþò âñå ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå äî ïîðÿäêà n âêëþ÷èòåëüíî è ÿâëÿþòñÿ

íåïðåðûâíûìè ôóíêöèÿìè). Òîãäà

f(a+ h)− f(a) =
m∑

k=0

1

k!
dkf(a, h) + α(h)∥h∥m, lim

h→0
α(h) = 0.

Çàäà÷à 8. Ïðèâåäèòå ïðèìåð áåñêîíå÷íî ãëàäêîé ôóíêöèè f íà Rn, êîòîðàÿ ñòðîãî ïîëîæèòåëüíà ïðè

∥x∥ < 1 è ðàâíà íóëþ ïðè ∥x∥ ≥ 1.

Çàäà÷à 9. Ïóñòü F � ïðîèçâîëüíîå çàìêíóòîå ìíîæåñòâî â Rn. Äîêàæèòå, ÷òî ñóùåñòâóåò áåñêîíå÷íî

ãëàäêàÿ ôóíêöèÿ, ïðèíèìàþùàÿ çíà÷åíèå 0 â òî÷êàõ F è òîëüêî â íèõ.

Çàäà÷à 10. Ïóñòü F0 è F1 � äâà ïðîèçâîëüíûõ íåïåðåñåêàþùèõñÿ çàìêíóòûõ ìíîæåñòâà â Rn. Äîêà-

æèòå, ÷òî ñóùåñòâóåò áåñêîíå÷íî ãëàäêàÿ ôóíêöèÿ, ïðèíèìàþùàÿ çíà÷åíèå 0 íà ìíîæåñòâå F0, çíà÷åíèå

1 íà ìíîæåñòâå F1, è çíà÷åíèÿ ñòðîãî ìåæäó 0 è 1 â îñòàëüíûõ òî÷êàõ Rn.
1
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Çàäà÷à 11. (Íåîáõîäèìîå óñëîâèå ëîêàëüíîãî ýêñòðåìóìà) Ïóñòü N � íîðìèðîâàííîå ïðîñòðàíñòâî.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî f îïðåäåëåíà â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè U ⊂ N òî÷êè a è f(x) ≥ f(a) äëÿ âñåõ x ∈ U

(f(x) ≤ f(a) äëÿ âñåõ x ∈ U). Åñëè f äèôôåðåíöèðóåìà â òî÷êå a, òî df(a, · ) = 0.

Çàäà÷à 12. Ïóñòü F (x) =

∫ 1

0

L(t, x(t), ẋ(t)) dt � îòîáðàæåíèå C1([0, 1]) â R. Ôóíêöèÿ L(t, x, p) âñþäó

äâàæäû íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìà. Íàéäèòå äèôôåðåíöèàë îòîáðàæåíèÿ F .

Çàäà÷à 13. Â óñëîâèÿõ ïðåäûäóùåé çàäà÷è ïðåäïîëîæèì, ÷òî äëÿ íåêîòîðîé ôóíêöèè x ∈ C2([0, 1])

âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî F (x) ≤ F (x+h) äëÿ âñåõ h ∈ C1([0, 1]) òàêèõ, ÷òî h(0) = h(1) = 0. Ïîêàæèòå, ÷òî

dF (x, h) = 0 ïðè h ∈ C1([0, 1]), h(0) = h(1) = 0. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ôóíêöèè x âûïîëíÿþòñÿ óðàâíåíèÿ

Ýéëåðà-Ëàãðàíæà:

d

dt
Lp(t, x(t), ẋ(t)) + Lx(t, x(t), ẋ(t)) = 0, Lp =

∂L

∂p
, Lx =

∂L

∂p
.

Çàäà÷à 14. Ïóñòü F (x) =

∫ 1

0

(ẋ(t))2

2
− U(x(t)) dt, ãäå U � íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìàÿ ôóíêöèÿ.

Ïóñòü x ∈ C2([0, 1]) è F (x) ≤ F (y) äëÿ âñåõ y òàêèõ, ÷òî y(0) = x(0) è y(1) = x(1). Äîêàæèòå, ÷òî

ẍ = −U ′(x).

Çàäà÷à 15. Ïóñòü ÷àñòèöà áåç òðåíèÿ ïîä äåéñòâèåì ñèëû òÿæåñòè äâèãàåòñÿ ïî êðèâîé, çàäàâàåìîé

ãðàôèêîì ôóíêöèè x = x(t), ïðè÷åì x(0) = 1 è x(1) = 0. Êàêîé ôîðìû äîëæíà áûòü êðèâàÿ, ÷òîáû âðåìÿ

ñïóñêà áûëî ìèíèìàëüíûì?

Óêàçàíèå: F (x) =
1√
2g

∫ 1

0

√
1 + (ẋ(t))2

t
dt.

Çàäà÷à 16. (Äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ëîêàëüíîãî ýêñòðåìóìà) Ïóñòü f äâàæäû íåïðåðûâíî äèôôåðåíöè-

ðóåìà â îêðåñòíîñòè òî÷êè a è df(a, · ) = 0. Äîêàæèòå, ÷òî

(i) d2f(a, h) > 0 ïðè âñåõ h ̸= 0, òî a � òî÷êà ëîêàëüíîãî ìèíèìóìà;

(ii) d2f(a, h) < 0 ïðè âñåõ h ̸= 0, òî a � òî÷êà ëîêàëüíîãî ìàêñèìóìà;

(iii) åñëè âûðàæåíèå d2f(a, h) ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ ðàçíûõ çíàêîâ, òî a íå ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé ëîêàëüíîãî

ýêñòðåìóìà.

Çàäà÷à 17. Èññëåäóéòå íà ýêñòðåìóì ôóíêöèþ f(x, y) = ax2 + 2bxy + cy2.

Çàäà÷à 18. Íàéäèòå âñå êðèòè÷åñêèå òî÷êè (òî÷êè, â êîòîðûõ gradf = 0) ôóíêöèè f(x, y) = 3xy−x3−y3

è êëàññèôèöèðóéòå èõ.

Áóäåì ãîâîðèò, ÷òî ôóíêöèÿ f íà Rn âûïóêëà, åñëè f(αx + (1 − α)y) ≤ αf(x) + (1 − α)f(y) äëÿ âñåõ

x, y è âñåõ α ∈ [0, 1].

Çàäà÷à 19. Ïóñòü f � äèôôåðåíöèðóåìàÿ ôóíêöèÿ. Äîêàæèòå, ÷òî âûïóêëîñòü ôóíêöèè f ðàâíîñèëüíà

íåðàâåíñòâó ⟨gradf(x)− gradf(y), x− y⟩ ≥ 0 ∀x, y ∈ Rn.

Çàäà÷à 20. Ïóñòü f � äâàæäû íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìàÿ ôóíêöèÿ. Äîêàæèòå, ÷òî âûïóêëîñòü

ôóíêöèè f ðàâíîñèëüíà íåðàâåíñòâó d2f(h) ≥ 0.

Çàäà÷à 21. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè d2f(h) ≥ m∥h∥2, m > 0, òî f èìååò ðîâíî îäíó òî÷êó ëîêàëüíîãî

ýêñòðåìóìà � òî÷êà ìèíèìóìà.

Çàäà÷à 22.(Ìåòîä ãðàäèåíòíîãî ñïóñêà) Ïóñòü ôóíêöèÿ f äâàæäû íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìà è

m∥h∥2 ≤ d2f(h) ≤ M∥h∥2, ãäå m,M > 0. Ïóñòü xn+1 = xn−γ · gradf(xn), ãäå 0 < γ < 2/M . Äîêàæèòå, ÷òî

ïîñëåäîâàòåëüíîñòü xn ñõîäèòñÿ ê òî÷êå ìèíèìóìà. Ïðîèëëþñòðèðóéòå ýòîò ìåòîä íà ïðèìåðå ôóíêöèè

f(x, y) = ax2 + 2bxy + cy2.

Çàäà÷à 23. Ïóñòü f äâàæäû íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìà è d2f(h) ≤ M∥h∥2, ãäå M > 0. Ôèêñèðóåì

òî÷êó x0 ∈ Rn. Çàäàäèì ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî τ < 1/M . Ïóñòü xn+1 � òî÷êà ìèíèìóìà ôóíêöèè

x 7→ 1

2τ
∥xn − x∥2 + f(x).

Ñîåäèíèì òî÷êè xn îòðåçêàìè. Äîêàæèòå, ÷òî ïðè τ → 0 ïîëó÷åííàÿ ëîìàííàÿ ñõîäèòñÿ ê êðèâîé x(t),

êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì çàäà÷è Êîøè x(0) = x0 è ẋ(t) = −gradf(x(t)).


