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Äëÿ êîììóòàòèâíîé ãðóïïû À ââåä¼ì îáîçíà÷åíèå Ȧ := A \ {0A}.
Ââåä¼ì ìíîæåñòâî îðèåíòèðîâàííûõ ïàðàëëåëîãðàììîâ

P := {
(
λ1

λ2

)
∈ Ċ× Ċ | Im

(λ1

λ2

)
> 0}

è ìíîæåñòâî ðåø¼òîê

L := {Λ ⊂ C | Λ � äèñêðåòíàÿ àääèòèâíàÿ ïîäãðóïïà ðàíãà 2}.
Âåðõíÿÿ ïîëóïëîñêîñòü îáîçíà÷àåòñÿ

H := {τ ∈ C | Im(τ) > 0}.

3.1. Äîêàæèòå, ÷òî ôîðìóëà

(
a b
c d

)
·
(
λ1

λ2

)
:=

(
aλ1 + bλ2

cλ1 + dλ2

)
îïðå-

äåëÿåò ñâîáîäíîå è äèñêðåòíîå äåéñòâèå SL2(Z) íà P.
3.2. Ïîñòðîéòå áèåêöèþ P

SL2(Z)
∼= L.

3.3. Îïðåäåëèâ î÷åâèäíîå äåéñòâèå C× íà P ãîìîòåòèÿìè è óñòàíî-

âèâ î÷åâèäíóþ áèåêöèþ P
C×

∼=→ H : [

(
λ1

λ2

)
]C× 7→ λ1

λ2
, óáåäèòåñü, ÷òî

3.1 îïðåäåëÿåò ýôôåêòèâíîå äåéñòâèå ãðóïïû PSL2(Z) := SL2(Z)/±1 íà

H äðîáíî-ëèíåéíûìè ïðåîáðàçîâàíèÿìè τ 7→ aτ+b
cτ+d . Äèñêðåòíî ëè ýòî

äåéñòâèå? Ñâîáîäíî ëè îíî? Ñíàáäèâ H ìåòðèêîé (ds)2 = − dτdτ
(τ−τ)2

, óáå-

äèòåñü, ÷òî PSL2(Z) äåéñòâóåò íà H èçîìåòðèÿìè.
3.4. Ïîñòðîéòå îáëàñòü Äèðèõëå-Âîðîíîãî òî÷êè 2i ∈ H, òî åñòü ìíî-
æåñòâî òàêèõ τ ∈ H, êîòîðûå áëèæå ê 2i, ÷åì ê ëþáîé äðóãîé òî÷êå
PSL2(Z)-îðáèòû òî÷êè 2i.
3.5. Ïðîâåðüòå äëÿ k ∈ N≥2 ñõîäèìîñòü ðÿäîâ Ýéçåíøòåéíà

Gk : L −→ C : Λ 7→
∑
λ∈Λ̇

1

λ2k
.

3.6. Íîðìàëèçîâàííûå ðÿäû Ýéçåíøòåéíà îïðåäåëÿþòñÿ äëÿ k ∈ N≥2

êàê (ãîëîìîðôíûå) ôóíêöèè Ek : H → C ôîðìóëîé Ek(τ) := Gk(Zτ+Z)
2ζ(2k) ,

ãäå ζ(s) :=
∑∞

n=1 � äçåòà-ôóíêöèÿ Ðèìàíà. Äîêàæèòå ôîðìóëó

Ek(τ) = 1 +
(−1)k

(2k − 1)!

(2π)2k

ζ(2k)

∞∑
µ=1

σ2k−1(µ)e2πiµτ

â êîòîðîé èñïîëüçóåòñÿ ñóììà ñòåïåíåé äåëèòåëåé σK(µ) :=
∑

d|µ d
K .

Óêàçàíèå. Ñóììèðóéòå ñëàãàåìûå â Gk(τ) =
∑ 1

(mτ+n)2k ïî ãîðèçîíòà-

ëÿì, äîêàçàâ ïî èíäóêöèè
∑

n∈Z
1

(T+n)κ = (−1)κ(2πi)κ

(κ−1)!

∑∞
j=1 j

κ−1e2πijT .
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