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2.0. Àáñòðàêòíûå àëãåáðàè÷åñêèå êðèâûå

2.0.0. Îáîçíà÷åíèÿ. Íà÷àëî ïðåäûäóùåé ëåêöèè, ïîñâÿù¼ííîå íîðìèðîâà-
íèÿì ïîëåé, ìîæåò ïîêàçàòüñÿ íèêàê íå ñâÿçàííûì ñ å¼ îñíîâíîé ÷àñòüþ, â êî-
òîðîé áûë äàí íàáðîñîê îñíîâíûõ îïðåäåëåíèé êëàññè÷åñêîé òåîðèè êðèâûõ.
Ñâÿçü ìåæäó ýòèìè ãðóïïàìè ïîíÿòèé, êîòîðàÿ áûëà íàìå÷åíà â ïðîñòåéøåì
ñëó÷àå (ïðÿìàÿ � êðèâàÿ) áóäåò óñòàíîâëåíà â íàñòîÿùåé ëåêöèè â åñòåñòâåí-
íîé îáùíîñòè.

Ìû ïî-ïðåæíåìó ðàáîòàåì íàä îñíîâíûì àëãåáðàè÷åñêè çàìêíóòûì ïîëåì k,
êîòîðîå ïðåäïîëàãàåòñÿ íàñòîëüêî ôèêñèðîâàííûì, íàñêîëüêî ìîæíî. È ðàñ-
ñìàòðèâàåì åãî êîíå÷íîïîðîæä¼ííûÅ ðàñøèðåíèß

K ⊃ k

ñòåïåíè òðàíñöåíäåíòíîñòè 1; õîòÿ ñåãîäíÿ ìû áóäåì ðàáîòàòü ñ ÎÄÍÈÌ òàêèì
ðàñøèðåíèåì, íå ñëåäóåò çàáûâàòü, ÷òî öåëü êóðñà � ÄÅÔÎÐÌÀÖÈÈ òàêèõ
ðàñøèðåíèé.

Â ýòîé ëåêöèè ìû ïåðåéä¼ì îò àôôèííîé ãåîìåòðèè ê ïðîåêòèâíîé è áóäåì
èñïîëüçîâàòü ñòàíäàðòíîå îáîçíà÷åíèå (ñì., íàïðèìåð, [Øàôàðåâè÷2007]).

Pn(k) :=
An+1(k) \ {0}

k×
;

íå âïîëíå ñòàíäàðòíî òî÷êè ïðîåêòèâíîãî ïðîñòðàíñòâà áóäåì îáîçíà÷àòü

Pn(k) 3 (x0 : x1 : · · · : xn) =
[
(x0, x1, . . . , xn)

]
k× .

Êàê îáû÷íî, ïîëàãàåì An(k) ↪→ Pn(k) íà îñíîâå ñîãëàøåíèÿ

Pn(k) ⊃ An(k) = {(x0 : x1 : · · · : xn) | x0 6= 0}
∼=←→
{(x1

x0
, . . . ,

xn
x0

)}
.
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Åù¼ âîññòàíîâèì îñíîâíîå äëÿ äàëüíåéøåãî îáîçíà÷åíèå

Valk(K) :=
{
íîðìèðîâàíèÿ K → Z

∐
{∞}

}
.

2.0.1. Íîðìèðîâàíèÿ êàê òî÷êè êðèâûõ. Â ïðåäûäóùåé ëåêöèè â ïîäðàç-
äåëå 1.0.4 áûëà óñòàíîâëåíà òåîðåìà

Valk
(
k(x)

)
= {ordα | α ∈ k}

∐
{ord∞}.

Ïðè ñòàíäàðòíîé èíòåðïðåòàöèè P1(k) '
(
k
∐
{∞}

)
ýòî ðàâåíñòâî ïðåâðàùà-

åòñÿ â áèåêöèþ
Valk

(
k(x)

)
' P1(k).

Öåëü íàñòîÿùåãî ïîäðàçäåëà � îáîáùèòü ýòó áèåêöèþ íà ïðîèçâîëüíûå êðèâûå.

Êàê ýòî íè ïàðàäîêñàëüíî, íàì õîòåëîñü áû îáúÿâèòü ìíîæåñòâî Valk(K) ìî-
äåëüþ ïîëÿ K, íàó÷èòüñÿ äóìàòü îá ýòîì ìíîæåñòâå êàê î ÊÐÈÂÎÉ è ñ÷èòàòü
åãî ýëåìåíòû. òî åñòü íîðìèðîâàíèÿ, ÒÎ×ÊÀÌÈ ýòîé êðèâîé. Ìåøàåò Åâ-
êëèä, ñ òî÷êè çðåíèÿ êîòîðîãî (ñì. [Åâêëèä1948]) òî÷êà... íå èìååò ÷àñòåé.
À íîðìèðîâàíèå � îáúåêò äîâîëüíî ñëîæíûé, è âðÿä ëè Åâêëèä ñîãëàñèëñÿ áû
ñ÷èòàòü åãî òî÷êîé.

Ìû ïðåîäîëååì îáñóæäàåìîå çàòðóäíåíèå íå âïîëíå ÷åñòíûì ôîðìàëüíûì
òðþêîì: ïðèìåíèì áèåêöèþ è ââåä¼ì "íîâîå" ìíîæåñòâî

X :∼= Valk(K),

êîòîðîå áóäåì íàçâàòü àáñòðàêòíîé êðèâîé, à ýëåìåíòû ýòîãî ìíîæåñòâà, êîòî-
ðûå áóäåì óæå áåç âñÿêèõ ìîðàëüíûõ ñîìíåíèé íàçûâàòü òî÷êàìèè ñòàðàòüñÿ
îáîçíà÷àòü P ∈ X (îò ñëîâà Point) è äðóãèìè áëèçêèìè áóêâàìè.

Îáîçíà÷åíèå äëÿ áèåêöèè ââåä¼ì ëèøü â îäíó ñòîðîíó, îáîáùàÿ ïðîñòåéøèé
ïðèìåð èç ëåêöèè 1:

X
∼=−→ Valk(K) : P 7→ ordP;

Èòàê, äëÿ x ∈ K× èìååì ordP(x) ∈ Z, òîãäà êàê ordP(0) =∞.

Íàøå îáîçíà÷åíèå íå âïîëíå ñòàíäàðòíî1, íî ëåãêî çàïîìèíàåìî. Îñòà¼òñÿ ïðè-
äàòü åìó åñòåñòâåííûé ñìûñë äëÿ òåõ êðèâûõ, êîòîðûå ìû óæå îñâîèëè.

2.0.2. Àáñòðàêòíûå è âëîæåííûå êðèâûå. Ñíà÷àëà óòî÷íèì íàøè âðå-
ìåííûå ïîíÿòèÿ è îáîçíà÷åíèÿ. Äëÿ ìíîãî÷ëåíà f ∈ k[x, y] ïî-ïðåæíåìó áó-
äåì ðàññìàòðèâàòü ìíîæåñòâî åãî íóëåé zerf ⊂ A2(k), íî òåïåðü, ñ ó÷¼òîì
âëîæåíèÿ àôôèííîé ïëîñêîñòè â ïðîåêòèâíóþ A2(k) ⊂ P2(k), ââåä¼ì íîâîå
îáîçíà÷åíèå

Ẋ := zerf = {(x, y) ∈ A2(k) | f(x, y) = 0}.

1Â [Ñåðð1968] èñïîëüçóåòñÿ îáîçíà÷åíèå vP âìåñòî íàøåãî ordP � íî, íàðÿäó ñ vP (f)
äëÿ ôóíêöèé f ∈ k(K), óïîòðåáëÿåòñÿ íå òîëüêî vP (ω) äëÿ äèôôåðåíöèàëîâ ω ∈ Ω1(K), ÷òî

åù¼ ìîæíî áûëî áû ñ÷èòàòü çàêîííûì îáîáùåíèåì, íî è vP (D) äëÿ äèâèçîðîâ D ∈ Div(K),
÷òî,íà íàø âçãëÿä, ñîâåðøåííî íåäîïóñòèìî. Ïðèøëîñü îòêëîíèòñÿ îò òðàäèöèé ïî÷òåííîé
êíèãè.
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Òåïåðü, êîãäà íå áóäåì íàçûâàòü ýòó êðèâóþ àôôèííîé ìîäåëüþ ñâîåãî ïîëÿ
ðàöèîíàëüíûõ ôóíêöèé, áóäåì íàçûâàòü å¼ ïðîêîëîòîé êðèâîé, èìåÿ â âèäó
âëîæåíèå

Ẋ ↪→ X ⊂ P2(k),

ãäå X � ïðîåêòèâíîå çàìûêàíèå àôôèííîé êðèâîé Ẋ.

Íà ïðîåêòèâíîé ïëîñêîñòè ââåä¼ííûå âûøå êîîðäèíàòû (x0 : x1 : x2) îáû÷íî
ñîïðîâîæäàþòñÿ ñîãëàøåíèåì x = x1

x0
, y = x2

x0
, òî åñòü ïðè x0 6= 0 ïîäðàçóìå-

âàåòñÿ ðàâåíñòâî â îäíîðîäíûõ êîîðäèíàòàõ (1 : x : y) = (x0 : x1 : x2). Áîëåå
óäîáíû, îäíàêî, íåíóìåðîâàííûå (è òîæå òðàäèöèîííûå) êîîðäèíàòû (x : y : z)
ïîëó÷àþòñÿ èç ïðåäûäóùèõ öèêëè÷åñêîé ïåðåñòàíîâêîé: ïðè z 6= 0 ïîäðàçóìå-
âàåòñÿ

(x : y : z)∈P2(k) =
(x
z

:
y

z
: 1
)
∈P2(k)

←→ (x, y)∈A2(k).

Ïåðåôîðìóëèðîâêà: âûøåóïîìÿíóòîå âëîæåíèå â êîîðäèíàòàõ èìååò âèä

A2(k) ↪→ P2(k) : (x, y) 7→ (x : y : 1).

Ìû çàôèêñèðîâàëè òðàäèöèþ èñïîëüçîâàòü îäíè è òå æå áóêâû äëÿ àôôèí-
íûõ (íåîäíîðîäíûõ) è äëÿ ïðîåêòèâíûõ (îäíîðîäíûõ) êîîðäèíàò.

Âîîáùå-òî â ïðîåêòèâíîé ïëîñêîñòè ðàññìàòðèâàåòñÿ íå îäíà àôôèííàÿ, à òðè,
ïîêðûâàþùèå å¼: âåäü ïåðâàÿ/ïîñëåäíÿÿ êîîðäèíàòà íå âûäåëåíà íè÷åì, êðî-
ìå òðàäèöèè. Îáùåïðèíÿòûõ îáîçíà÷åíèé äëÿ ýòèõ àôôèííûõ ïëîñêîñòåé (ïî
î÷åâèäíûì ïðè÷èíàì ÷àñòî íàçûâàåìûõ êàðòàìè) íåò, òàê ÷òî ââîäèì ïîíÿò-
íûå: P2(k)x6=0, P2(k)y 6=0 è P2(k)z 6=0. Î÷åâèäíî,

P2(k)x 6=0

⋃
P2(k)y 6=0

⋃
P2(k)z 6=0 = P2(k)

� ïîñêîëüêó ïðîåêòèâíàÿ ïëîñêîñòü íå ñîäåðæèò òî÷êè (0:0:0).

Ïðîåêòèâíîå çàìûêàíèå Ẋ ↪→ X ⊂ P2(k) îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì.
Ïóñòü íåïðèâîäèìàÿ êðèâàÿ Ẋ çàäàíà óðàâíåíèåì2 f(x, y) = 0; òîãäà êðèâàÿ
X çàäà¼òñÿ â îäíîðîäíûõ êîîðäèíàòàõ (x : y : z) óðàâíåíèåì

zdf
(x
z
,
y

z

)
= 0, (2.0.2a)

ãäå d = deg f � ñòåïåíü ìíîãî÷ëåíà. Ìîæíî ïîëüçîâàòüñÿ îáû÷íûì îïðåäåëå-
íèåì ñòåïåíè (÷åðåç ìàêñèìàëüíóþ ñòåïåíü âõîäÿùåãî â f íåíóëåâîãî ìîíîìà
axiyj), à ìîæíî îïðåäåëèòü d êàê íàèìåíüøåå, ïðè êîòîðîì ëåâàÿ ÷àñòü (2.0.2)
� íåïðèâîäèìûé ìíîãî÷ëåí (ïðè áîëüøåì d ó ìíîæåñòâà ðåøåíèé óðàâíåíèÿ
(2.02à) â êà÷åñòâå êîìïîíåíòû âîçíèêàåò "áåñêîíå÷íàÿ" ïðÿìàÿ, çàäàâàåìàÿ
óðàâíåíèåì z = 0).

Êàðòû áóäåì äëÿ êðàòêîñòè îáîçíà÷àòü ”x 6= 0”, ”y 6= 0” è z 6= 0”, èñïîëüçóÿ
â äâóõ ïåðâûõ, êàê è â ïîñëåäíåé, îáîçíà÷åííûå òåìè æå áóêâàìè àôôèííûå
êîîðäèíàòû (x, z) è (y, z). Ïåðåõîä îò àôôèíûõ êîîðäèíàò ê ïðîåêòèâíûì, ñêà-
æåì, â êàðòå z 6= 0” îñóùåñòâëÿåòñÿ ïðèïèñûâàíèåì ê êàæäîìó ìîíîìó xiyj

ìîíîìà zd−i−j , à îò ïðîåêòèâíûõ ê àôôèííûì, íàïðèìåð, â êàðòå ”y 6= 0” �

2äëÿ êðàòêîñòè ìû ñåé÷àñ ïðåíåáðåãàåì ñîîáðàæåíèÿìè îáî îáîçíà÷åíèÿõ (ñì. Ïðèëîæå-
íèå ê ëåêöèè 1) è ïîëüçóåìñÿ îáùåïðèíÿòûìè.
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ïðèðàâíèâàíèåì y = 1.

Êàðòó z 6= 0” ìû âñ¼ æå áóäåì ñ÷èòàòü îñíîâíîé è îòíîñèòüñÿ ê òîìó, ÷òî
ïðîèñõîäèò âíå å¼ (òî åñòü íà ïðÿìîé z = 0), êàê ê ÿâëåíèÿì "íà áåñêîíå÷íî-
ñòè". Îòìåòèì, ÷òî âî ââåä¼ííûõ âûøå îáîçíà÷åíèÿõ

Ẋ = {(x : y : z) ∈ X | z 6= 0}.

Ïîñìîòðèì, êàê óñòðîåíû ïðîåêòèâíûå çàìûêàíèÿ ââåä¼ííûõ âûøå àôôèííûõ
êðèâûõ. Âåùåñòâåííûå êàðòèíêè ðèñîâàòü íå áóäåì, ïðåäîñòàâëÿÿ ýòî ÷èòàòå-
ëþ. Ïîêà áóäåì â îñíîâíîì èíòåðåñîâàòüñÿ äîáàâëÿåìûìè íà áåñêîíå÷íîñòè
òî÷êàìè, îïðåäåëÿÿ (òî÷íûå îïðåäåëåíèÿ áóäóò ïîçæå) ãëàäêèå îíè èëè îñî-
áûå; ïðè ïåðâîì çíàêîìñòâå ìîæíî äîâåðÿòü âåùåñòâåííûì êàðòèíêàì. Òî÷êà ñ
êîîðäèíàòàìè (0,0) (â êàêîé-íèáóäü ñèñòåìå àôôèííûõ êîîðäèíàò) îñîáà òîãäà
è òîëüêî òîãäà, êîãäà óðàâíåíèå êðèâîé íå ñîäåðæèò ìîíîìîâ ïåðâîé ñòåïåíè.
Åñëè d = 3, òî åñòü ìû èìååì äåëî ñ êóáè÷åñêîé êðèâîé, òî ãëàäêàÿ òî÷êà
íàçûâàåòñÿ òî÷êîé ïåðåãèáà, åñëè êàñàòåëüíàÿ ê íåé êàñàåòñÿ êðèâîé (íå äâó-
êðàòíî, à) òð¼õêðàòíî, òî åñòü ïåðåñåêàåò êðèâóþ òîëüêî â òî÷êå êàñàíèÿ.

Ïîëóêóáè÷åñêàÿ ïàðàáîëà. Å¼ óðàâíåíèå y2 = x3 ïðåâðàùàåòñÿ â y2z = x3.
Íà áåñêîíå÷íîñòè äîáàâëÿåòñÿ îäíà òî÷êà:

X \ Ẋ = {(0 : 1 : 0).

Â êàðòå ”y 6= 0” ýòî � òî÷êà ïåðåãèáà òàê íàçûâàåìîé êóáè÷åñêîé ïàðàáîëû
z = x3.

Äåêàðòîâ ëèñò. Åãî óðàâíåíèå y2 = x3 +x2 ïðåâðàùàåòñÿ â y2z = x3 +x2z. Âñ¼
ïðîèñõîäèò ïðèìåðíî òàê æå, êàê â ïðåäûäóùåì ïðèìåðå, ïîñêîëüêó (íåôîð-
ìàëüíî) ïðè x, y →∞ ñëàãàåìîå x2 ïðåíåáðåæèìî ïî ñðàâíåíèþ ñ x3. Äåòàëè
ïðåäîñòàâëÿþòñÿ ÷èòàòåëþ.

Îêðóæíîñòü ñ èçâåñòíûì âñåì óðàâíåíèåì x2 + y2 = 1 êàæåòñÿ öåëèêîì, áåç
âñÿêèõ ïðîêîëîâ, ñîäåðæàùåéñÿ â àôôèííîé ÷àñòè ïëîñêîñòè. Ýòî, îäíàêî, èë-
ëþçèÿ íà÷èíàþùåãî, âîñïèòàííîãî íà âåùåñòâåííîé ìàòåìàòèêå � à ìû, íàïîì-
íèì, ïðåäïîëàãàåì îñíîâíîå ïîëå k àëãåáðàè÷åñêè çàìêíóòûì è, â ÷àñòíîñòè,
íåâîçìîæíî k = R���

XXX . Â ïðîåêòèâíîé ïëîñêîñòè P2(k) óðàâíåíèå ïðåâðàùàåòñÿ
â

x2 + y2 = z2, (2.0.2b)

è íà áåñêîíå÷íîñòè, òî åñòü ïðè z = 0, îáíàðóæèâàåì äâå "ìíèìûå" òî÷êè ñ
êîîðäèíàòàìè3 (1 : ±i : 0). Â êàðòå ”x 6= 0” óðàâíåíèå (2.0.2b) çàäà¼ò ãèïåðáîëó
1 = z2 − y2, è âêëååííûå òî÷êè îêàçûâàþòñÿ ãëàäêèìè.

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ÷åðåç òå æå òî÷êè ïðîõîäÿò âñå "îêðóæíîñòè�, òî åñòü êðèâûå èç

ñåìåéñòâà (x− a)2 + (y − b)2 = r2. Ýòî çàìå÷àíèå óñòàíàâëèâàåò ñîîòâåòñòâèå ìåæäó

øêîëüíîé ôîðìóëèðîâêîé ÷åðåç ëþáûå òðè òî÷êè ïðîõîäèò îêðóæíîñòü, ïðè÷¼ì

åäèíñòâåííàÿè âçðîñëîé ÷åðåç ëþáûå ïÿòü òî÷åê ïðîõîäèò êîíèêà (òî åñòü êðèâàÿ

3â îñíîâíîì ïîëå ôèêñèðóåòñÿ i ∈ k � îäèí èç êîðíåé ìíîãî÷ëåíà x2 + 1. Òðóäíîñòè
âîçíèêàþò ïðè char(k) = 2, íî ìû, êàê è âñå, èñêëþ÷èì ýòó âîçìîæíîñòü èç ðàññìîòðåíèÿ.
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ñòåïåíè 2), ïðè÷¼ì åäèíñòâåííàÿ4. Â øêîëå äâå èç ïÿòè òî÷åê ôèêñèðóþòñÿ.

Êâàðòèêà Ôåðìà. Ýòà êðèâàÿ ãîðàçäî ñëîæíåå îêðóæíîñòè, íî å¼ ïîâåäåíèå
íà áåñêîíå÷íîñòè àíàëèçèðóåòñÿ àíàëîãè÷íî. Óðàâíåíèå x4 + y4 = 1 ïðåâðà-
ùàåòñÿ â x4 + y4 = z4, è ðàçíîñòü X \ Ẋ îêàçûâàåòñÿ ñîñòîÿùåé èç ÷åòûð¼õ
ãëàäêèõ òî÷åê. Ïðåäîñòàâëÿåì ÷èòàòåëþ ïðîâåðêó.

***

Äî ñèõ ïîð ìû ðàññìàòðèâàëè èíäèâèäóàëüíûå êðèâûå. Âñå îíè ðàöèîíàëüíû
è áèðàöèîíàëüíî èçîìîðôíû ìåæäó ñîáîé, òàê ÷òî ñ òî÷êè çðåíèÿ ïðåäìåòà
íàøåãî êóðñà èíòåðåñà íå ïðåäñòàâëÿþò; ìû ðàáîòàëè ñ íèìè ïðîñòî äëÿ òîãî,
÷òîáû íà ïðîñòûõ ïðèìåðàõ ïðèâûêíóòü ê ïåðåõîäó îò àôôèííîé êðèâîé ê
å¼ ïðîåêòèâíîìó çàìûêàíèþ. Òåïåðü ìû ïåðåéä¼ì ê ýëëèïòè÷åñêèì êðèâûì,
çàâèñÿùèì îò ïàðàìåòðà (ìû ïî èñòîðè÷åñêèì ïðè÷èíàì íàçâàëè åãî ýêñöåí-
òðèñèòåòîìè îáîçíà÷èëè e) è äîñòàâëÿþùèì ïåðâûé íåòðèâèàëüíûé ïðèìåð
ïðîñòðàíñòâ ìîäóëåé.

Ïëîñêàÿ êóáèêà. Èçâåñòíî ìíîãî ñòàíäàðòíûõ ôîðì óðàâíåíèé êóáè÷åñêèõ
êðèâûõ: îíè èíòåíñèâíî èçó÷àþòñÿ, íà÷èíàÿ ñ [Newton1676]. Ìû ïîðàáîòà-
åì ñ óðàâíåíèåì (1.1.1l) èç ëåêöèè 1, y2 = x(x − e)

(
x − 1

e

)
. Ïåðåéäÿ îáû÷íûì

îáðàçîì îò àôôèííûõ êîîðäèíàò ê ïðîåêòèâíûì, âïåðâûå ïîëó÷èì íå ðàöèî-
íàëüíóþ ãëàäêóþ ïðîåêòèâíóþ êðèâóþ

y2z = x(x− ez)
(
x− 1

e
z
)

(2.0.2c)

Â êàðòå ”y 6= 0” ïîëó÷àåì z = x(x − ez)
(
x − 1

ez
)
, ýòà êðèâàÿ ãëàäêà â òî÷êå

(x, z) = (0, 0) è ïåðåñå÷åíèå ïîïîëíåííîé êðèâîé ñ (áåñêîíå÷íîé) ïðÿìîé z = 0
òð¼õêðàòíî. Òàêèì îáðàçîì, íà áåñêîíå÷íîñòè âêëåèëàñü îäíà ãëàäêàÿ òî÷êà
ïåðåãèáà.

Ìû ïîëó÷èëè ÈÄÅÀËÜÍÓÞ ãëàäêóþ ïðîåêòèâíóþ ìîäåëü ïîëÿ

ff
( k[x, y]

〈−y2 + x(x− e)
(
x− 1

e

)
〉

)
.

Êâàðòèêà Ëåæàíäðà5. Ââåäÿ m = 1−e
1+e , òàê ÷òî m /∈ {0, 1}, ïåðåïèøåì àô-

ôèííîå óðàâíåíèå (1.1.1j′) â âèäå v2 = (u2 + m)(u2 + 1
m ). Òîãäà, ïåðåõîäÿ îò

àôôèííûõ êîîðäèíàò (u, v) ê ïðîåêòèâíûì (u : v : w), ïîëó÷èì óðàâíåíèå

v2w2 = (u2 +mw2)(u2 +
w2

m
). (2.0.2d)

Â (î÷åâèäíûì îáðàçîì îïðåäåëÿåìîé) êàðòå ”v 6= 0” ïîëó÷àåì áîëåå ñëîæíîå,
÷åì ðàíüøå, óðàâíåíèå w2 = (u2 + mw2)(u2 + w2

m ) â àôôèííûõ êîîðäèíàòàõ
(u,w). Ýòî óðàâíåíèå â òî÷êå (u,w) = (0, 0) çàäà¼ò îñîáåííîñòü íåâèäàííîãî
ðàíüøå òèïà: ëîêàëüíî äâå êàñàþùèåñÿ äðóã äðóãà ïàðàáîëû w = ±u2.

4ïðåäîñòàâëÿåì ÷èòàòåëþ ðàçáîð âûðîæäåííûõ ñëó÷àåâ, êîãäà 3 òî÷êè êîëëèíåàðíû...
5Íàçâàíèå íå îáùåïðèíÿòîå, íî ðàññìàòðèâàåìîå íàìè óðàâíåíèå ëåãêî ñâîäèòñÿ ê ñòàí-

äàðòíîìó v2 = (1− u2)(1− k2u2).
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×òîáû ïîëó÷èòü èç ýòîé ïðîåêòèâíîé êðèâîé ãëàäêóþ ìîäåëü, ïîëó÷åííóþ
îñîáåííîñòü ïðèä¼òñÿ ðàçðåøàòü; ìû áóäåì ó÷èòüñÿ ýòîìó â ïîñëåäóþùèõ ëåê-
öèÿõ.

2.0.3. Ñòðóêòóðíûé ïó÷îê. Íåäîñòàòî÷íî ïðîñòî îáúÿâèòü íåêîòîðîå ìíî-
æåñòâî êðèâîé; íàäî ñíàáäèòü åãî ñòðóêòóðîé, äàþùåé (íåôîðìàëüíîå) ìî-
ðàëüíîå ïðàâî íàçûâàòü åãî ýëåìåíòû ÒÎ×ÊÀÌÈ.

Ìû ñíàáäèì íàøè ìíîæåñòâà X ∼= valk(K) ñòðóêòóðîé îêîëüöîâàííîãî ïðî-
ñòðàíñòâà. Ýòî çíà÷èò, ÷òî (à) ñàìî ìíîæåñòâî áóäåò íàäåëåíî òîïîëîãèåé;
(á) êàæäîìó åãî îòêðûòîìó ïîäìíîæåñòâó áóäåò ñîïîñòàâëåíî êîëüöî.

Îò îêîëüöîâàííîãî ïðîñòðàíñòâà òðåáóåòñÿ, ÷òîáû ââåä¼ííûå êîëüöà áûëè ñâÿ-
çàíû ñèñòåìîé ñîãëàñîâàííûõ ìîðôèçìîâ. Ïðîùå âñåãî îïðåäåëèòü ýòó ñèñòå-
ìó, ñâÿçàâ ñ ÷àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííûì (âêëþ÷åíèåì) ìíîæåñòâîì îòêðûòûõ
ìíîæåñòâ OPX ìàëóþ êàòåãîðèþ OPX è ïîòðåáîâàâ, ÷òîáû ñîïîñòàâëåíèå îò-
êðûòûì ìíîæåñòâàì êîëåö áûëî êîôóíêòîðîì.

Ðàñøèðåíèå îáúåêòîâ àëãåáðàè÷åñêîé ãåîìåòðèè îò ïîäìíîæåñòâ ïðîåêòèâ-
íûõ ïðîñòðàíñòâ, îïðåäåëÿåìûõ ïîëèíîìèàëüíûìè óðàâíåíèÿìè, äî íåêîòî-
ðîãî êëàññà îêîëüöîâàííûõ ïðîñòðàíñòâ, íàçûâàåìûõ ñõåìàìè � îäèí èç æèç-
íåííûõ ïîäâèãîâ Àëåêñàíäðà Ãðîòåíäèêà; âïðî÷åì, åãî ñîâìåñòíûé ñ Æ. Äü¼-
äîííå ìíîãîòîìíûé òðóä [GroDieu1960] òàê è íå áûë äîïèñàí.

Òåîðèÿ ñõåì Ãðîòåíäèêà � âîçìîæíî, îäèí èç òðóäíåéøèõ ðàçäåëîâ ñîâðå-
ìåííîé ìàòåìàòèêè; îäíàêî â ñëó÷àå êðèâûõ íàä ôèêñèðîâàííûì àëãåáðàè÷å-
ñêè çàìêíóòûì ïîëåì îñíîâíûå îáúåêòû ìîãóò áûòü ââåäåíû ñî ñðàâíèòåëüíî
íåáîëüøèìè óñèëèÿìè.

Èòàê, ôèêñèðóåì X ∼= valk(K). Ìû ââåä¼ì íà X âåñüìà íåêëàññè÷åñêóþ òî-
ïîëîãèþ, òàê íàçûâàåìóþ (îäíîìåðíóþ) òîïîëîãèþ Çàðèñêîãî. Îòêðûòûìè â
íåé îáúÿâëÿþòñÿ ïóñòîå è äîïîëíåíèå ê êîíå÷íûì ìíîæåñòâàì6. Ïîñêîëüêó â
ñèëó àëãåáðàè÷åñêîé çàìêíóòîñòè îñíîâíîãî ïîëÿ k ìíîæåñòâî X áåñêîíå÷íî,
òî òîïîëîãèÿ íåõàóñäîðôîâà, à ëþáîå îòêðûòîå ìíîæåñòâî âñþäó ïëîòíî.

Òîïîëîãè÷åñêîå (òåïåðü) ïðîñòðàíñòâî X îêîëüöîâûâàåòñÿ òàê íàçûâàåìûì
còðóêòóðíûì ïó÷êîì O : OPX →→ ANN : U 7→7→ O(U), ãäå O(∅) := K, à
äëÿ íåïóñòîãî îòêðûòîãî ïîäìíîæåñòâà U ∈ OPX

O(U) :=
{
f ∈ K | ∀P ∈ U [ordP (f) ≥ 0]

}
.

Èç àêñèîì íîðìèðîâàíèÿ ñëåäóåò, ÷òî âñå òàêèå O(U) � êîëüöà (ïðîâåðüòå!).
Èõ èíòóèòèâíûé ñìûñë áóäåò âñêîðå ïðîÿñí¼í.

Óïîìÿíóòàÿ âûøå êîôóíêòîðèàëüíîñòü çàêëþ÷àåòñÿ â íàëè÷èè äëÿ ëþáûõ

6ïîñòîðîííåå ïðèìåíåíèå ýòîé òîïîëîãèè: åñëè ââåñòè å¼ íà N, òî äëÿ ëþáîãî òîïîëîãè-
÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà T ëþáàÿ èìåþùàÿ ïðåäåë ïîñëåäîâàòåëüíîñòü t : N → T : n 7→ tn
íåïðåðûâíà.



7

äâóõ îòêðûòûõ ìíîæåñòâ U ⊆ V ìîðôèçìîâ êîëåö

ρVU : O(V ) −→ O(U),

íàçûâàåìûõ ìîðôèçìàìè îãðàíè÷åíèÿ. Â íàøåì ñëó÷àå âñå îíè ÿâëÿþòñÿ âëî-
æåíèÿìè äðóã â äðóãà ïîäêîëåö ïîëÿ K è ïîòîìó î÷åâèäíî óäîâëåòâîðÿþò
òðåáóåìûì ñîîòíîøåíèÿì

ρUU = idO(U) è ρ
V
U ◦ ρWV = ρWU äëÿ âñåõ U ⊆ V ⊆W.

Åù¼ äëÿ êàæäîé òî÷êè P ∈ X ââåä¼ì ëîêàëüíîå êîëüöî

OP := {f ∈ K | ordP (f) ≥ 0} =
⋃

P∈U∈OPX

O(U).

Îíî ñîäåðæèò åäèíñòâåííûé ìàêñèìàëüíûé èäåàë

OP .mP := {f ∈ K | ordP (f) > 0}.

Ýòîò èäåàë ìàêñèìàëåí, ïîòîìó ÷òî èç f ∈ OP \ mP ñëåäóåò ordP (f) = 0 è
ïîòîìó èç 0 = ordP

(
f · 1f

)
= ordP (f) + ordP

(
1
f

)
ïîëó÷àåì ordP

(
1
f

)
= 0, òî åñòü

1
f ∈ OP è, ñëåäîâàòåëüíî, f ∈ O×P .

Ïðåäëîæåíèå. Äëÿ ëþáîé òî÷êè P ∈ X èìååò ìåñòî èçîìîðôèçì

OP
mP
∼= k

Äîêàçàòåëüñòâî. Ôàêòîð êîëüöà ïî ìàêñèìàëüíîìó èäåàëó � ïîëå, à, ïî-
ñêîëüêó k

⋂
mP = 0, ïîëå OP

mP
ÿâëÿåòñÿ ðàñøèðåíèåì ïîëÿ k. Îñòà¼òñÿ óáåäèòü-

ñÿ, ÷òî äëÿ ëþáîãî x ∈ OP íàéä¼òñÿ òàêîé c ∈ k, ÷òî x− c ∈ mP .

Åñëè x ∈ k, òî äîêàçûâàòü íå÷åãî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî x ∈ K \ k; òîãäà, êàê
ìû çíàåì, íàéä¼òñÿ òàêîé y ∈ K, ÷òî K = k(x, y), è òàêîé f ∈ k[x, y] \ k, ÷òî
f(x, y) = 0.

Â ñèëó ñþðúåêòèâíîñòè ordP íàéä¼òñÿ òàêîé ýëåìåíò z ∈ K, ÷òî ordP (z) = 1.
Ïóñòü z = a

b , ãäå a, b ∈ k[x, y]. Ïîñêîëüêó è ordP (a) ≥ 0 è ordP (b) ≥ 0, òî îòñþäà
è èç 1 = ordP (a)−ordP (b) ñëåäóåò, ÷òî ordP (a) > 0. ÈÑÊËÞ×ÈÂ y èç äâóõ ïî-
ëèíîìèàëüíûõ ðàâåíñòâ f(x, y) = 0, a(x, y) = 0, íàéä¼ì òðåáóåìîå çíà÷åíèå x.�

Òåïåðü ìû ãîòîâû ó÷èòüñÿ ñìîòðåòü íà ýëåìåíòû ôóíêöèîíàëüíîãî ïîëÿ êàê
íà ïî÷òè-ôóíêöèè, òî åñòü ôóíêöèè, îïðåäåë¼ííûå âíå êîíå÷íîãî ÷èñëà òî-
÷åê. Õîðîøèé èñõîäíûé êëàññ ïðèìåðîâ � "øêîëüíûå" ðàöèîíàëüíûå ôóíêöèè
r = p

q ∈ k(x), ãäå p, q ∈ k[x]; ýòà ïî÷òè-ôóíêöèÿ îïðåäåëåíà âíå íóëåé q. Îä-
íàêî, êàê îáúÿñíÿëîñü â ëåêöèè 1, øêîëüíîå îáîçíà÷åíèå x 7→ r(x) íèêóäà íå
ãîäèòñÿ: x � ýëåìåíò ôóíêöèîíàëüíîãî ïîëÿ, à íå òî÷êà ïðÿìîé.

Âåðí¼ìñÿ ê îáùåìó ñëó÷àþ ìîäåëè X ïîëÿ K. Ïóñòü r ∈ K; íàì ïðèä¼òñÿ
ââåñòè âðåìåííîå îáîçíà÷åíèå äëÿ îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ ÷àñòè÷íîé ôóíêöèè
′′r′′ : X 99K k � ïóñòü ýòî áóäåò Dom(r) ⊂ X. Íàïîìíèì, ÷òî

Dom(r) = {P ∈ X | ordP (r) ≥ 0}.
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Òîãäà, åñëè P ∈ Dom(r), òî r ∈ OP , è ìîæíî ñ ïîìîùüþ (ãëàâíîãî?) èçîìîð-
ôèçìà â ðàìî÷êå îïðåäåëèòü

′′r′′(P ) := r mod mP .

Òåïåðü ìîæíî èíòåðïðåòèðîâàòü ââåä¼ííûå âûøå êîëüöà (òî÷íåå, êîíå÷íîïî-
ðîæä¼ííûå k-àëãåáðû) O(U) êàê êîëüöà "ôóíêöèé�, ðåãóëÿðíûõ â îòêðûòûõ
ìíîæåñòâàõ U ⊆ X, à ëîêàëüíûå êîëüöà OP � êàê êîëüöà ðîñòêîâ ôóíêöèé,
îïðåäåë¼ííûõ â îêðåñòíîñòÿõ (âîîáùå ãîâîðÿ, êàæäàÿ â ñâîåé) òî÷êè P .

2.0.4. Äèâèçîðû. Â ïðåæíèõ îáîçíà÷åíèÿõ äëÿ êàæäîé êðèâîé ââåä¼ì ñâî-
áîäíóþ àáåëåâû ãðóïïó, ïîðîæä¼ííóþ òî÷êàìè:

Div(X) :=
⊕
P∈X

ZP.

Êàæäûé ýëåìåíò ýòîé ãðóïïû D ∈ Div, òî åñòü äèâèçîð, çàïèñûâàåòñÿ â âèäå

D =
∑
P∈X

vP (D)P,

ãäå X 7→ Z : P 7→ vP (D) � ôóíêöèÿ, ïî÷òè âñþäó ðàâíàÿ íóëþ.
Âàæíàÿ ôóíêöèÿ � ñòåïåíü äèâèçîðà

deg : Div(X) −→ Z :
∑
P∈X

nPP 7→
∑
P∈X

nP .

Âàæíà ãðóïïà äèâèçîðîâ íóëåâîé ñòåïåíè

Div0(X) := ker(deg).

Òåîðåìà-îïðåäåëåíèå. Îïðåäåë¼í ìîðôèçì ãðóïï

div : K× −→ Div(X) : r 7→
∑
P∈X

ordP (r)P.

Èíà÷å ãîâîðÿ, ó ëþáîé íåíóëåâîé ðàöèîíàëüíîé ôóíêöèè íà êðèâîé ëèøü êî-
íå÷íîå ÷èñëî íóëåé è ïîëþñîâ: ∀r ∈ K×

[
#{P ∈ X | ordP (r) 6= 0} < ∞

]
. Áîëåå

òîãî, êîëè÷åñòâà íóëåé ðàâíû êîëè÷åñòâàì ïîëþñîâ, åñëè òå è äðóãèå ïîä-
ñ÷èòûâàòü ñ êðàòíîñòÿìè:

div(K×) ⊆ Div0(X).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñì. [Ñåðð1968] �.

Èñêëþ÷èòåëüíî âàæíóþ ðîëü â òåîðèè êðèâûõ èãðàþò ãðóïïû Ïèêàðà

Pic(X) :=
Div(X)

div(K×)

è

Pic0(X) :=
Div0(X)

div(K×)
.

Íåòðóäíî ïîíÿòü, ÷òî â ñëó÷àå ðàöèîíàëüíîé êðèâîé X, òî åñòü X ' P1(k), òî
åñòü K ' k(x), ïåðâàÿ èç ýòèõ ãðóïï èçîìîðôíà Z, à âòîðàÿ òðèâèàëüíà (ëþáîé
äèâèçîð íóëåâîé ñòåïåíè íà ïðîåêòèâíîé ïðÿìîé åñòü äèâèçîð ðàöèîíàëüíîé
ôóíêöèè). Ìû óâèäèì â äàëüíåéøåì, ÷òî âåðíî è îáðàòíîå: èç òðèâèàëüíîñòè
ãðóïïû Pic0(X) ñëåäóåò ðàöèîíàëüíîñòü êðèâîé X.
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2.0.5. Íîðìèðîâàíèå, îïðåäåë¼ííîå ãëàäêîé òî÷êîé.Ìû ñîñòàâèëè íåêî-
òîðîå ïðåäâàðèòåëüíîå ïðåäñòàâëåíèå î êðèâûõ, âëîæåííûõ â ïðîåêòèâíûå
ïðîñòðàíñòâà (íà÷àâ ñ êðèâûõ â ïðîåêòèâíîé ïëîñêîñòè), è äàëè îêîí÷àòåëüíîå
îïðåäåëåíèå àáñòðàêòíûõ êðèâûõ. Îñòà¼òñÿ ýòè ïðåäñòàâëåíèÿ ñîãëàñîâàòü,
ñâÿçàâ íîðìèðîâàíèÿ ôóíêöèîíàëüíûõ ïîëåé ñ òî÷êàìè âëîæåííûõ êðèâûõ.
Íàì ïðèä¼òñÿ îãðàíè÷èòüñÿ ãëàäêèìè òî÷êàìè, êîòîðûå ïîêà áûëè îïðåäåëå-
íû òîëüêî íà ïðèìåðàõ.

Ãëàäêîñòü òî÷êè � ëîêàëüíîå ñâîéñòâî. Äëÿ íàñ ýòî ñåé÷àñ îçíà÷àåò, ÷òî åñ-
ëè P ∈ X ⊂ P2(k) � òî÷êà ïðîåêòèâíîé êðèâîé, òî å¼ ãëàäêîñòü äîñòàòî÷íî
ïðîâåðèòü â êàêîé-íèáóäü èç àôôèííûõ êàðò, ïîêðûâàþùèõ P2(k) � òîãäà
îíà áóäåò ãëàäêà è â ëþáîé äðóãîé êàðòå (ìàëåíüêàÿ ëåììà, ïðåäîñòàâëÿå-
ìàÿ ÷èòàòåëþ � ïîñëå òîãî, êàê ïîÿâèòñÿ îïðåäåëåíèå). Ïîýòîìó äîñòàòî÷íî
îïðåäåëèòü ãëàäêîñòü òî÷êè àôôèííîé êðèâîé, à çäåñü âïîëíå õâàòàåò îïðåäå-
ëåíèÿ èç ýëåìåíòàðíîãî àíàëèçà: åñëè f ∈ k[x, y], òî óñëîâèå ãëàäêîñòè òî÷êè
P ∈ Ẋ = zerf ⊂ A2(k) ñîñòîèò â òîì, ÷òî ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå îïðåäåëÿþùåãî

ìíîãî÷ëåíà íå îáðàùàþòñÿ â íåé â 0 îäíîâðåìåííî, P /∈
(

zer ∂f
∂x

⋂
zer ∂f

∂y

)
.

Ïóñòü P ∈ Ẋ � ãëàäêàÿ òî÷êà, è ïðåäïîëîæèì äëÿ îïðåäåë¼ííîñòè, ÷òî êà-
ñàòåëüíàÿ ê íåé íå âåðòèêàëüíà, òî åñòü P /∈ zer ∂f

∂x
. Â êëàññè÷åñêîì àíàëèçå

ýòî îçíà÷àëî áû, ÷òî y íà íàøåé êðèâîé � íåÿâíàÿ ôóíêöèÿ x. Â îáùåì ñëó÷àå
ìû òîæå ïîñòàðàåìñÿ �âûðàçèòü âñ¼, ÷òî ìîæíî� ÷åðåç x. Òî÷íåå, ìû ïîïûòàåì-
ñÿ ñäåëàòü ýòî äëÿ ôóíêöèé, ðåãóëÿðíûõ â êàêîé-ëèáî îêðåñòíîñòè âûáðàííîé
òî÷êè P , òî åñòü äëÿ ýëåìåíòîâ ëîêàëüíîãî êîëüöà OP .

Ñäåëàòü ýòî ôèíèòíûìè àëãåáðàè÷åñêèìè ñðåäñòâàìè íåâîçìîæíî; íî, êàê è
â êëàññè÷åñêîì àíàëèçå, íà ïîìîùü ïðèõîäÿò ñòåïåííûå ðÿäû � åñëè îíè íå
õîòÿò ñõîäèòüñÿ (èëè åñëè âîïðîñ îá èõ ñõîäèìîñòè áåññìûñëåí, êàê â íàøåì
ñëó÷àå), òî ôîðìàëüíûå.

Îäíî èç îïðåäåëåíèé ãëàäêîñòè òî÷êè P çàêëþ÷àåòñÿ â òðåáîâàíèè òîãî, ÷òî-
áû èäåàë mP /OP ãëàâíûì; òàêèå ëîêàëüíûå êîëüöà íàçûâàþòñÿ ðåãóëÿðíûìè
(ñì. [Serre2000]), à ëþáàÿ îáðàçóþùàÿ èäåàëà mP = 〈u〉 � ëîêàëüíûì ïàðà-
ìåòðîì â òî÷êå P , èëè óíèôîðìèçóþùåé. Â íàøåì ïðåäïîëîæåíèè P /∈ zer ∂f

∂x

çà ëîêàëüíûé ïàðàìåòð ìîæíî âçÿòü

u = x−
(
x mod mP

)
.

Òîãäà îáû÷íàÿ ïðîöåäóðà ðàçëîæåíèÿ ôóíêöèé â ðÿäû îïðåäåëÿåò âëîæåíèå
ðåãóëÿðíûõ ôóíêöèé â êîëüöî ôîðìàëüíûõ ñòåïåííûõ ðÿäîâ

OP ↪→ k[[u]],

ïðîäîëæàþùååñÿ íà ïîëÿ ÷àñòíûõ è çàäàþùåå âëîæåíèå

ιP : K ↪→ k((u))
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ãëîáàëüíîãî ôóíêöèîíàëüíîãî ïîëÿ â ïîëå ôîðìàëüíûõ ðÿäîâ Ëîðàíà (ñì.
[Øàôàðåâè÷2007]). Ýòî âëîæåíèå è çàäà¼ò îïðåäåëÿåìîå òî÷êîé P ∈ X íîð-
ìèðîâàíèå

ordP : K× −→ Z : r 7→ min{n ∈ Z | ιP (r) =

∞∑
i=0

ciu
i, ïðè÷¼ì cn 6= 0}

(è, êàê âñåãäà, ordP (0) =∞). Ñì. äåòàëè â [Øàôàðåâè÷2007].

2.1. Íåêîòîðûå àëãåáðàè÷åñêèå êîíñòðóêöèè

2.1.0. Äèôôåðåíöèðîâàíèÿ. Ìû ðàáîòàåì ñ âåñüìà îáùèì àëãåáðàè÷åñêèì
ïîíÿòèåì. Ñíà÷àëà ââåä¼ì ìíîæåñòâî

DiffkK := {∂ : K 99K K | ∂(k) = 0;∀r, s ∈ K

∂(r + s) = ∂(r) + ∂(s)

∂(rs) = r∂(s) + s∂(r)}.

Äàëüøå âìåñòî ∂(r) áóäåì ïèñàòü ∂ · r (ðåçóëüòàò ïðèìåíåíè äèôôåðåíöèðî-
âàíèÿ ê ôóíêöèè...). È ïðè ñëó÷àå íàçûâàòü äèôôåðåíöèðîâàíèÿ âåêòîðíûìè
ïîëÿìè.

Â àíàëèçå ìíîæåñòâó âåêòîðíûõ ïîëåé îáû÷íî ïðèïèñûâàåòñÿ ñòðóêòóðà âåê-
òîðíîãî ïðîñòðàíñòâà íàä ïîëåì êîíñòàíò (êëàññè÷åñêè R). Ìû cíàáäèì ýòî
ìíîæåñòâî áîëåå áîãàòîé ñòðóêòóðîé.

Ëåììà 1. Îïåðàöèÿ

K ×DiffkK −→ DiffkK :
(

(a, ∂) 7→
(
r 7→ a(∂ · r)

))
îïðåäåëÿåò íà ìíîæåñòâå DiffkK ñòðóêòóðó âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà íàä
ïîëåì K.�

Ëåììà 2. Â ñëó÷àå ïëîñêîé êðèâîé Ẋ = zerf ïðè f ∈ k[x, y] ëþáîå äèôôå-
ðåíöèðîâàíèå ∂ ∈ DiffkK ïðåäñòàâèìî (â î÷åâèäíûõ îáîçíà÷åíèÿõ) â âèäå

∂ = a
∂

∂x
+ b

∂

∂y

ñ íåêîòîðûìè a, b ∈ K.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîëîæèì a = ∂ · x è b = ∂ · y. Òîãäà äèôôåðåíöèðîâàíèå
∂−a ∂

∂x−b
∂
∂y îáðàùàåò â íîëü è x, è y � è, ñëåäîâàòåëüíî, ëþáûå ðàöèîíàëüíûå

âûðàæåíèÿ èç íèõ ñ �ïîñòîÿííûìè� êîýôôèöèåíòàìè. �

Ñ âåêòîðíûì ïîëåì íà ïëîñêîñòè ñâÿçàí òðàäèöèîííûé çðèòåëüíûé îáðàç



11

a ∂
∂x + b ∂∂y

f = 0

x

y

��
�*

�
�
�
��

@
@
@
@
@R

Ïðåäëîæåíèå. dimKDiffkK = 1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñîãëàñíî ëåììå 2 ðàññìàòðèâàåìîå ïðîñòðàíñòâî í áîëåå
÷åì äâóìåðíî: Diffk ⊆ K ∂

∂x + K ∂
∂a . Îäíàêî ñîîòíîøåíèå ìåæäó îáðàçóþùèìè

ëåãêî íàéòè: ïðè ëþáûõ a, b ∈ K èìååì

0 = (a
∂

∂x
+ b

∂

∂y
) · f = afx + bfy,

òî åñòü äîñòàòî÷íî âçÿòü ëþáûå a, b ñ çàäàííûì îòíîøåíèåì b
a = − fxfy .�

2.1.1. Äèôôåðåíöèàëû. Îïðåäåëèì ïðîñòðàíñòâî (ðàöèîíàëüíûõ) äèôôå-
ðåíöèàëîâ íà êðèâîé X êàê ïðîñòðàíñòâî, äâîéñòâåííîå íàä K ïðîñòðàíñòâó
äèôôåðåíöèàëîâ7

Ω1(X) :=
(
DiffkK

)?
.

Îïðåäåë¼í âíåøíèé äèôôåðåíöèàë

d : K −→ Ω1(X) : x 7→ dx,

ãäå
dx : DiffkK −→ K : ∂ 7→ ∂ · x,

è èç ëåìì ïðåäûäóùåãî ïîäðàçäåëà ìãíîâåííî ñëåäóåò, ÷òî ëþáîé ýëåìåíò
ω ∈ Ω1(X) ïðåäñòàâèì â âèäå ω = adx ïðè ïîäõîäÿùèõ a, x ∈ K; ðàçóìååòñÿ,
ýòî ïðåäñòàâëåíèå íå îäíîçíà÷íî.

Ìîæåò îêàçàòüñÿ, ÷òî äëÿ îäíîìåðíûõ âåêòîðíûõ ïðîñòðàíñòâ íå ìîæåò ñóùåñòâî-

âàòü ñîäåðæàòåëüíîé àëãåáðàè÷åñêîé òåîðèè. Îäíàêî ýòî âïå÷àòëåíèå ëîæíî � ñì.

[Tate1968]; âïðî÷åì, ðàññìàòðèâàåìîå ïðîñòðàíñòâî îäíîìåðíî íàä K, íî áåñêîíå÷-

íîìåðíî íàä k.

Äëÿ äèôôåðåíöèàëîâ, âèäèìî, íå ñóùåñòâóåò òàêèõ æå íàãëÿäíûõ îáðàçîâ, êàê
äëÿ äèôôåðåíöèðîâàíèé â âèäå âåêòîðíûõ ïîëåé. Îäíàêî îíè ñûãðàëè îãðîì-
íóþ ðîëü â ðàçâèòèè ìàòåìàòèêè: ñî âðåì¼í Ëåéáíèöà, ââåäøåãî ýòî ïîíÿòèå,
áûë ÿñíî, ÷òî äèôôåðåíöèàëû � ýòî òî, ÷òî ìû èíòåãðèðóåì; íî íåñêîëüêî
ñòîëåòèé ïîòðåáîâàëîñü, ÷òîáû ïðèéòè îò èñõîäíîãî òóìàííîãî îáðàçà áåñêî-
íå÷íî ìàëûõ ïðèðàùåíèé8 ê îïðåäåëåíèþ, êîòîðîå ìû òîëüêî ÷òî ââåëè. Ñ

7Êàê íè ñòðàííî, îáùåïðèíÿòîãî îáîçíà÷åíèÿ äëÿ ýòîãî âàæíåéøåãî îáúåêòà íåò. Â
[Ñåðð1968] îí îáîçíà÷àåòñÿ Dk(K), à â [Tate1968] � Ω1

K/k. Ìû âûáðàëè îáîçíà÷åíèå, êîòî-

ðîå íàïîìèíàåò îá àíàëîãèè k[x] ⊂ k(x).
8ýòà êîíöåïöèÿ ïðîäîëæàåò ñâîþ æèçíü â XXI-ì âåêå â ó÷åáíèêàõ àíàëèçà äëÿ èíæåíåðîâ
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XVII âåêà ìàòåìàòèêè ðàáîòàþò ñ ýëëèïòè÷åñêèìè èíòåãðàëàìè, íàïðèìåð, ñ∫
dx√

x3 + ax+ b
,

î êîòîðîì íàì ëó÷øå äóìàòü â òåðìèíàõ äèôôåðåíöèàëà ω = dx
y , îïðåäå-

ë¼ííîãî íà êðèâîé Ẋ, çàäàííîé óðàâíåíèåì y2 = x3 + ax+ b. Ïîíèìàíèå òîãî,
÷òî ýëëèïòè÷åñêèå èíòåãðàëû îáðàçóþò ïðèíöèïèàëüíî íîâûé êëàññ ôóíêöèé,
ïðèøëî âìåñòå ñ îñîçíàíèåì àëãåáðàè÷åñêîãî ôàêòà, êîòîðûé â íàøèõ îáîçíà-
÷åíèÿõ ôîðìóëèðóåòñÿ êàê ω /∈ dK.

2.2. Ðîä (ïðåäâàðèòåëüíî)
Â íàøåì êóðñå áóäåò ñ÷èòàòüñÿ èçâåñòíûì òîïîëîãè÷åñêîå ïîíÿòèå ðîäà êðèâîé
(ïîëîâèíà 1-ãî ÷èñëà Áåòòè) â ñëó÷àå k = C. Ñ ïîìîùüþ ïîíÿòèé, ââåä¼ííûõ â
íàñòîÿùåé ëåêöèè, ìîæíî íåñêîëüêèìè ñïîñîáàìè îïðåäåëèòü ðîä êðèâîé íàä
ïðîèçâîëüíûì ïîëåì.

Íàïðèìåð, ìîæíî äëÿ íåíóëåâîãî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ∂ ∈ Diffk(K) \{0} îïðå-
äåëèòü åãî äèâèçîð div(∂), ïîêàçàòü, ÷òî ýòî ÷¼òíîå ÷èñëî íå çàâèñèò îò âûáîðà
∂ è îïðåäåëèòü ðîä g (ìîäåëè ïîëÿ K) ðàâåíñòâîì

deg
(
div(∂)

)
= 2− 2g.

Âñ¼ ýòî áóäåò ïîäðîáíî ïðîäåëàíî â ïîñëåäóþùèõ ëåêöèÿõ.

2.3. Ìíîæåñòâà Mg(k)

Â ïðåäûäóùåé ëåêöèè áûëî ââåäåíî ìíîæåñòâî M(k) êëàññîâ èçîìîðôíîñòè
íàä k ïîëåé ðàññìàòðèâàåìîãî êëàññà. Íà ñàìîì äåëå, òàêîå ìíîæåñòâî â ìà-
òåìàòèêå íå ôèãóðèðóåò; ïîëÿ ðàçáèâàþòñÿ ïî ðîäàì èõ ìîäåëåé,

M(k) =:

∞∐
g=0

Mg(k)

Ïðîñòðàíñòâà ìîäóëåé êðèâûõ ðîäà g è ÿâëÿþòñÿ îñíîâíûìè ïðåäìåòàìè íà-
øåãî êóðñà. Àêêóðàòíî îïðåäåëèâ èõ êàê ìíîæåñòâà, ìû ïåðåéä¼ì ê èçó÷åíèþ
èìåþùèõñÿ íà íèõ ñòðóêòóð.
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