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3.2. Òåîðåìà Ðèìàíà-Ðîõà (ïðåäâàðèòåëüíî)..

3.0. Ïîãðóæåíèÿ àáñòðàêòíûõ êðèâûõ

3.0.0. Ìåæäó k è K. Íàïîìíèì, ÷òî, íåñìîòðÿ íà èñïîëüçîâàíèå îäíîé è òîé
æå áóêâû, ðàññìàòðèâàåìûå ïîëÿ k ⊂ K èìåþò ïðèíöèïèàëüíî ðàçíûé ñòàòóñ:
ïîëå êîíñòàíò k ôèêñèðîâàíî íà âñ¼ âðåìÿ êóðñà, òîãäà êàê ôóíêöèîíàëüíûå
ïîëÿ K âàðüèðóþòñÿ � è, ñîáñòâåííî ãîâîðÿ, èõ âàðèàöèè è ñîñòàâëÿþò ïðåäìåò
êóðñà.

Õîòÿ ðàññìàòðèâàåìûå îáúåêòû ïðèíàäëåæàò îäíîé è òîé æå êàòåãîðèè,

k,K ∈∈ FLD,

ðàññìàòðèâàòü ïðîìåæóòî÷íûå ïîëÿ ìû íå áóäåì: â ñèëó àëãåáðàè÷åñêîé çà-
ìêíóòîñòè ïîëÿ âñå îíè � òîæå ôóíêöèîíàëüíûå ïîëÿ, à ìû ñåé÷àñ ñîñðåäîòà-
÷èâàåìñÿ ëèøü íà îäíîì òàêîì. Âìåñòî ýòîãî ìû ðàññìîòðèì ïðîìåæóòî÷íûå

âåêòîðíûå ïðîñòðàíñòâà, îãðàíè÷èâøèñü êîíå÷íîìåðíûìè, è ââåä¼ì ñîîòâåò-
ñòâóþùåå ìíîæåñòâî1

k-VECT⊂K := {V ⊂ K |
[
V + V ⊆ V

]
∧
[
kV ⊆ V

]
∧
[

dimk V <∞
]
}.

3.0.1. Ïðîñòðàíñòâà Ðèìàíà-Ðîõà. Äëÿ äèâèçîðà D ∈ Div(X) ââåä¼ì ìíî-
æåñòâà

L(D) := {r ∈ K | div(r) +D ≥ 0}.

1îáîçíà÷åíèå íå îáùåïðèíÿòî

1
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Íåôîðìàëüíî òàêîå ìíîæåñòâî ñëåäóåò ïîíèìàòü êàê ìíîæåñòâî ðàöèîíàëü-
íûõ ôóíêöèé ñ ïîëþñàìè �íå õóæå D� � ïðèáàâëåíèå D "çàáèâàåò" ïîëþñà.

Ìîäåëüíûé ïðèìåð: X = P1(k), D = n∞. Êàê íåòðóäíî ïîíÿòü, L(D) = k[x]≤n
� ìíîæåñòâî ìíîãî÷ëåíîâ ñòåïåíè, íå ïðåâîñõîäÿùåé n; ýòî � êîíå÷íîìåðíîå
âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî íàä k ñîäåðæàùååñÿ â k(x), òî åñòü

L(n∞) ∈ k-VECT⊂k(x).

Â îáùåì ñëó÷àå òàêæå âåðíî

∀D ∈ Div(X); L(D) ∈ k-VECT⊂K.

Î÷åâèäíî, ÷òî âñå ìíîæåñòâà L(D) � âåêòîðíûå ïðîñòðàíñòâà ìåæäó k è K;
îíè è íàçûâàþòñÿ ïðîñòðàíñòâàìè Ðèìàíà-Ðîõà.

Êîíå÷íîìåðíîñòü ïðîñòðàíñòâ Ðèìàíà-Ðîõà íå âïîëíå î÷åâèäíà; îíà ÿâëÿåòñÿ
î÷åíü ÷àñòíûì ñëó÷àåì êëàññè÷åñêîé ðàáîòû [Serre1955]. Â äàëüíåéøåì ìû
íå òîëüêî óñòàíîâèì ýòó êîíå÷íîìåðíîñòü, íî è âû÷èñëèì ðàçìåðíîñòè

`(D) := dimk L(D),

ðåøèâ òåì ñàìûì äëÿ êàæäîãî äèâèçîðà D ∈ Div(X) òàê íàçûâàåìóþ çàäà÷ó

Ðèìàíà-Ðîõà.

Óòâåðæäåíèå. Ëþáîå ïðîìåæóòî÷íîå ïðîñòðàíñòâî ëåæèò â íåêîòîðîì

ïðîñòðàíñòâå Ðèìàíà-Ðîõà,

∀V ∈ k-VECT⊂K ∃D ∈ Div(X)
[
V ⊆ L(D)

]
.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü V = 〈r1, . . . , rn〉. Òîãäà, ïîñêîëüêó äëÿ ëþáîãî P ∈ X
è äëÿ ëþáûõ λ1, . . . , λn ∈ k

ordP (λ1r1 + . . . λnrn) ≥ min{ordP (r1), . . . , ordP (rn)},

òî åñëè ïîëîæèòü

DV := −max
{(

div(r1)
)
−, . . . ,

(
div(r1)

)
−

}
,

ïîëó÷èì äëÿ ëþáîãî r ∈ V íåðàâåíñòâî div(r) +DV ≥ 0, òî åñòü V ⊆ L(D).�

3.0.2. Äèâèçîðû è îòîáðàæåíèÿ â ïðîåêòèâíûå ïðîñòðàíñòâà. Â òåîðèè
ãëàäêèõ (íå àëãåáðàè÷åñêèõ, à "îáû÷íûõ" âåùåñòâåííûõ) ìíîãîîáðàçèé âàæ-
íóþ ðîëü ñûãðàëè òåîðåìû Óèòíè [Whitney1936], ñîãëàñíî êîòîðûì ëþáîå
n-ìåðíîå êîìïàêòíîå ìíîãîîáðàçèå ìîæåò áûòü ïîãðóæåíî â R2n è âëîæåíî â
R2n+1. Îíè ïîêàçàëè, ÷òî, îòîéäÿ îò ïðåäñòàâëåíèé î ãëàäêèõ ìíîãîîáðàçèÿõ
êàê î ïîäìíîæåñòâàõ M ⊂ RN (ðàñïðîñòðàí¼ííûõ âî âðåìåíà Ïóàíêàðå) è ïå-
ðåéäÿ ê ìíîæåñòâàì ñ âíóòðåííåé ñòðóêòóðîé � ïó÷êîì ãëàäêèõ ôóíêöèé C∞M �
÷åëîâå÷åñòâî íå ðàñøèðèëî êëàññ îáúåêòîâ, à ëèøü ïðèîáðåëî áîëåå åñòåñòâåí-
íûé âçãëÿä íà óæå èçâåñòíûå îáúåêòû. Ñàìè îòîáðàæåíèÿ ~x : M → RN ñòðî-
èëèñü ñ ïîìîùüþ ïîäáîðà ïîäõîäÿùèõ êîîðäèíàòíûõ ôóíêöèé xi : M → R,
îïðåäåëÿåìûõ âíóòðåííèìè ñðåäñòâàìè.

Â íàøåì êóðñå îñíîâíîé òî÷êîé çðåíèÿ ÿâëÿåòñÿ èíâàðèàíòíàÿ, â âûðàáîòàí-
íûõ îáîçíà÷åíèÿõ "êðèâàÿ" X = valk(K) íèêóäà íå âëîæåíà. Îäíàêî ïðÿìàÿ
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àíàëîãèÿ ñ òåõíèêîé Óèòíè íåâîçìîæíà: íåïîñòîÿííûå ôóíêöèè xi : X 99K k
îáÿçàòåëüíî èìåëè áû ïîëþñà, è âñå îòîáðàæåíèÿ ~x : X 99K kN îïðåäåëåíû
ëèøü âíå êîíå÷íûõ ìíîæåñòâ òî÷åê.

Îäíàêî ýòîò ïîäõîä ðàáîòàåò, åñëè çàìåíèòü àôôèííûå ïðîñòðàíñòâà íà ïðî-
åêòèâíûå. Ëþáîå íåíóëåâîå ïðîñòðàíñòâî V ∈ k-VECT⊂K îïðåäåëÿåò ïðè âû-
áîðå ïðîèçâîëüíîãî áàçèñà V = 〈x0, . . . , xn〉 îòîáðàæåíèå

X −→ Pn(k) : P 7→
(
x0(P ) : · · · : xn(P )

)
;

ïîëþñà ôóíêöèé x0, . . . , xn íå ñòðàøíû, ïîñêîëüêó â ëþáîé òî÷êå âñå ôóíêöèè
ìîæíî óìíîæèòü íà ïîäõîäÿùóþ ñòåïåíü ëîêàëüíîãî ïàðàìåòðà.

Î÷åâèäíî, ïðè ñìåíå áàçèñà îáðàç êðèâîé â Pn(k) ïðåòåðïåâàåò ïðîåêòèâíûå
ïðåîáðàçîâàíèÿ.

Îáû÷íî ðàññìàòðèâàþòñÿ îòîáðàæåíèÿ, îïðåäåë¼ííûå ïðîñòðàíñòâàìè Ðèìàíà-
Ðîõà L(D) ∈ k-VECT⊂K. Ñîãëàñíî óòâåðæäåíèþ èç ðàçäåëà 3.0.1, âñå îñòàëü-
íûå îòîáðàæåíèÿ ïîëó÷àþòñÿ êîìïîçèöèÿìè ïðîåêöèé

Pm(k) 99K Pm−1(k) : (x0 : · · · : xm−1 : xm) 7→ (x0 : · · · : xm−1).

Òàêèì îáðàçîì, êàæäîé êðèâîé ïðèñóùå íåêîòîðîå ìíîæåñòâî îòîáðàæåíèé
â ïðîåêòèâíûå ïðîñòðàíñòâà. Ñðåäè ýòèõ îòîáðàæåíèé åñòü âëîæåíèÿ, è ýòîò
ôàêò ÿâëÿåòñÿ àíàëîãîì âûøåóïîìÿíóòûõ òåîðåì Óèòíè.

Ïðîñòðàíñòâà Ðèìàíà-Ðîõà îñóùåñòâëÿþò ñâÿçü ìåæäó àáñòðàêòíûìè è ïðî-
åêòèâíûìè êðèâûìè.

3.0.3. Ëèíåéíàÿ ýêâèâàëåíòíîñòü äèâèçîðîâ. Ëèíåéíî ýêâèâàëåíòíûå äè-
âèçîðû îïðåäåëÿþò èçîìîðôíûå ïðîñòðàíñòâà Ðèìàíà-Ðîõà: î÷åâèäíî, åñëè
D′ = D + div(r), òî èìååòñÿ èçîìîðôèçì

L(D) −→ L(D′) : x 7→ x

r
div(x) + D ≥ 0⇐⇒ div( x

r
) + D′ ≥ 0

Ïîýòîìó ïðîåêòèâíûå âëîæåíèÿ êðèâîé X êëàññèôèöèðóþòñÿ íå (íåîáîçðè-
ìîé) ãðóïïîé äèâèçîðîâ Div(X), à å¼ êîíå÷íîìåðíûì ôàêòîðîì

Pic(X) :=
Div(X)

div(k
(
X)×

) .
3.1. Ðîä (ðàâíîñèëüíûå îïðåäåëåíèÿ)

Êàê îïðåäåëÿåòñÿ ðîä g êðèâîé X íàä ïîëåì k? Ïðèâåä¼ì íåñêîëüêî îòâåòîâ.

3.1.0. Òîïîëîãè÷åñêîå îïðåäåëåíèå. Èìååò ñìûñë ëèøü íàä k = C. Íåôîð-
ìàëüíî � êîëè÷åñòâî äûðîê, èëè ðó÷åê. Ôîðìàëüíî � ïîëîâèíà 1-ãî ÷èñëà Áåò-
òè, èëè

H1(X,Z) ' Z2g

3.1.1. Îïðåäåëåíèå ÷åðåç ïðîñòðàíñòâî ãîëîìîðôíûõ ôîðì. Èìååò
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ñìûñë ëèøü íàä k = C. Èñïîëüçóåò ðàçëîæåíèå Õîäæà êîãîìîëîãèé äå Ðà-

ìà

H1
dR(X,C) = H1,0(X)⊕H0,1(X).

"Ïîëîâèíà" ýòèõ êîãîìîëîãèé � ïðîñòðàíñòâîãîëîìîðôíûõ 1-ôîðì

H1,0(X) ∼= {ãîëîìîðôíûå 1-ôîðìû íà X.

Îïðåäåëåíèå:

dimC H1,0(X) = g

3.1.2. Îïðåäåëåíèå ÷åðåç äèôôåðåíöèðîâàíèÿ. Íåòðóäíî îïðåäåëèòü äè-
âèçîð íåíóëåâîãî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ è ïîêàçàòü, ÷òî åãî ñòåïåíü çàâèñèò òîëü-
êî îò êðèâîé (ñðàçó ñëåäóåò èç äîêàçàííîãî â ïðåäûäóùåé ëåêöèè óòâåðæäåíèÿ
î ðàçìåðíîñòè dimKDiffk(K) = 1).

Îïðåäåëåíèå: ∀∂ ∈ Diffk(K) \ {0};

deg
(
div(∂)

)
= 2− 2g

3.1.3. Îïðåäåëåíèå ÷åðåç äèôôåðåíöèàëû. Íåòðóäíî îïðåäåëèòü äèâè-

çîð íåíóëåâîãî äèôôåðåíöèàëà è ïîêàçàòü, ÷òî åãî ñòåïåíü çàâèñèò òîëüêî îò
êðèâîé (ñðàçó ñëåäóåò èç äîêàçàííîãî â ïðåäûäóùåé ëåêöèè óòâåðæäåíèÿ î
ðàçìåðíîñòè dimK Ω1(X) = 1).

Îïðåäåëåíèå: ∀ω ∈ Ω1(X) \ {0};

deg
(
div(ω)

)
= 2g − 2

Ω1[X] := {ω ∈ Ω1(X) | div(ω) ≥ 0}.

dimk Ω1[X] = g

3.1.4. Îïðåäåëåíèå ÷åðåç ãðóïïó Ïèêàðà. Ââåä¼ííàÿ â ïðåäûäóùåé ëåê-
öèè ãðóïïà Pic(X) îïðåäåëÿëàñü êàê àáñòðàêòíàÿ. Â äàëüíåéøåì íà íåé áóäåò
ââåäåíà ñòðóêòóðà: îíà îêàæåòñÿ ïðÿìîé ñóììîé Pic(X) ∼= Pic0(X) ⊕ Z, ãäå
Pic0(X) îêàæåòñÿ êîíå÷íîìåðíûì àëãåáðàè÷åñêèì ìíîãîîáðàçèåì.

Îïðåäåëåíèå:

g = dimk Pic(X)

3.1.5. Êîãîìîëîãè÷åñêîå îïðåäåëåíèå. ×åðåç íåêîòîðîå âðåìÿ ìû îñâîèâ
êîãîìîëîãèè êîãåðåíòíûõ ïó÷êîâ. Òîãäà áóäåò îïðåäåë¼í ñòðóêòóðíûé ïó÷îê

O è ñòàíåò äîñòóïíûì, âèäèìî, ñàìîå êîðîòêîå îïðåäåëåíèå

g = dimk H1(X,O+)

Îíî ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ è íà îñîáûå êðèâûå; äîïóñêàåò òàêæå äðóãèå, â òîì ÷èñ-
ëå ìíîãîìåðíûå, îáîáùåíèÿ.
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3.1.6. Îáñóæäåíèå. Îïðåäåëåíèé ïðèâåäåíî äîñòàòî÷íî ìíîãî, è ïîíÿòíû
îíè (îñîáåííî íà÷èíàþùèì) â ðàçíîé ñòåïåíè.

Ïðåæäå ÷åì ïðåäñòàâèòü ïåäàãîãè÷åñêèå îáîñíîâàíèÿ ýòîé íå î÷åíü óäîáíîé
ìåòîäèêè, íàïîìíèì ãëîáàëüíóþ ðîëü ðîäà â íàøåì êóðñå.

Ìíîæåñòâî M(k) âñåõ (êëàññîâ èçîìîðôíîñòè) êðèâûõ íàä ïîëåì k íåîáî-
çðèìî, è ëèøü ðàçáèåíèå ýòîãî ìíîæåñòâà ïî ðîäàì

M(k) =

∞∐
g=0

Mg(k)

ñâîäèò åãî ê èçó÷åíèþ êîíå÷íîìåðíûõ ïðîñòðàíñòâ ìîäóëåé. Íàø ïîäõîä çà-
êëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òîáû, ïðåäâàðÿÿ îáùèå îïðåäåëåíèÿ, òùàòåëüíî èçó÷èòü (ïî
âîçìîæíîñòè ÂÑÅ) êðèâûå ìàëûõ ðîäîâ. Âñå ïðèâåä¼ííûå îïðåäåëåíèÿ áóäóò
ïðè ýòîì ïîñòåïåííî ïðîÿñíÿòüñÿ.

Óæå ñåé÷àñ îïðåäåëåíèå 3.1.0 íàãëÿäíî, à îïðåäåëåíèå 3.1.2 ôîðìàëüíî ïî-
íÿòíî. Íàó÷èâøèñü ðàñïðåäåëÿòü êðèâûå ïî ðîäàì, ìû áóäåì ñëåäèòü çà òåì,
êàê è âñå îñòàëüíûå îïðåäåëåíèÿ áóäóò òåðÿòü çàãàäî÷íîñòü.

3.2. Òåîðåìà Ðèìàíà-Ðîõà (ïðåäâàðèòåëüíî)
Êàê áûëî ñêàçàíî, íàøà èñòèííàÿ öåëü ïðè ââåäåíèè ïîíÿòèÿ ðîäà � èññëåäîâà-
íèå êðèâûõ ìàëûõ ðîäîâ. Ñâîéñòâà ýòèõ êðèâûõ áóäóò âûâîäèòüñÿ èç òåîðåìû
Ðèìàíà-Ðîõà, êîòîðîé áóäóò ïîñâÿùåíû áëèæàéøèå ëåêöèè.

Îäíàêî ýòà òåîðåìà ìîæåò ñëóæèòü è åù¼ îäíèì îïðåäåëåíèåì ðîäà. À èìåííî,
äëÿ ëþáîãî äèâèçîðà D ∈ Div(X) ââåä¼ì òðàäèöèîííûå îáîçíà÷åíèÿ

d := deg(D), ` = `(D)

Òîãäà ïðè d >> 0

` = d− g + 1

Ïðèâåä¼ííàÿ ôîðìà óäîáíà äëÿ çàïîìèíàíèÿ; òàê, å¼ ÷àñòíûé ñëó÷àé � óòâåð-
æäåíèå î ðàçìåðíîñòè ïðîñòðàíñòâà ìíîãî÷ëåíîâ îãðàíè÷åííîé ñòåïåíè (äî-
ñòàòî÷íî ïîëîæèòü g = 0). Íî íàøó ïðåäâàðèòåëüíóþ ôîðìóëèðîâêó ìîæíî è
óòî÷íèòü: d >> 0 îçíà÷àåò d ≥ 2g − 1.
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