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4.0. Äèàãðàììà Ðèìàíà-Ðîõà

4.0.0. Ïàðû (d, `). Ñîõðàíÿåì îáîçíà÷åíèÿ äëÿ îáúåêòîâ, êîòîðûå áóäóò â òå-
÷åíèå ëåêöèè ôèêñèðîâàíû: k ⊂ K = k(X), ïðè÷¼ì X� êðèâàÿ ðîäà g, ÿâëÿþ-
ùåãîñÿ ãëàâíûì ïàðàìåòðîì íàøèõ ðàññìîòðåíèé. Ïåðåìåííûì áóäåò äèâèçîð
D ∈ Div(X).

Íàñ èíòåðåñóþò ïðîñòðàíñòâà Ðèìàíà-Ðîõà

L(D) := {x ∈ K | div(x) +D ≥ 0}.

Çàìîðîçèì áóêâû

d = degD, ` = dimk L(D).

Äèàãðàììà RR
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` = g
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` = d− g + 1

� Ïàðàëëåëîãðàìì

íåîïðåäåë¼ííîñòè

óêàçûâàåò íà âîçìîæíûå (ïðè ïðîèçâîëüíûõ äèâèçîðàõ D) ïàðû (d, `). Èç
äèàãðàììû èçâëåêàåòñÿ ñëåäóþùàÿ ïðåäâàðèòåëüíàÿ ôîðìóëèðîâêà òåîðåìû
Ðèìàíà-Ðîõà:

[degD ≥ 2g] =⇒ [`(D) = degD − g + 1]
1
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èëè ñîêðàù¼ííî
[d >> 0] =⇒ [` = d− g + 1].

Ïðåîäîëåíèå íåîïðåäåë¼ííîñòè â ïàðàëëåëîãðàììå ïîòðåáóåò íåêîòîðûõ äî-
ïîëíèòåëüíûõ óñèëèé, íî äëÿ ìàëûõ ðîäîâ è èç ïðåäâàðèòåëüíîé ôîðìóëè-
ðîâêè ìîæíî èçâëå÷ü ñóùåñòâåííóþ èíôîðìàöèþ.

4.0.1. Ñëó÷àé ðîäà 0. Çäåñü íåîïðåäåë¼ííîñòè íåò.

g = 0

d

`

�
�
�

�
��` = d + 1

Íà ãðàôèêå åñòü òî÷êà (d = 1, ` = 2). Îíà ãîâîðèò î òîì, ÷òî äëÿ ëþáîãî
äèâèçîðà ñòåïåíè 1 ñîîòâåòñòâóþùåå ïðîñòðàíñòâî Ðèìàíà-Ðîõà äâóìåðíî � è,
â ÷àñòíîñòè, äëÿ ïðîèçâîëüíîé òî÷êè, êîòîðóþ ìû äëÿ î÷åâèäíûõ àññîöèàöèé
îáîçíà÷èì ∞ ∈ X

`(∞) = 2.

Íî êîíñòàíòû âõîäÿò â ïðîñòðàíñòâî L(∞), îáðàçóÿ 1-ìåðíîå ïîäïðîñòðàíñòâî
k ⊂ L(∞), ïîýòîìó

∃x ∈ K \ k,
[
L(∞) = 〈1, x〉

]
.

Òîãäà äëÿ ëþáîãî r ∈ K ñ äèâèçîðîì

div(r) =

k∑
i=1

niPi

ôóíêöèÿ

s :=

k∏
i=1

(
x− x(Pi)

)ni

èìååò òîò æå äèâèçîð, ÷òî r:

div(s) = div(s),

îòêóäà r ∈ k×s, è r ∈ k(x). Ìû óñòàíîâèëè, ÷òî K = k(x).

Èòàê, íàìè ïîëíîñòüþ �ðàñêëàññèôèöèðîâàíû� êðèâûå ðîäà 0 � âñå îíè îêàçà-
ëèñü èçîìîðôíû äðóã äðóãó è ïðîåêòèâíîé ïðÿìîé P1(k). Â íàøèõ îñíîâíûõ
îáîçíà÷åíèÿõ

#M0 = 1.

Ïðè ðàáîòå ñ âûñøèìè ðîäàìè íàì òàêèå òðèâèàëüíîñòè áîëüøå íå âñòðåòÿòñÿ.
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4.1. Ñëó÷àé ðîäà 1
Òåïåðü äèàãðàììà RR èìååò âèä

g = 1

d

`
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�
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` = d

` = 1

Ïàðàëëåëîãðàìì íåîïðåäåë¼ííîñòè ïîÿâèëñÿ: ïðè d = 0 âîçìîæíîñòü ` = 1
îáúÿñíÿåòñÿ ñëó÷àåì D = 0 è ðàâåíñòâîì L(0) = k, òîãäà êàê âîçìîæíîñòü
` = 0 � ñëó÷àåì D = P −Q, ãäå P,Q ∈ X, ïðè÷¼ì P 6= Q. Â ïîñëåäíåì ñëó÷àå
L(P − Q) = {0}, ïîñêîëüêó íåïîñòîÿííûõ ôóíêöèé ñ åäèíñòâåííûì ïîëþñîì
íà êðèâîé ðîäà 1 áûòü íå ìîæåò (èíà÷å ìû âåðíóëèñü áû ê ñëó÷àþ g = 0), à
ôóíêöèÿ ñ äèâèçîðîì P −Q åù¼ è äîëæíà îáðàùàòüñÿ â íîëü â òî÷êå Q.

×òîáû ïðîàíàëèçèðîâàòü àëãåáðî-ãåîìåòðè÷åñêóþ ïðèðîäó êðèâîé X, ñíîâà
âûáèðàåì ïðîèçâîëüíóþ òî÷êó ∞ ∈ X.

Èç äèàãðàììû RR ñëåäóåò
∃x ∈ L(2∞) \ k

è
∃y ∈ L(3∞) \ L(2∞.)

Äàëåå ðàññìàòðèâàåì ïðîñòðàíñòâà L(k∞) ïðè k = 1, . . . , 5, íàõîäÿ â íèõ ôóíê-
öèè ñ ïîñëåäîâàòåëüíî âîçðàñòàþùèìè ïîðÿäêàìè ïîëþñîâ â ∞.

L(∞) = 〈1〉;
L(2∞) = 〈1, x〉;
L(3∞) = 〈1, x, y〉;

L(4∞) = 〈1, x, y, x2〉;
L(5∞) = 〈1, x, y, x2, xy〉;

Íà ñëåäóþùåì øàãó ìû ìîæåì íàéòè ñðàçó äâå ôóíêöèè ñ ïîëþñîì î÷åðåäíî-
ãî, 6-ãî ïîðÿäêà:

L(6∞) = 〈1, x, y, x2, xy, x3, y2〉.
Íî ñîãëàñíî RR-äèàãðàììå dimL(6∞) = 6, ïîýòîìó èìååòñÿ íåòðèâèàëüíîå
ñîîòíîøåíèå

c00 + c10x+ c01y + c20x
2 + c11xy + c30x

3 + c02y
2 = 0, (F)

ãäå c00, c10, c01, c20, c11, c30, c02 ∈ k, ïðè÷¼ì c30c02 6= 0. Ìû óáåäèëèñü, ÷òî êðèâàÿ

Ẋ := X \ {∞}
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� ïëîñêàÿ àôôèííàÿ êóáèêà. Îíà ãëàäêà, ïîñêîëüêó îñîáàÿ òî÷êà ïîçâîëÿëà
áû å¼ ðàöèîíàëüíî ïàðàìåòðèçîâàòü, è ðîä áû óïàë ñ 1 äî 0.

Âîñïîëüçîâàâøèñü äèàãðàììîé RR, ìû ïðèøëè ê ñëåäóþùåìó âàæíîìó âû-
âîäó: ëþáàÿ êðèâàÿ ðîäà 1 èçîìîðôíà ãëàäêîé ïëîñêîé êóáèêå.

Óðàâíåíèå (F) ïîçâîëÿåò íàì ñîñòàâèòü íåêîòîðîå ïåðâîíà÷àëüíîå ïðåäñòàâ-
ëåíèå î ìíîæåñòâå âñåõ êðèâûõ ðîäà 1 (ðàçóìååòñÿ, ñ òî÷íîñòüþ äî èçîìîð-
ôèçìà). Íà 6-ìåðíîì ìíîæåñòâå

{
(
c00 : c10 : c01 : c20 : c11 : c30 : c02

)
}

k×
êîýôôèöèåíòîâ ýòîãî óðàâíåíèÿ äåéñòâóåò 5-ìåðíàÿ ãðóïïà

x 7→ Ax+By + C, y 7→ Dy + E,

èç ÷åãî ìû ìîæåì ñäåëàòü ïðåäâàðèòåëüíûé âûâîä î òîì, ÷òî

dimkM1(k) = 1.

Îêîí÷àòåëüíî ìû íå ìîæåì ñäåëàòü òàêîé âûâîä õîòÿ áû ïîòîìó, ÷òî ìû, íà-
ïîìíèì, ïîêà íå ââåëè íà ìíîæåñòâàõMg(k) íèêàêîé ñòðóêòóðû. Â äàëüíåé-
øåì äåéñòâèòåëüíî îêàæåòñÿ, ÷òî M1(k) åñòåñòâåííî íàäåëÿåòñÿ ñòðóêòóðîé
êðèâîé, ïðè÷¼ì ñ âåñüìà èíòåðåñíûìè îñîáåííîñòÿìè.

Â äàëüíåéøåì âîçìîæíîñòü ÿâíî îïèñûâàòü ïðîñòðàíñòâà ìîäóëåéMg(k) áó-
äåò ñòðåìèòåëüíî ïàäàòü ñ ðîñòîì ðîäà g.

4.2. Äèâèçîðû è ëèíåéíûå ðàññëîåíèÿ

Íà÷í¼ì ñ íåî÷åâèäíûõ îáîçíà÷åíèé î÷åâèäíûõ ïîíÿòèé.

4.2.0. Ïîêðûòèÿ. Áóäåì ïîëüçîâàòüñÿ îáîçíà÷åíèåì

OPX := {îòêðûòûå ïîäìíîæåñòâà ⊆ X}

äëÿ ëþáîãî òîïîëîãè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà X, â òîì ÷èñëå è äëÿ ðàññìàòðè-
âàåìîé ñåé÷àñ êðèâîé ñ òîïîëîãèåé Çàðèñêîãî. Ïîêà ýòî äëÿ íàñ � ÷àñòè÷íî
óïîðÿäî÷åííîå (âêëþ÷åíèåì) ìíîæåñòâî, íî âñêîðå áóäåò îáû÷íûì îáðàçîì
ðàññìàòðèâàòüñÿ êàê ìàëàÿ êàòåãîðèÿ.

Ïîêðûòèåì òîïîëîãè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà X íàçûâàåòñÿ ïàðà (I, U), ãäå I �
ìíîæåñòâî, à U � îòîáðàæåíèå

U : I −→ OPX : i 7→ Ui,

ïðè÷¼ì, ðàçóìååòñÿ, òðåáóåòñÿ ⋃
i∈I

Ui = X.

Äëÿ íàáîðîâ èíäåêñîâ i, j, k, ... ∈ I ìû áóäåì ïîëüçîâàòüñÿ ñîêðàùåíèÿìè
Uij := Ui

⋂
Uj , Uijk := Ui

⋂
Uj
⋂
Uk, . . . .
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Â îñíîâíîì ìû áóäåì èìåòü äåëî ñ (áè)êîìïàêòíûìè òîïîëîãè÷åñêèìè ïðî-
ñòðàíñòâàìè, òàê ÷òî îáû÷íî áóäåò ïðåäïîëàãàòüñÿ êîíå÷íîñòü #I <∞.

Ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü êëàññ1 ïîêðûòèé òîïîëîãè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà X
êàê êàòåãîðèþ

COVX,

ìîðôèçìû âïèñûâàíèÿ, èëè èçìåëü÷åíèÿ ïîêðûòèé (I, U) → (J.V ) â êîòîðîé
îïðåäåëÿþòñÿ êàê îòîáðàæåíèÿ

α : I −→ J, óäîâëåòâîðÿþùèå ∀i ∈ I
[
Ui ⊆ Vα(i)

]
.

4.2.1. Âñå äèâèçîðû � ëîêàëüíî ãëàâíûå. Íàïîìíèì, ÷òî ëþáîé äèâèçîð
D ∈ Div(X) èìååò âèä

D =

k∑
i=1

niPi,

ãäå ni ∈ Z, Pi ∈ X. Âûáåðåì ëîêàëüíûå ïàðàìåòðû: ïóñòü

OPi
.mPi

= 〈ui〉
(ìû âîñïîëüçîâàëèñü òåì, ÷òî â íàøèõ ëîêàëüíûõ êîëüöàõ ìàêñèìàëüíûå èäå-
àëû ãëàâíûå � ýòî îäíî èç îïðåäåëåíèé ãëàäêîñòè êðèâîé).

Ó êàæäîãî ëîêàëüíîãî ïàðàìåòðà ui åñòü îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ Ui 3 Pi � íà-
ïîìíèì, ÷òî ui ∈ O(Ui), ãäå O � ñòðóêòóðíûé ïó÷îê (ñì. ëåêöèþ 2).

Âûïîëíåíèå óñëîâèÿ
⋃k
i=1 Ui = X íå ãàðàíòèðîâàíî, íîâ ñëó÷àå åãî íåâûïîëíå-

íèÿ ìû ìîæåì äîáàâèòü U0 := X \ {P1, . . . , Pk}; òîãäà, î÷åâèäíî,
⋃k
i=0 Ui = X,

è ìû ðàáîòàåì ñ ïîêðûòèåì
(
{0, . . . , k}, U

)
∈∈ COVX. Ìû ñîõðàíèì ñâîéñòâî

áûòü ïîêðûòèåì, åñëè èçìåëü÷èì åãî íåìíîãî, çàìåíèâ âñå Ui íà

Ui \
(
{P1, . . . , Pk} \ {Pi}

)
;

òîãäà â êàæäîé êàðòå Ui áóäåò ëåæàòü Pi è íèêàêèõ äðóãèõ òî÷åê èç íîñèòåëÿ
äèâèçîðà.

Äàëåå äëÿ îòêðûòîãî ìíîæåñòâà U ⊆ X áóäåò èñïîëüçîâàòüñÿ îãðàíè÷åíèå
äèâèçîðà ( k∑

i=1

niPi

)
|U

:=

k∑
Pi∈U

niPi

Â ïðèíÿòûõ ïðåäïîëîæåíèÿõ äèâèçîð D =
∑k
i=1 niPi ìîæåò áûòü �ðàçëîæåí�

ïî êàðòàì Ui; â êàæäîé êàðòå îí çàäà¼òñÿ óðàâíåíèåì ui = 0, à îãðàíè÷åíèå

D|Ui
= niPi = div(uni

i )|Ui
.

Ýòî è îçíà÷àåò, ÷òî êàæäûé äèâèçîð � ëîêàëüíî ãëàâíûé.

Â äàëüíåéøåì ìû ïðåäúÿâèì ëîêàëüíûå àíàëîãè ïðîñòðàíñòâ Ðèìàíà-Ðîõà
è ââåä¼ì òåõíèêó, ïîçâîëÿþùóþ ñâÿçàòü èõ ñ ãëîáàëüíûìè.

1ïîêðûòèÿ íå îáðàçóþò ìíîæåñòâà, ïîñêîëüêó ìíîæåñòâà èíäåêñîâ, äàæå êîíå÷íûå, íå
êîíòðîëèðóåìû
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4.2.1. Êîöèêë, îïðåäåë¼ííûé äèâèçîðîì. Ñîõðàíèì îáîçíà÷åíèÿ ïðåäû-
äóùåãî ïîäðàçäåëà, òî åñòü

X =

k⋃
i=0

Ui

�ïîêðûòèå, â êîòîðîì äèâèçîðD ÿâëÿåòñÿ ëîêàëüíî ãëàâíûì è ëîêàëüíî èìååò
âèä div(uni

i ); íàïîìíèì, ÷òî âñå ui ∈ O(Ui). Â íàøåì ñëó÷àå I = {0, . . . , k}, íî
ýòî íåñóùåñòâåííî. Â ñîîòâåòñòâèè ñ èñòîðèåé ïîñòðîåíèÿ ñëåäóåò ïîëîæèòü
u0 = 1.

Äëÿ ëþáûõ i, j ∈ I íà ïåðåñå÷åíèè Uij íè ui, íè uj â íîëü íå îáðàùàþòñÿ;
ýòî ïîçâîëÿåò ââåñòè

hij :=
uni
i

u
nj

j

∈ O×(Uij).

Ïðè âñåõ i, j, k ∈ I èìåþò ìåñòî î÷åâèäíûå ñîîòíîøåíèÿ
hii ≡ 1

íà Ui

hijhji ≡ 1

íà Uij

hijhjkhki ≡ 1

íà Uijk

Ñîãëàñíî ïðèâîäèìîìó íèæå îáùåìó îïðåäåëåíèþ, òåì ñàìûì ïîñòðîåí êîöèêë

h ∈ Z1(X,O×;U) ⊂
∏

(i,j)∈I×I

O×(Uij),

ãäå ÷åðåç U îáîçíà÷åíî ïîêðûòèå (I, U).

4.2.3. Ëèíåéíîå ðàññëîåíèå, îïðåäåë¼ííîå êîöèêëîì. Ïðèâîäèìàÿ íè-
æå êîíñòðóêöèÿ èìååò ñìûñë â ãîðàçäî áîëüøåé îáùíîñòè, ÷åì òà, ñ êîòîðîé
ìû ðàáîòàåì, ïîýòîìó ïðîâåä¼ì å¼, íå óòî÷íÿÿ íåêîòîðûå äåòàëè.

Èòàê, ïóñòü äàíî ïîêðûòèå U = (I, U) ∈∈ COVX, òî åñòü òîïîëîãè÷åñêîå
ïðîñòðàíñòâî X (âîçìîæíî, ñíàáæ¼ííîå íå óòî÷íÿåìûìè ñåé÷àñ ñòðóêòóðàìè)
ïðåäñòàâëåíî â âèäå îáúåäèíåíèÿ îòêðûòûõ ìíîæåñòâî

X =
⋃
i∈I

Ui

Ïóñòü, êðîìå òîãî, äàíà êîììóòàòèâíàÿ2 ãðóïïà G, äåéñòâóþùàÿ íà êîììó-
òàòèâíîé ãðóïïå A; â íàøåì ñëó÷àå ýòî ìóëüòèïëèêàòèâíàÿ ãðóïïà k×, äåé-
ñòâóþùàÿ óìíîæåíèåì íà àääèòèâíîé ãðóïï k+ (òàê ìû áóäåì íåòðàäèöèîí-
íî îáîçíà÷àòü àääèòèâíóþ ãðóïïó ïîëÿ, ÷òîáû ïîä÷åðêíóòü, ÷òî ìû �çàáûëè�

2èçëàãàåìàÿ êîíñòðóêöèÿ èìååò ñìûñë è äëÿ íåêîììóòàòèâíûõ ãðóïï, íî â ñîîòâåòñòâó-
þùèõ êîíñòðóêöèÿõ íàäî ñëåäèòü çà íåêîòîðûìè ïîðÿäêàìè çàïèñè ñîìíîæèòåëåé, îò ÷åãî
ìû äëÿ ïðîñòîòû ïîêà âîçäåðæèâàåòñÿ.
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ìóëüòèïëèêàòèâíóþ ñòðóêòóðó).

Íàêîíåö, ïóñòü äàí êîöèêë

h ∈ Z1(X, G;U),

ïîíèìàåìûé êàê íàáîð äëÿ âñåõ3 i, j ∈ I ôóíêöèé4

hij : Uij −→ G,

óäîâëåòâîðÿþùèì ñîîòíîøåíèÿì êîöèêëîâ hii = 1, hijhji = 1, hijhjkhki = 1
âñþäó, ãäå îíè èìåþò ñìûñë.

Ïåðå÷èñëåííûå äàííûå ïîçâîëÿþò îïðåäåëèòü íà ìíîæåñòâå∐
i∈I

(
Ui ×A

)
îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè[

(Pi, ai) ≈h (Pj , aj)
]
⇐⇒

[
[Pi = Pj =: P ] ∧ [ai = hij(P ) · aj ]

]
è ââåñòè ôàêòîð-ìíîæåñòâî

Eh :=

∐
i∈I
(
Ui ×A

)
≈h

.

Îíî ñíàáæåíî ïðîåêöèåé

Eh −→ X : [(P, a)]≈h
7→ P,

ñëîè êîòîðîé íåêàíîíè÷åñêè èçîìîðôíû G-ìîäóëþ A.

Íà ñëåäóþùåé ëåêöèè áóäóò ðàçîáðàíû ïðèìåðû ïðèâåä¼ííîé êîíñòðóêöèè.
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3â íàøåì îñíîâíîì ñëó÷àå âñå îòêðûòûå ìíîæåñòâà ïîïàðíî ïåðåñåêàþòñÿ, è (êàæóùå-
ãîñÿ) çàòðóäíåíèÿ ñ ñëó÷àåì Uij = ∅ íå âîçíèêàåò; îäíàêî êîãäà ïðè ðàññìîòðåíèè áîëåå
êëàññè÷åñêèõ òîïîëîãèé òàêàÿ âîçìîæíîñòü âîçíèêàåò, ïîëàãàåì G∅ = {1}, è âñå äàëüíåé-
øèå êîíñòðóêöèè ïðîõîäÿò, íå òðåáóÿ äàëüíåéøèõ îãîâîðîê.

4â íàøåì îñíîâíîì êëàññå ïðèìåðîâ òðåáóåòñÿ îòîæäåñòâëåíèå ñå÷åíèé ñòðóêòóðíîãî ïó÷-

êà hij ∈ O×(Uij) ñ ôóíêöèÿìè hij : Uij −→ k× ñ ïîìîùüþ îáû÷íûõ èçîìîðôèçìîâ OP
mP

∼= k
äëÿ âñåõ P ∈ Uij .


