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Àííîòàöèÿ. Ïðèìåðû òîïîëîãè÷åñêèõ óòâåðæäåíèé: ëåììà î áëèíàõ.

�Ëåììîé î áëèíàõ� íàçûâàþò îáû÷íî òàêîå óòâåðæäåíèå: â ïðîñòðàíñòâå R
n
çàäàíî n ïîäìíîæåñòâ (�áëèíîâ�).

Òîãäà ñóùåñòâóåò ãèïåðïëîñêîñòü L ⊂ R
n
(à��èííàÿ, ò.å. íå îáÿçàòåëüíî ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç íà÷àëî êîîðäèíàò),

äåëÿùàÿ îáúåì êàæäîãî èç áëèíîâ ðîâíî ïîïîëàì. Èíûìè ñëîâàìè � ìîæíî îäíèì äâèæåíèåì �íîæà�

(ðàçìåðíîñòè n− 1) ðàçäåëèòü ïîïîëàì ñðàçó âñå áëèíû.

Ìû äîêàæåì ëåììó î áëèíàõ ïðè n = 1 è n = 2 è ÷àñòè÷íî ïðè n = 3.

Äîêàçàòåëüñòâî ïðè n = 1. Òî÷íîå ñîäåðæàíèå òåîðåìû (è ïîäðîáíîñòè äîêàçàòåëüñòâà) çàâèñèò îò òîãî,

êàêèå �áëèíû� ñ÷èòàþòñÿ äîïóñòèìûìè. Ïî ñìûñëó óòâåðæäåíèÿ áëèíû äîëæíû èìåòü ïîëîæèòåëüíûé

îáúåì, òàê ÷òî ïðè n = 1 âîçüìåì â êà÷åñòâå áëèíà (îí òóò åäèíñòâåííûé) ïðîèçâîëüíîå îãðàíè÷åííîå

èçìåðèìîå (ïî Ëåáåãó, åñëè ýòî âàæíî) ìíîæåñòâî B ⊂ R. Ìåðó Ëåáåãà áóäåì (ïðè âñåõ n) îáîçíà÷àòü
ñèìâîëîì vol.

Ïîñêîëüêó ìíîæåñòâî B èçìåðèìî, ïåðåñå÷åíèå åãî ñ ëþáûì ëó÷îì â R òàêæå èçìåðèìî. Òåïåðü äëÿ

ïðîèçâîëüíîãî t ∈ R îïðåäåëèì âåëè÷èíó f(t) ∈ R ðàâåíñòâîì f(t) = vol(B ∩ (−∞, t]). Òåì ñàìûì f �

�óíêöèÿ îäíîé ïåðåìåííîé; èññëåäóåì åå ñâîéñòâà.

(1) Ìíîæåñòâî B îãðàíè÷åíî, òî åñòü B ⊂ [c, d]. Îòñþäà âûòåêàåò, ÷òî f(c) = 0 è f(d) = vol(B) > 0.
(2) Ïóñòü t1 < t2. Òîãäà f(t1) ≤ f(t2) (òî åñòü �óíêöèÿ f âîçðàñòàåò) è f(t2)− f(t1) = vol(B ∩ [t1, t2)) ≤

vol([t1, t2)) = t2 − t1. Îòñþäà î÷åâèäíî âûòåêàåò, ÷òî �óíêöèÿ f íåïðåðûâíà.

Ïîñêîëüêó vol(B) > 0, èç òåîðåìû î ïðîìåæóòî÷íîì çíà÷åíèè ñëåäóåò ñóùåñòâîâàíèå òî÷êè t∗ ∈ [c, d]
òàêîé, ÷òî f(t∗) = vol(B)/2 ∈ [0, vol(B)] = [f(d), f(c)]. Ýòà òî÷êà t∗ è åñòü ãèïåðïëîñêîñòü, êîòîðàÿ äåëèò

îáúåì (ò.å. äëèíó) áëèíà B ïîïîëàì. �

Äîêàçàòåëüñòâî ïðè n = 2. ×òîáû èçáåæàòü òåõíè÷åñêèõ òðóäíîñòåé, ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî áëèíû (èõ

äâà) � âûïóêëûå ìíîãîóãîëüíèêè B1 è B2 (ñ âíóòðåííîñòüþ, åñòåñòâåííî). �àññìîòðèì âåêòîð v äëèíû 1, è
ïóñòü mv = {sv | s ∈ R} � ñîäåðæàùàÿ åãî ïðÿìàÿ, à pv : R2 → ℓv � îðòîãîíàëüíàÿ ïðîåêöèÿ ïëîñêîñòè íà

ýòó ïðÿìóþ. Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî t îáîçíà÷èì Πv,t
def

= p−1
v ({sv | s ≤ t}) � ïîëóïëîñêîñòü, ïðîåêöèÿ êîòîðîé íà

mv ýòî ëó÷ v · −(∞, t]. Äîïîëíèòåëüíóþ ïîëóïëîñêîñòü p−1
v ({sv | s ≥ t}) îáîçíà÷èì Π′

v,t.

Ïðîåêöèÿ pv(B1) ⊂ mv ìíîãîóãîëüíèêà B1 íà ïðÿìóþ � îòðåçîê v · [c, d]. Äëÿ êàæäîãî t ∈ [c, d] ïðîîáðàç
p−1
v (tv) ∩ B1 � îòðåçîê (â ñèëó âûïóêëîñòè); îáîçíà÷èì w(t) åãî äëèíó. Êàê íåòðóäíî âèäåòü, �óíêöèÿ w
îãðàíè÷åíà: ∃K > 0 : w(t) ≤ K äëÿ âñåõ t ∈ [c, d]. �àññìîòðèì òåïåðü �óíêöèþ gv(t) = vol(B1 ∩Πv,t), è ïóñòü

t1 < t2. Òîãäà gv(t1) > gv(t2), è �óíêöèÿ gv óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó gv(t1)−gv(t2) =
∫ t2

t1
w(t) dt ≤ K(t2−t1);

îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî gv íåïðåðûâíà. Íî gv(d) = 0, gv(c) = volB1 > 0, òàê ÷òî ïî òåîðåìå î ïðîìåæóòî÷íîì

çíà÷åíèè ñóùåñòâóåò t = t(v) òàêîå, ÷òî gv(t(v)) = B1/2 � ïðÿìàÿ ℓv
def

= p−1
v (t(v)v) (ïåðïåíäèêóëÿðíàÿ

âåêòîðó v) äåëèò ìíîãîóãîëüíèê B1 íà äâå ðàâíûå ïî ïëîùàäè ÷àñòè. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, èç âûïóêëîñòè

B1 ñëåäóåò, ÷òî w(x) > 0, êîãäà x ëåæèò â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè t(v). Ïîýòîìó äëÿ ëþáîãî s 6= t(v)

èìååì gv(s) − gv(t(v)) =
∫ t(v)

s
w(t)dt > 0 � ñëåäîâàòåëüíî, g(s) 6= vol(B1)/2, òî åñòü òî÷êà t(v) (è ïðÿìàÿ

ℓv, ïåðïåíäèêóëÿðíàÿ v) åäèíñòâåííà.
Ìíîæåñòâî âåêòîðîâ v åäèíè÷íîé äëèíû � îêðóæíîñòü S1 ⊂ R

2
. Îïðåäåëèì �óíêöèþ f : S1 → R

ðàâåíñòâîì f(v) = vol(B2 ∩ Πv,t(v))− vol(B2 ∩Π′

v,t(v)) è äîêàæåì, ÷òî îíà íåïðåðûâíà.

ÏóñòüR� íàèáîëüøåå ðàññòîÿíèÿ ìåæäó òî÷êàìè ìíîãîóãîëüíèêîâB1 èB2. Èç ãåîìåòðè÷åñêèõ ñîîáðàæåíèé

ÿñíî, ÷òî äëÿ ëþáûõ v1, v2 ∈ S1
ïðÿìûå ℓv1 è ℓv2 , äåëÿùèå ïëîùàäü ìíîãîóãîëüíèêàB1 ïîïîëàì, ïåðåñåêàþòñÿ

âíóòðè ýòîãî ìíîãîóãîëüíèêà. Îòñþäà âûòåêàåò, ÷òî |f(v1)− f(v2)| íå ïðåâîñõîäèò óäâîåííîé ïëîùàäè

êðóãîâîãî ñåêòîðà ðàäèóñàR, ñòîðîíàìè êîòîðî ñëóæàò ïðÿìûå ℓv1 è ℓv2 . Ïîñêîëüêó ýòè ïðÿìûå ïåðïåíäèêóëÿðíû
v1 è v2 ñîîòâåòñòâåííî, ïîëó÷àåì |f(v1)− f(v2)| ≤ R2ϕ, ãäå ϕ � óãîë ìåæäó v1 è v2 � èç ýòîãî íåðàâåíñòâà,

î÷åâèäíî, âûòåêàåò íåïðåðûâíîñòü f .
Ïðÿìûå ℓv è ℓ−v ïàðàëëåëüíû. Èç åäèíñòâåííîñòè ïðÿìîé ℓv ñëåäóåò òåïåðü, ÷òî ℓv = ℓ−v. Ñëåäîâàòåëüíî,

�óíêöèÿ f � íå÷åòíàÿ: f(−v) = −f(v). Ïóñòü òåïåðü z : [0, π] → S1
� ïàðàìåòðèçàöèÿ ïîëóîêðóæíîñòè ñ

êîíöàìè v è −v (ëþáîé èç äâóõ) öåíòðàëüíûì óãëîì. z � íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå, ïîýòîìó îòîáðàæåíèå

f ◦ z : [0, π] → R � íåïðåðûâíàÿ �óíêöèÿ. Çíà÷åíèÿ f(z(0)) = f(v) è f(z(π)) = f(−v) îòëè÷àþòñÿ çíàêîì,

ïîýòîìó ïî òåîðåìå î ïðîìåæóòî÷íîì çíà÷åíèè ñóùåñòâóåò òàêîå ψ ∈ [0, π], ÷òî f(z(ψ)) = 0. Ýòî îçíà÷àåò,
÷òî ïðÿìàÿ ℓw, ãäå w = z(ψ), äåëèò ïëîùàäè ìíîãîóãîëüíèêîâ B1 è B2 ïîïîëàì. �

1



Äîêàçàòåëüñòâî (÷àñòè÷íîå) ïðè n = 3. Â ýòîì ñëó÷àå áëèíîâ òðè, B1,B2 èB3 � áóäåì ñ÷èòàòü èõ âûïóêëûìè

ìíîãîãðàííèêàìè. Ïóñòü v � âåêòîð åäèíè÷íîé äëèíû, òî åñòü ýëåìåíò ñ�åðû S2 ⊂ R
3
ñ öåíòðîì â íà÷àëå

êîîðäèíàò. Àíàëîãè÷íî ñëó÷àþ n = 2 äîêàæåì, ÷òî ñóùåñòâóåò è åäèíñòâåííà ïëîñêîñòüMv, ïåðïåíäèêóëÿðíàÿ

v è äåëÿùàÿ îáúåì ìíîãîãðàííèêà B1 ïîïîëàì. Ïóñòü Πv è Π′

v � ïîëóïðîñòðàíñòâà, íà êîòîðûå Mv äåëèò

R
3
. Ïîëîæèì g2(v) = vol(B2 ∩ Πv) − vol(B2 ∩ Π′

v) è g3(v) = vol(B3 ∩ Πv) − vol(B3 ∩ Π′

v), è îáúåäèíèì èõ â

îäíî îòîáðàæåíèå g : S2 → R
2
: g(v)

def

= (g2(v), g3(v)). Òàê æå, êàê è â ñëó÷àå n = 2, äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî g
� íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå. Ëåììà î áëèíàõ ýêâèâàëåíòíà ñóùåñòâîâàíèþ âåêòîðà v ∈ S2

, äëÿ êîòîðîãî

g(v) = (0, 0) (íà÷àëî êîîðäèíàò).
(Íåïðåðûâíîé) êðèâîé â ìíîæåñòâåX ìû áóäåì íàçûâàåòü íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå γ : [0, 1] → X (èíûìè

ñëîâàìè, ðå÷ü èäåò î �ïàðàìåòðèçîâàííûõ� êðèâûõ: γ(t) ∈ X � òî÷êà, ÷åðåç êîòîðóþ êðèâàÿ ïðîõîäèò â

ìîìåíò âðåìåíè t). Â äàëüíåéøåì ìû áóäåì ïîëüçîâàòüñÿ ñëåäóþùåé âàæíîé ëåììîé, êîòîðàÿ (òî÷íåå, åå

îáîáùåíèå) áóäåò äîêàçàíà áëèæå ê êîíöó ñåìåñòðà:

Ëåììà . Ñóùåñòâóåò îòîáðàæåíèå ind (èíäåêñ) èç ìíîæåñòâà íåïðåðûâíûõ êðèâûõ íà ïëîñêîñòè, íå

ïðîõîäÿùèõ ÷åðåç íà÷àëî êîîðäèíàò, â ìíîæåñòâî äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë R òàêîå, ÷òî

(1) Åñëè γ � òàêàÿ êðèâàÿ, à ϕ � âåëè÷èíà óãëà ìåæäó íåíóëåâûìè âåêòîðàìè γ(0) è γ(1), òî ind(γ)−
ϕ/(2π) � öåëîå ÷èñëî.

(2) Åñëè γ1, γ2 � äâå êðèâûõ, γ1(1) = γ2(0), è êðèâàÿ γ ïîëó÷àåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíûì ïðîõîæäåíèåì

ñíà÷àëà γ1, à ïîòîì γ2, òî ind(γ) = ind(γ1) + ind(γ2).
(3) Åñëè γs � ñåìåéñòâî íåïðåðûâíûõ êðèâûõ, íå ïðîõîäÿùèõ ÷åðåç íà÷àëî êîîðäèíàò è íåïðåðûâíî

çàâèñÿùèõ îò ïàðàìåòðà s ∈ [0, 1], òî èíäåêñ ind(γs) çàâèñèò îò s íåïðåðûâíî.

Ñëåäñòâèå . Eñëè γ(0) = γ(1) (êðèâàÿ çàìêíóòà), òî åå èíäåêñ � öåëîå ÷èñëî. Åñëè γs � ñåìåéñòâî

íåïðåðûâíûõ çàìêíóòûõ êðèâûõ, íå ïðîõîäÿùèõ ÷åðåç íà÷àëî êîîðäèíàò è íåïðåðûâíî çàâèñÿùèõ îò ïàðàìåòðà

s ∈ [0, 1], òî èíäåêñ ind(γs) îäèíàêîâûé äëÿ âñåõ s.

�åîìåòðè÷åñêèé ñìûñë èíäåêñà âïîëíå íàãëÿäåí � ýòî êîëè÷åñòâî îáîðîòîâ, êîòîðîå êðèâàÿ äåëàåò âîêðóã

íà÷àëà êîîðäèíàò. Ñòðîãîå îïðåäåëåíèå ýòîé âåëè÷èíû äëÿ ïðîèçâîëüíîé íåïðåðûâíîé êðèâîé íà ïëîñêîñòè,

òåì íå ìåíåå, ñîïðÿæåíî ñ íåêîòîðûìè òðóäíîñòÿìè, òàê ÷òî îòëîæèì åãî. Ïîñëåäíåå óòâåðæäåíèå ñëåäñòâèÿ

âûòåêàåò èç òîãî, ÷òî íåïðåðûâíàÿ �óíêöèÿ íà îòðåçêå, ïðèíèìàþùàÿ òîëüêî öåëûå çíà÷åíèÿ, � êîíñòàíòà

(ò.å. �àêòè÷åñêè èç òåîðåìû î ïðîìåæóòî÷íîì çíà÷åíèè).

Îòîáðàæåíèå g íå÷åòíî: g(v) = −g(v). �àññìîòðèì òåïåðü äâå ïðîòèâîïîëîæíûå òî÷êè v,−v ∈ S2
è

ñîåäèíèì èõ áîëüøîé äóãîé � ïîëîâèíîé áîëüøîãî êðóãà ñ�åðû, ëåæàùåãî â íåêîòîðîé �èêñèðîâàííîé

ïëîñêîñòè L0. Êîãäà òî÷êà u ïðîõîäèò ýòó äóãó, òî÷êà g(u) îïèñûâàåò êðèâóþ γ íà ïëîñêîñòè, ñîåäèíÿþùóþ
äâå òî÷êè a = g(v) è −a = g(−v), ñèììåòðè÷íûå îòíîñèòåëüíî íà÷àëà êîîðäèíàò. Ýòà êðèâàÿ íå ïðîõîäèò

÷åðåç íà÷àëî êîîðäèíàò (åñëè ïðîõîäèò, òî ëåììà î áëèíàõ äîêàçàíà), òàê ÷òî åå èíäåêñ � ïîëóöåëîå ÷èñëî:

ind(γ) = k+ 1
2 , k ∈ Z. Ïóñòü òåïåðü òî÷êà u äâèæåòñÿ îò −v ê v ïî âòîðîé ïîëîâèíå òîãî æå áîëüøîãî êðóãà íà

ñ�åðå. Èç íå÷åòíîñòè îòîáðàæåíèÿ g âûòåêàåò, ÷òî òîãäà òî÷êà g(u) îïèñûâàåò êðèâóþ −γ, ïîëó÷àþùóþñÿ èç
γ ïîâîðîòîì íà óãîë π âîêðóã íà÷àëà êîîðäèíàò. Îáîçíà÷èì γs êðèâóþ, êîòîðàÿ ïîëó÷àåòñÿ èç γ ïîâîðîòîì
âîêðóã íà÷àëà êîîðäèíàò íà óãîë πs; çäåñü s ∈ [0, 1]. Êðèâûå γs íå ïðîõîäÿò ÷åðåç íà÷àëî êîîðäèíàò è

íåïðåðûâíî çàâèñÿò îò s� èç ëåììû âûòåêàåò, ÷òî ind(γs) ïîñòîÿíåí (êðèâûå γs íå çàìêíóòû, íî íåïðåðûâíàÿ
�óíêöèÿ ñ ïîëóöåëûìè çíà÷åíèÿìè òàêæå ïîñòîÿííà). Â ÷àñòíîñòè, èíäåêñ êðèâîé −γ ðàâåí k + 1

2 .

Ïóñòü òåïåðü òî÷êà u ïðîáåãàåò âåñü áîëüøîé êðóã ñ�åðû. Â ýòîì ñëó÷àå g(u) ïðîáåãàåò êðèâóþ Γ0, êîòîðàÿ

ïîëó÷àåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíûì ïðîõîæäåíèåì ñíà÷àëà γ, à ïîòîì −γ. Èç ëåììû âûòåêàåò, ÷òî ind(Γ0) = 2k+1
� íå÷åòíîå öåëîå ÷èñëî. Îáîçíà÷èì òåïåðü Ls ïëîñêîñòü, ïîëó÷åííóþ ïîâîðîòîì ïëîñêîñòè L0 (â êîòîðîé

ëåæàë ðàññìîòðåííûé âûøå áîëüøîé êðóã ñ�åðû) íà óãîë πs âîêðóã îñè, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç òî÷êè v è −v.
Â êàæäîé ïëîñêîñòè Ls ðàññìîòðèì áîëüøîé êðóã, ïîëó÷àþùèéñÿ â ïåðåñå÷åíèè ñî ñ�åðîé. Êîãäà òî÷êà u
ïðîáåãàåò ýòîò êðóã, òî÷êà g(u) îïèñûâàåò íà ïëîñêîñòè êðèâóþ Γs. Åñëè Γs íè ïðè êàêîì s ∈ [0, 1] íå ïðîõîäèò
÷åðåç íà÷àëî êîîðäèíàò (à åñëè ïðîõîäèò, òî ëåììà î áëèíàõ äîêàçàíà), òî ïîëó÷àåòñÿ ñåìåéñòâî çàìêíóòûõ

êðèâûõ íà ïëîñêîñòè áåç íà÷àëà êîîðäèíàò, íåïðåðûâíî çàâèñÿùèõ îò ïàðàìåòðà s. Ñîãëàñíî ñëåäñòâèþ,

èíäåêñ âñåõ ýòèõ êðèâûõ îäèíàêîâ è ðàâåí 2k+1, òî åñòü èíäåêñó Γ0. Íî ïëîñêîñòü L1 ñîâïàäàåò ñ ïëîñêîñòüþ

L0, à êðèâàÿ Γ1 � ýòî òà æå êðèâàÿ Γ0, òîëüêî ïðîéäåííàÿ â îáðàòíîì íàïðàâëåíèè. Èç ëåììû âûòåêàåò

(ïîäóìàéòå, êàê!), ÷òî â ýòîì ñëó÷àå ind(Γ1) = − ind(Γ0) = −2k − 1. Ñëåäîâàòåëüíî, −2k − 1 = 2k + 1 = 0,
îòêóäà k = −1/2. Ýòî ïðîòèâîðå÷èò òîìó, ÷òî k ∈ Z è äîêàçûâàåò ëåììó î áëèíàõ ïðè n = 3. �

Ëåììà î áëèíàõ äëÿ á�îëüøèõ n íàì ïîêà íå ïî ñèëàì; îíà áóäåò äîêàçàíà â êîíöå âòîðîãî ñåìåñòðà êóðñà

� åñëè óñïååì. . .


