
ÍÌÓ, ÂÅÑÍÀ 2021 �. ÒÎÏÎËÎ�Èß

ËÅÊÖÈß 3

Àííîòàöèÿ. Áàçû è ïðåäáàçû. Èíäóêòèâíàÿ è ïðîåêòèâíàÿ òîïîëîãèÿ. Òîïîëîãèÿ ïîäìíîæåñòâà, �àêòîð-

òîïîëîãèÿ è òîïîëîãèÿ ïðÿìîãî ïðîèçâåäåíèÿ.

1. Áàçû è ïðåäáàçû òîïîëîãèè. Èíîãäà óäîáíî çàäàòü âìåñòî òîïîëîãèè íåêîòîðîå îïðåäåëÿþùåå åå

ïîäìíîæåñòâî. Òàê, ïóñòü B � íàáîð ïîäìíîæåñòâ ìíîæåñòâà X , îáëàäàþùèé òàêèìè ñâîéñòâàìè:

(1) Åñëè B1, B2 ∈ B, òî B1 ∩B2 ÿâëÿåòñÿ îáúåäèíåíèåì (âîçìîæíî, áåñêîíå÷íûì) ìíîæåñòâ B ∈ B.
(2) X ÿâëÿåòñÿ îáúåäèíåíèåì âñåõ ìíîæåñòâ B ∈ B.

Òàêîå B íàçûâàåòñÿ áàçîé òîïîëîãèè. Âñåâîçìîæíûå îáúåäèíåíèÿ ýëåìåíòîâ áàçû îáðàçóþò òîïîëîãèþ (ïðîâåðüòå!).

Ïðèìåð áàçû òîïîëîãèè � øàðû â ìåòðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå. Â ëþáîé òîïîëîãèè áàçà íå åäèíñòâåííà:

íàïðèìåð, â òîì æå ìåòðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå âñå øàðû ñ ðàäèóñàìè, ìåíüøèìè çàðàíåå çàäàííîãî ÷èñëà

ε > 0, òîæå îáðàçóþò áàçó. Äëÿ ëþáîé òîïîëîãèè ìîæíî âçÿòü â êà÷åñòâå áàçû âñå îòêðûòûå ìíîæåñòâà. Åùå

îäèí ïðèìåð: ìíîæåñòâà U1 × · · · × Un ⊂ Rn
, ãäå U1, . . . , Un ⊂ R � îòêðûòûå ïîäìíîæåñòâà (èëè ýëåìåíòû

ëþáîé áàçû), îáðàçóþò áàçó ñòàíäàðòíîé òîïîëîãèè â R
n
.

Êàê íåòðóäíî ïðîâåðèòü, îòîáðàæåíèå f : X → Y , ãäå X è Y � ïðîñòðàíñòâà ñ áàçàìè òîïîëîãèè B è C,
ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíûì, åñëè äëÿ âñÿêîãî C ∈ C åãî ïðîîáðàç f−1(C) ⊂ X � îòêðûòîå ìíîæåñòâî, òî åñòü

îáúåäèíåíèå (âîçìîæíî, áåñêîíå÷íîå) êàêèõ-òî ìíîæåñòâ B ∈ B.
Ïóñòü òåïåðü P � íàáîð ïîäìíîæåñòâ ìíîæåñòâà X , îáúåäèíåíèå êîòîðûõ ýòî âñå X . Òîãäà âñåâîçìîæíûå

êîíå÷íûå ïåðåñå÷åíèÿ ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà P (âêëþ÷àÿ ïðîñòî ýëåìåíòû ýòîãî ìíîæåñòâà) îáðàçóþò áàçó

òîïîëîãèè íà X (äîêàæèòå!). Òàêîå P íàçûâàåòñÿ ïðåäáàçîé òîïîëîãèè. Ïðèìåð ïðåäáàçû (ñòàíäàðòíîé

òîïîëîãèè â Rn
) � ìíîæåñòâà âèäà R× · · · ×U × · · ·×R ⊂ Rn

, ãäå U ⊂ R (ñòîÿùåå íà i-îì ìåñòå, i = 1, . . . , n)
� îòêðûòîå ïîäìíîæåñòâî.

Îòîáðàæåíèå f : X → Y ïðîñòðàíñòâ, ñíàáæåííûõ ïðåäáàçàìè òîïîëîãèè P è Q ñîîòâåòñòâåííî, ÿâëÿåòñÿ

íåïðåðûâíûì (â ñîîòâåòñòâóþùèõ òîïîëîãèÿõ), åñëè äëÿ âñÿêîãîQ ∈ Q åãî ïðîîáðàç f−1(Q) ⊂ X � îòêðûòîå

ìíîæåñòâî, òî åñòü îáúåäèíåíèå êîíå÷íûõ ïåðåñå÷åíèé ìíîæåñòâ P ∈ P .

2. Îáùèå êîíñòðóêöèè òîïîëîãè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ. Ïóñòü Y � ëþáîå ìíîæåñòâî, {Xα | α ∈ A}
� ïðîèçâîëüíûé íàáîð òîïîëîãè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ, à {fα : Y → Xα | α ∈ A} � ïðîèçâîëüíûé íàáîð

îòîáðàæåíèé. Òîãäà â ìíîæåñòâå Y ìîæíî ââåñòè òîïîëîãèþ, îáúÿâèâ åå ïðåäáàçîé âñå ìíîæåñòâà âèäà

f−1

α (U) ⊂ Y , ãäå U ⊂ Xα � ëþáîå îòêðûòîå (â òîïîëîãèè Xα) ìíîæåñòâî. Ýòî äåéñòâèòåëüíî ïðåäáàçà, ò.ê.

Y = f−1

α (Xα) äëÿ ïðîèçâîëüíîãî α. Òåì ñàìûì áàçîé òîïîëîãèè áóäóò âñå ìíîæåñòâà (êîíå÷íûå ïåðåñå÷åíèÿ)

âèäà f−1

α1
(U1) ∩ · · · ∩ f−1

αN
(UN ), ãäå α1, . . . , αN ∈ A � ïðîèçâîëüíûé êîíå÷íûé íàáîð èíäåêñîâ, à U1 ⊂

Xα1
, . . . , UN ⊂ XαN

� ïðîèçâîëüíûå îòêðûòûå ìíîæåñòâà. Îòêðûòûìè ìíîæåñòâàìè â Y áóäóò âñåâîçìîæíûå

îáúåäèíåíèÿ ýëåìåíòîâ áàçû. Ïîñòðîåííóþ òîïîëîãèþ íàçîâåì èíúåêòèâíîé îòíîñèòåëüíî îòîáðàæåíèé {fα |
α ∈ A} (ýòî íå îáùåïðèíÿòûé òåðìèí).

Òåîðåìà 1. Âñå îòîáðàæåíèÿ fα : Y → Xα íåïðåðûâíû â èíúåêòèâíîé òîïîëîãèè. Åñëè íà Y åñòü

òîïîëîãèÿ T , îòíîñèòåëüíî êîòîðîé âñå fα íåïðåðûâíû, òî îíà áîëåå òîíêàÿ, ÷åì èíúåêòèâíàÿ � ëþáîå

ìíîæåñòâî, îòêðûòîå â èíúåêòèâíîé òîïîëîãèè, îòêðûòî òàêæå è â T . Äëÿ âñÿêîãî òîïîëîãè÷åñêîãî

ïðîñòðàíñòâà Z îòîáðàæåíèå g : Z → Y (ãäå â Y � èíúåêòèâíàÿ òîïîëîãèÿ) íåïðåðûâíî òîãäà è òîëüêî

òîãäà, êîãäà íåïðåðûâíû âñå êîìïîçèöèè fα ◦ g : Z → Xα.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàçàòåëüñòâî âñåõ óòâåðæäåíðèé òåîðåìû � ëåãêîå óïðàæíåíèå; äîêàæåì äëÿ ïðèìåðà

ïîñëåäíåå óòâåðæäåíèå (ñ÷èòàÿ, ÷òî îñòàëüíûå óæå äîêàçàíû). Èç íåïðåðûâíîñòè fα è íåïðåðûâíîñòè g :
Z → Y ñðàçó ïîëó÷àåì, ÷òî êîìïîçèöèè fα ◦ g : Z → Xα òàêæå íåïðåðûâíû.

Ïðåäïîëîæèì îáðàòíîå: fα ◦ g : Z → Xα íåïðåðûâíî ïðè ëþáîì α ∈ A. Ïóñòü U ⊂ Y îòêðûòî; äîêàæåì,

÷òî g−1(U) ⊂ Z òîæå îòêðûòî. Î÷åâèäíî, ýòî äîñòàòî÷íî äîêàçàòü â ñëó÷àå, êîãäà U � ýëåìåíò ïðåäáàçû,

òî åñòü U = f−1

α (V ), ãäå V ⊂ Xα îòêðûòî. Íî òîãäà g−1(U) = (fα ◦ g)−1(V ) îòêðûòî â ñèëó íåïðåðûâíîñòè

fα ◦ g. �

Âòîðàÿ îáùàÿ êîíñòðóêöèÿ òîïîëîãèè â ìíîæåñòâå Y â íåêîòîðîì ñìûñëå äâîéñòâåííà ê ïåðâîé: ïóñòü

èìåþòñÿ îòîáðàæåíèÿ fα : Xα → Y , α ∈ A. Íàçîâåì ìíîæåñòâî U ⊂ Y îòêðûòûì, åñëè âñå ïðîîáðàçû

f−1

α (U) ⊂ Xα, α ∈ A, îòêðûòû (â òîïîëîãèè ñîîòâåòñòâóþùèõ ïðîñòðàíñòâ Xα). Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî ýòî

äåéñòâèòåëüíî òîïîëîãèÿ; íàçîâåì åå ïðîåêòèâíîé îòíîñèòåëüíî îòîáàðæåíèé fα (òåðìèí íå îáùåïðèíÿòûé).
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Òåîðåìà 2. Âñå îòîáðàæåíèÿ fα : Xα → Y , ãäå â Y � ïðîåêòèâíàÿ òîïîëîãèÿ, íåïðåðûâíû. Åñëè íà Y åñòü

òîïîëîãèÿ T , îòíîñèòåëüíî êîòîðîé âñå fα íåïðåðûâíû, òî îíà áîëåå ãðóáàÿ, ÷åì ïðîåêòèâíàÿ � ëþáîå

ìíîæåñòâî, îòêðûòîå â T , îòêðûòî òàêæå è â ïðîåêòèâíîé òîïîëîãèè. Äëÿ âñÿêîãî òîïîëîãè÷åñêîãî

ïðîñòðàíñòâà Z îòîáðàæåíèå g : Y → Z (ãäå â Y � ïðîåêòèâíàÿ òîïîëîãèÿ) íåïðåðûâíî òîãäà è òîëüêî

òîãäà, êîãäà íåïðåðûâíû âñå êîìïîçèöèè g ◦ fα : Xα → Z.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû àíàëîãè÷íî òåîðåìå 1.

Êîíñòðóêöèè òîïîëîãè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ, ïðèâåäåííûå â ýòîì ðàçäåëå, î÷åíü îáùèå. Èõ êîíêðåòíîå

ãåîìåòðè÷åñêîå ñîäåðæàíèå çàâèñèò îò îòîáðàæåíèé fα; â ñëåäóþùèõ ðàçäåëàõ ìû ïðèâåäåì íåñêîëüêî

ïðèìåðîâ.

3. Òîïîëîãèÿ ïîäìíîæåñòâà (îíà æå èíäóöèðîâàííàÿ). Ïóñòü X � òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî,

Y ⊂ X � ïðîèçâîëüíîå ïîäìíîæåñòâî. Îáîçíà÷èì ιY,X : Y → X òàâòîëîãè÷åñêîå âëîæåíèå: ιY,X(y) = y äëÿ

âñÿêîãî y ∈ Y (íî ñëåâà y ýòî ýëåìåíò Y , à ñïðàâà � ýëåìåíò X !). Òåïåðü â ìíîæåñòâå Y ìîæíî ââåñòè

òîïîëîãèþ, èíúåêòèâíóþ îòíîñèòåëüíî (åäèíñòâåííîãî) îòîáðàæåíèÿ ιY,X ; îíà íàçûâàåòñÿ èíäóöèðîâàííîé

òîïîëîãèåé â Y èëè òîïîëîãèåé ïîäìíîæåñòâà. Êàê íåòðóäíî âèäåòü, ι−1

Y,X(V ) = V ∩ Y äëÿ ïðîèçâîëüíîãî

ïîäìíîæåñòâà V ⊂ X � òåì ñàìûì, ïîäìíîæåñòâî U ⊂ Y îòêðûòî â èíäóöèðîâàííîé òîïîëîãèè, åñëè

ñóùåñòâóåò îòêðûòîå ïîäìíîæåñòâî V ⊂ X òàêîå, ÷òî U = Y ∩ V . Ñîãëàñíî òåîðåìå 1, ýòî � ñàìàÿ ãðóáàÿ

òîïîëîãèÿ â Y , îòíîñèòåëüíî êîòîðîé âëîæåíèå íåïðåðûâíî; îòîáðàæåíèå g : Z → Y íåïðåðûâíî òîãäà è

òîëüêî òîãäà, êîãäà íåïðåðûâíà êîìïîçèöèÿ ιY,X ◦ g : Z → X � òî åñòü òî æå ñàìîå g, íî ðàññìàòðèâàåìîå
êàê îòîáðàæåíèå Z → X (äëÿ êîòîðîãî g(Z) ⊂ Y ).

Çàìå÷àíèå 1. Åñëè òîïîëîãèÿ â X õàóñäîð�îâà, òî òîïîëîãèÿ, èíäóöèðîâàííàÿ â Y ⊂ X , òîæå õàóñäîð�îâà.

Åñëè òîïîëîãèÿ â X ïîðîæäåíà ìåòðèêîé d, òî èíäóöèðîâàííàÿ òîïîëîãèÿ â Y ⊂ X ïîðîæäåíà îãðàíè÷åíèåì

òîé æå ìåòðèêè íà Y (äîêàæèòå!).

Êîíñòðóêöèÿ èíäóöèðîâàíèÿ ïîçâîëÿåò îïðåäåëèòü òîïîëîãèþ ñðàçó íà áîëüøîì êîëè÷åñòâå ïðîñòðàíñòâ

� íàïðèìåð, íà ïðîèçâîëüíîì ïîäìíîæåñòâå Y ⊂ Rn
. Åñëè h : X → Z � íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå, òî

êîìïîçèöèÿ h ◦ ιY,X : Y → Z, òî åñòü îãðàíè÷åíèå h íà Y , íåïðåðûâíî. Îäíàêî ýòî óñëîâèå íå ÿâëÿåòñÿ

íåîáõîäèìûì äëÿ íåïðåðûâíîñòè h� íå ëþáîå íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå Y → Z ïðîäîëæàåòñÿ äî íåïðåðûâíîãî

îòîáðàæåíèÿ X → Z. Íàïðèìåð, åñëè X = R, Y = (−π/2, π/2), òî îòîáðàæåíèå tg : Y → R íåïðåðûâíîãî

ïðîäîëæåíèÿ íà âñþ ïðÿìóþ íå èìååò, ïîñêîëüêó limt→π/2−0 tg(t) = +∞.

Ïðèìåð 1. Ïóñòü S1 = {z ∈ C | |z| = 1} ⊂ C = R2
� îêðóæíîñòü åäèíè÷íîãî ðàäèóñà ñ öåíòðîì â

íà÷àëå êîîðäèíàò; íàäåëèì åå òîïîëîãèåé êàê ïîäìíîæåñòâî òîïîëîãè÷åñêîãî (ìåòðè÷åñêîãî) ïðîñòðàíñòâà

R2
. Îáîçíà÷èì ι : S1 → R2

òàâòîëîãè÷åñêîå âëîæåíèå; ñîãëàñíî òåîðåìå 1, îíî íåïðåðûâíî.

Ïóñòü n ∈ Z; ðàññìîòðèì îòîáðàæåíèå f : S1 → S1
, äåéñòâóþùåå ïî ïðàâèëó f(z) = zn. Îáîçíà÷èì

F : C → C îòîáðàæåíèå, çàäàííîå òàêîé æå �îðìóëîé. Èç êóðñà àíàëèçà èçâåñòíî, ÷òî F íåïðåðûâíî.

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî êîìïîçöèÿ F ◦ ι : S1 → C, òî åñòü îãðàíè÷åíèå F |S1 : S1 → C, íåïðåðûâíî. Îáðàç

îòîáðàæåíèÿ F ◦ ι ëåæèò â S1 ⊂ C (ïðè n 6= 0 � ñîâïàäàåò ñ S1
), îòêóäà âûòåêàåò, ÷òî F ◦ ι = ι ◦ f . Òåì

ñàìûì îòîáðàæåíèå ι ◦ f íåïðåðûâíî; ñîãëàñíî òîé æå òåîðåìå 1, èç ýòîãî âûòåêàåò íåïðåðûâíîñòü f .
Îòîáðàæåíèå f ÿâëÿåòñÿ ëîêàëüíûì ãîìåîìîð�èçìîì: äëÿ êàæäîé òî÷êè a ∈ S1

ñóùåñòâóåò îòêðûòîå

ìíîæåñòâî U ⊂ S1
, ñîäåðæàùåå òî÷êó a è òàêîå, ÷òî fU

def

= f |U : U → f(U) � ãîìåîìîð�èçì. Â êà÷åñòâå U
ìîæíî âçÿòü äóãó áåç êîíöîâ, äëèíà êîòîðîé ìåíüøå 1/n îò äëèíû îêðóæíîñòè; ýòî ãàðàíòèðóåò, ÷òî fU �

áèåêöèÿ. Äîêàçàòåëüñòâî íåïðåðûâíîñòè fU è f−1

U � óïðàæíåíèå (íàïðèìåð, ìîæíî äîêàçàòü èç ìåòðè÷åñêèõ

ñîîáðàæåíèé èëè ïðèìåíèòü òåîðåìó î íåÿâíîé �óíêöèè).

Èç ëîêàëüíîé ãîìåîìåîð�íîñòè âûòåêàåò, ÷òî f � îòêðûòîå îòîáðàæåíèå: äëÿ âñÿêîãî îòêðûòîãî V ⊂ S1

åãî îáðàç f(V ) ⊂ S1
îòêðûò. Äåéñòâèòåëüíî, ïîêðîåì S1 =

⋃N
i=1

Ui, ãäå êàæäàÿ Ui � îòêðûòàÿ äóãà äëèíîé

ìåíüøå 1/n. Òîãäà V =
⋃N

i=1
(V ∩ Ui), è f(V ) =

⋃N
i=1

f(V ∩ Ui) =
⋃N

i=1
fUi

(V ∩ Ui). Îáðàç fUi
(V ∩ Ui) =

(f−1

Ui
)−1(V ∩ Ui) îòêðûò â ñèëó íåïðåðûâíîñòè f−1

Ui
, îòêóäà è âûòåêàåò, ÷òî f(V ) îòêðûò.

4. Ôàêòîð-òîïîëîãèÿ. Ïóñòü íà ìíîæåñòâå X çàäàíî îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè ∼ (ò.å. òàêîå, ÷òî x ∼
x, x ∼ y ⇒ y ∼ x è x ∼ y ∼ z ⇒ x ∼ z). Òîãäà X îäíîçíà÷íî ïðåäñòàâëÿåòñÿ (äîêàæèòå!) â âèäå

îáúåäèíåíèÿ íåïåðåñåêàþùèõñÿ ìíîæåñòâ (êëàññîâ ýêâèâàëåíòíîñòè): X =
⊔

α∈A Xα, ãäå x ∼ y òîãäà

è òîëüêî òîãäà, êîãäà x è y ïðèíàäëåæàò îäíîìó è òîìó æå êëàññó Xα. Îáðàòíî, åñëè X ïðåäñòàâëåíî

â âèäå äèçúþíêòíîãî îáúåäèíåíèÿ

⊔
α∈A Xα, òî îòíîøåíèå �ïðèíàäëåæàòü îäíîìó è òîìó æå ìíîæåñòâó

Xα� ÿâëÿåòñÿ îòíîøåíèåì ýêâèâàëåíòíîñòè. Â ýòîì ñëó÷àå ìíîæåñòâî èíäåêñîâ A (èëè, ÷òî òî æå ñàìîå,

ìíîæåñòâî êëàññîâ ýêâèâàëåíòíîñòè Xα, α ∈ A) íàçûâàåòñÿ �àêòîðîì X ïî îòíîøåíèþ ýêâèâàëåíòíîñòè è

îáîçíà÷àåòñÿ X/ ∼.
Â îïèñàííîé ñèòóàöèè îïðåäåëåíî îòîáðàæåíèå (ïðîåêöèÿ íà �àêòîð) p : X → A, äåéñòâóþùåå ïî ïðàâèëó:

p(x) = α, åñëè x ∈ Xα: ïîñêîëüêó îáúåäèíåíèå ìíîæåñòâ Xα � ýòî âñå X , è ðàçëè÷íûå Xα íå ïåðåñåêàþòñÿ,

òàêîå α ∈ A ñóùåñòâóåò è åäèíñòâåííî.



Åñëè X � òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî, òî íà ìíîæåñòâå èíäåêñîâ A (= X/ ∼ â òåðìèíàõ îòíîøåíèÿ

ýêâèâàëåíòíîñòè) îïðåäåëåíà òîïîëîãèÿ, ïðîåêòèâíàÿ îòíîñèòåëüíî (åäèíñòâåííîãî) îòîáðàæåíèÿ p. Åñëè
V ⊂ A � ïðîèçâîëüíîå ïîäìíîæåñòâî, òî p−1(V ) =

⋃
α∈V Xα. Ïîýòîìó ìíîæåñòâî V ⊂ A ÿâëÿåòñÿ

îòêðûòûì â ïîñòðîåííîé òîïîëîãèè, åñëè îáúåäèíåíèå

⋃
α∈V Xα ⊂ X � îòêðûòîå ïîäìíîæåñòâî. Òåîðåìà 2

óòâåðæäàåò, ÷òî îòîáðàæåíèå g : A → Z íåïðåðûâíî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà íåïðåðûâíà êîìïîçèöèÿ

g ◦ p : X → Z (êîòîðàÿ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îòîáðàæåíèå X → Z, ïîñòîÿííîå íà êàæäîì ïîäìíîæåñòâå Xα).

Ïðèìåð 2. ÏóñòüX = S1 ⊂ C = R2
, êàê â ïðèìåðå 1, è ïóñòü n ∈ Z>0. Ââåäåì íà S

1
îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè:

z ∼ w ⇔ zn = wn
� èíûìè ñëîâàìè, óãîë, îáðàçîâàííûé âåêòîðàìè z è w ñ âåðøèíîé â íà÷àëå êîîðäèíàò,

êðàòåí 2π/n. Êëàññû ýêâèâàëåíòíîñòè S1
ïî ýòîìó îòíîøåíèþ ñîäåðæàò n òî÷åê êàæäûé: åñëè z � îäíà èç

íèõ, òî îñòàëüíûå èìåþò âèä ze2πik/n, k = 1, . . . , n− 1. Îáîçíà÷èì p : S1 → S1/ ∼ îòîáðàæåíèå ñòàíäàðòíîé

ïðîåêöèè íà �àêòîð-ïðîñòðàíñòâî. Îòîáðàæåíèå p íåïðåðûâíî ñîãëàñíî òåîðåìå 2; òàêæå îíî îòêðûòî (îáðàç
îòêðûòîãî ìíîæåñòâà îòêðûò) � ýòî äîêàçûâàåòñÿ òàê æå, êàê îòêðûòîñòü f â ïðèìåðå 1 (ïðîäåëàéòå!).

Äîêàæåì, ÷òî �àêòîð-ïðîñòðàíñòâî S1/ ∼ ãîìåîìîð�íî S1
. Îòîáðàæåíèå g

def

= p ◦ f : S1 → S1/ ∼, ãäå
f : S1 → S1

� îòîáðàæåíèå èç ïðèìåðà 1, íåïðåðûâíî (êàê êîìïîçèöèÿ íåïðåðûâíûõ) è âçàèìíî îäíîçíà÷íî;

äîêàæåì, ÷òî g−1 : S1/ ∼→ S1
òàêæå íåïðåðûâíî.

Äëÿ ýòîãî ðàññìîòðèì îòêðûòîå ïîäìíîæåñòâî V ⊂ S1
. Ñîãëàñíî ïðèìåðó 1, îáðàç f(V ) ⊂ S1

îòêðûò. Ìû

óæå óïîìèíàëè âûøå, ÷òî îòîáðàæåíèå p îòêðûòî; îòñþäà âûòåêàåò, ÷òî (g−1)−1(V ) = g(V ) = p(f(V )) ⊂
S1/ ∼ îòêðûòî. Ñëåäîâàòåëüíî, g−1

íåïðåðûâíî, è g : S1 → S1/ ∼ � ãîìåîìîð�èçì.

5. Ïðîèçâåäåíèÿ ïðîñòðàíñòâ. Ïóñòü âíà÷àëåX1, . . . , Xn � ïðîèçâîëüíûå ìíîæåñòâà; òîãäà èõ äåêàðòîâûì

ïðîèçâåäåíèåì Y
def

= X1 × · · · × Xn íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî âñåõ êîíå÷íûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé (x1, . . . , xn),
ãäå xi ∈ Xi äëÿ âñåõ i = 1, . . . , n. Ñóùåñòâóþò åñòåñòâåííûå îòîáðàæåíèÿ ïðîåêöèè pi : Y → Xi, i = 1, . . . , n,
äåéñòâóþùèå ïî ïðàâèëó pi(x1, . . . , xn) = xi.

Ýòî îïðåäåëåíèå èìååò îáîáùåíèå íà ñëó÷àé, êîãäà ñåìåéñòâî ìíîæåñòâ {Xα | α ∈ A} � áåñêîíå÷íîå (è

äàæå íåñ÷åòíîå). À èìåííî, Y
def

= ×α∈AXα îïðåäåëÿåòñÿ êàê ìíîæåñòâî îòîáðàæåíèé f : A →
⋃

α∈A Xα

òàêèõ, ÷òî f)α) ∈ Xα ïðè âñåõ α ∈ A. Îòîáðàæåíèÿ pα : Y → Xα îïðåäåëÿþòñÿ �îðìóëîé pα(f)
def

= f(α).
Åñëè âñå Xα � òîïîëîãè÷åñêèå ïðîñòðàíñòâà, òî òîïîëîãèÿ â èõ ïðÿìîì ïðîèçâåäåíèè îïðåäåëÿåòñÿ êàê

èíúåêòèâíàÿ òîïîëîãèÿ îòíîñèòåëüíî îòîáðàæåíèé pα, α ∈ A.

Ïðèìåð 3. Äåêàðòîâà ñòåïåíü Rn
ìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà R ñ ìåòðèêîé d(x, y) = |x− y|. Çäåñü ïðåäáàçó

òîïîëîãèè ñîñòàâëÿþò ìíîæåñòâà p−1

i (U) = R× · · · × U × · · · ×R (U íà i-îì ìåñòå, i = 1, . . . , n), ãäå U ⊂ R �

ïðîèçâîëüíîå îòêðûòîå ìíîæåñòâî. Áàçà òîïîëîãèè, òàêèì îáðàçîì, ýòî ïåðåñå÷åíèÿ p−1

1
(U1)∩ · · · ∩ p−1

n (Un),
òî åñòü äåêàðòîâû ïðîèçâåäåíèÿ U1×· · ·×Un, ãäå U1, . . . , Un ⊂ R îòêðûòû. Ñîãëàñíî òåîðåìå 1, îòîáðàæåíèå

f : X → Rn
íåïðåðûâíî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà íåïðåðûâíû âñå êîìïîçèöèè pi ◦ f : X → R � èíûìè

ñëîâàìè, îòîáðàæåíèå, çàäàííîå �îðìóëîé f(x) = (f1(x), . . . , fn(x)), íåïðåðûâíî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
íåïðåðûâíû âñå �óíêöèè fi(x). Â îòëè÷èå îò ýòîãî, íåïðåðûâíîñòü îòîáðàæåíèé f : Rn → X íå ñâîäèòñÿ ê

íåïðåðûâíîñòè êàêèõ-ëèáî �óíêöèé; ñîîòâåòñòâóþùèå ïðèìåðû èçâåñòíû èç êóðñà àíàëèçà.

Ïðèìåð 4. Ïóñòü X = {0, 1} � ïðîñòðàíñòâî èç äâóõ òî÷åê ñ äèñêðåòíîé òîïîëîãèåé, à C = XN
� ñ÷åòíàÿ

äåêàðòîâà ñòåïåíü ïðîñòðàíñòâàX . Êàê ìíîæåñòâî,C ñîñòîèò èç âñåâîçìîæíûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé (x1, x2, . . . )
íóëåé è åäèíèö. Ïðåäáàçó òîïîëîãèè ñîñòàâëÿþò ìíîæåñòâà U0

i = {x | xi = 0} è U1

i = {x | xi = 1},
i = 1, 2, . . . , à áàçó � ìíîæåñòâà U(ε1, . . . , εn) = {x | x1 = ε1, . . . , xn = εn} äëÿ âñåâîçìîæíûõ n = 1, 2, . . . è
ε1, . . . , εn ∈ {0, 1}.

Çàìåòèì, ÷òî âñå ìíîæåñòâà áàçû U(ε1, . . . , εn) áåñêîíå÷íû (è íåñ÷åòíû), îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî è âñå íåïóñòûå

îòêðûòûå ìíîæåñòâà â C � îáúåäèíåíèÿ áàçîâûõ � òàêæå áåñêîíå÷íû è íåñ÷åòíû. Îòñþäà âûòåêàåò, ÷òî, â

îòëè÷èå îò êîíå÷íûõ ïðîèçâåäåíèé, òîïîëîãèÿ â C íå äèñêðåòíà è, áîëåå òîãî, íå ñîäåðæèò èçîëèðîâàííûõ

òî÷åê (îäíîòî÷å÷íûå ìíîæåñòâà íå ìîãóò áûòü îòêðûòûìè).

Ïóñòü òåïåðü K ⊂ [0, 1] � êàíòîðîâî ìíîæåñòâî, ò.å. ìíîæåñòâî âñåõ äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë, ïðåäñòàâèìûõ

â âèäå êîíå÷íîé èëè áåñêîíå÷íîé ñóììû

∑
k

2

3
n
k
, ãäå n1 < n2 < . . . . ×èñëà âèäà m/3n, m,n = 0, 1, 2, . . . ,

îáðàçóþò ïëîòíîå ìíîæåñòâî íà îòðåçêå [0, 1], îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî ïåðåñå÷åíèå èíòåðâàëîâ âèäà Imn =
(m/3n, (m + 1)/3n) ñ êàíòîðîâûì ìíîæåñòâîì � áàçà òîïîëîãèè â íåì. �àññìîòðèì òåïåðü îòîáðàæåíèå

f : C → K, çàäàííîå �îðìóëîé f(x) = 2
∑

∞

n=1
xn/3

n
. Î÷åâèäíî, îíî âçàèìíî îäíîçíà÷íîå. Êàê íåòðóäíî

âèäåòü, f(U(ε1, . . . , εn)) = Imn ∩K, ãäå m = 2
∑n

k=1
εk3

n−k
. Èç ýòîãî ñëåäóåò, ÷òî îòîáðàæåíèå f−1 : K → C

íåïðåðûâíî. Àíàëîãè÷íî äîêàçûâàåòñÿ (ïðîäåëàéòå!), ÷òî íåïðåðûâíî îòîáðàæåíèå f . Çíà÷èò, f : C →
K � ãîìåîìîð�èçì, è ñ÷åòíàÿ ñòåïåíü äâóõòî÷å÷íîãî äèñêðåòíîãî ïðîñòðàíñòâà ãîìåîìîð�íà êàíòîðîâó

ìíîæåñòâó.


