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Àííîòàöèÿ. Òåîðåìà î ïîäíÿòèè ãîìîòîïèè. �îìîòîïè÷åñêàÿ êëàññè�èêàöèÿ îòîáðàæåíèé èç îêðóæíîñòè

â îêðóæíîñòü.

Ïóñòü X � òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî è Y ⊂ X . Íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå f : X → Y íàçûâàåòñÿ

ðåòðàêöèåé, åñëè f(y) = y äëÿ ëþáîãî y ∈ Y � èíûìè ñëîâàìè, åñëè f ◦ ιY,X = idY , ãäå ιY,X : Y → X
� òàâòîëîãè÷åñêîå âëîæåíèå. Åñëè êîìïîçèöèÿ ιY,X ◦ f : X → X ãîìîòîïíà òîæäåñòâåííîìó îòîáðàæåíèþ

X → X , òî ðåòðàêöèÿ f íàçûâàåòñÿ äå�îðàöìîííîé. Åñëè (äå�îðìàöèîííàÿ) ðåòðàêöèÿ X → Y ñóùåñòâóåò,

òî Y íàçûâàåòñÿ (äå�îðìàöèîííûì) ðåòðàêòîì X .

Î÷åâèäíî, äå�îðìàöèîííûé ðåòðàêò X ãîìîòîïè÷åñêè ýêâèâàëåíòåí ñàìîìó X � ðåòðàöèÿ f : X → Y è

ιY,X : Y → X è îáðàçóþò ãîìîòîïè÷åñêóþ ýêâèâàëåíòíîñòü.

Ïðèìåð 1. Ïóñòü a ∈ Rn
, à S ⊂ Rn \ {a} � (n − 1)-ìåðíàÿ ñ�åðà ñ öåíòðîì a. Äëÿ ïðîèçâîëüíîé òî÷êè

b ∈ Rn \ {a} îáîçíà÷èì f(b) ∈ S òî÷êó ïåðåñå÷åíèÿ ëó÷à ab ñî ñ�åðîé S. Î÷åâèäíî, f : Rn \ {a} → S �

ðåòðàêöèÿ. Äëÿ ëþáîãî t ∈ [0, 1] òî÷êà ft(b)
def

= tb+(1− t)f(b) ëåæèò â Rn \ {a} (ïî÷åìó?), îòêóäà ïîëó÷àåòñÿ,
÷òî îòîáðàæåíèå f ◦ιS,Rn\{a} ãîìîòîïíî òîæäåñòâåííîìó, òî åñòü f � äå�îðìàöèîííàÿ ðåòðàêöèÿ. Òåì ñàìûì

ñ�åðà Sn−1
ãîìîòîïè÷åñêè ýêâèâàëåíòíà Rn

áåç (ïðîèçâîëüíîé) òî÷êè.

Êàê îáû÷íî, îáîçíà÷èì S1 = {z ∈ C | |z| = 1}, è ïóñòü p : R → S1
� îòîáðàæåíèå, çàäàííîå �îðìóëîé

p(t) = exp(2πit). Îòîáðàæåíèå p íåïðåðûâíîå è ïåðèîäè÷åñêîå ñ ïåðèîäîì 1: p(t+ 1) = p(t) äëÿ âñåõ t ∈ R.

Âñå ðàññóæäåíèÿ íèæå îïèðàþòñÿ íà ñëåäóþùóþ òåõíè÷åñêóþ ëåììó:

Ëåììà î ïîäíÿòèè ãîìîòîïèè. Ïóñòü n ∈ Z>0, f : [0, 1]n → S1
� íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå, à u ∈ R

� ÷èñëî, äëÿ êîòîðîãî p(u) = f(0, . . . , 0). Òîãäà ñóùåñòâóåò è åäèíñòâåííî íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå F :
[0, 1]n → R òàêîå, ÷òî F (0, . . . , 0) = u è p ◦ F = f .

Ïðåæäå ÷åì äîêàçûâàòü ýòó ëåììó, ïîêàæåì, êàê îíà �ðàáîòàåò�.

Ïóñòü h : S1 → S1
� íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå; îáîçíà÷èì q = p|[0,1] : [0, 1] → S1

, è ïóñòü f = h ◦ q :

[0, 1] → S1
. Âûáåðåì ïðîèçâîëüíîå u ∈ R òàêîå, ÷òî f(0) = p(u)> è ïóñòü F : [0, 1] → R � åãî ïîäíÿòèå (èç

ëåììû î ïîäíÿòèè). Èç ðàâåíñòâà q(0) = q(1)(= 1 ∈ S1) âûòåêàåò, ÷òî p(F (0)) = f(0) = f(1) = p(F (1)) è,
ñëåäîâàòåëüíî, F (1)− F (0) ∈ Z.

Òåîðåìà 1. ×èñëî F (1)− F (0) çàâèñèò òîëüêî îò îòîáðàæåíèÿ h : S1 → S1
(è íàçûâàåòñÿ åãî èíäåêñîì,

ind(h)). Îòîáðàæåíèÿ h0 : S1 → S1
è h1 : S1 → S1

ãîìîòîïíû òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ind(h1) =
ind(h0).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîäíÿòèå F îòîáðàæåíèÿ f = q◦h çàâèñèò, ñîãëàñíî ëåììå, òîëüêî îò f (êîòîðîå îäíîçíà÷íî
îïðåäåëÿåòñÿ îòîáðàæåíèåìh) è îò âûáîðà òî÷êè u. Ïóñòü ũ ∈ R � äðóãàÿ òî÷êà, äëÿ êîòîðîé p(ũ) = f(0) =

p(u); òîãäà ũ−u ∈ Z. Îòîáðàæåíèå F̃ : [0, 1] → R, çàäàííîå �îðìóëîé F̃ (t)
def

= F (t)+(ũ−u), ÿâëÿåòñÿ ïîäíÿòèåì

f : p(F̃ (t)) = p(F (t)+(ũ−u) = p(F (t)) = f(t), è ïðèòîì F̃ (0) = F (0)+ ũ−u = ũ. Íî F̃ (1)− F̃ (0) = F (1)−F (0),
îòêóäà âûòåêàåò ïåðâîå óòâåðæäåíèå òåîðåìû.

Ïóñòü h0 ∼ h1, è ht � ãîìîòîïèÿ. Îïðåäåëèì îòîáðàæåíèå f : [0, 1]2 → S1
ðàâåíñòâîì f(t, s) = ht(q(s)), è

ïóñòü F : [0, 1]2 → R � åãî ïîäíÿòèå. Äëÿ âñåõ t ∈ [0, 1] èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî f(t, 0) = ht(q(0)) = ht(q(1)) =
f(t, 1), îòêóäà F (t, 1)−F (t, 0) ∈ Z. Òîïîëîãèÿ â ïðîñòðàíñòâå Z ⊂ R äèñêðåòíàÿ, à îòðåçîê [0, 1] ñâÿçåí, îòêóäà
âûòåêàåò, ÷òî F (t, 1)− F (t, 0) = const. (íå çàâèñèò îò t ∈ [0, 1]). Ñëåäîâàòåëüíî, ind(h1) = F (1, 1)− F (1, 0) =
F (0, 1)− F (0, 0) = ind(h0).

Îáðàòíî, ïóñòü ind(h0) = ind(h1)
def

= k. Îáîçíà÷èì f0 = h0 ◦ q, f1 = h1 ◦ q, è ïóñòü F0, F1 : [0, 1] → R

� ïðîèçâîëüíûå ïîäíÿòèÿ f0 è f1 ñîîòâåòñòâåííî. Â ñèëó ïåðâîãî óòâåðæäåíèÿ òåîðåìû F1(1) − F1(0) =
k = F0(1) − F0(0). Îïðåäåëèì îòîáðàæåíèå Φ : [0, 1]2 → R �îðìóëîé Φ(t, s) = sF1(t) + (1 − s)F0(t); òîãäà

Φ(1, s) − Φ(0, s) = s(F1(1) − F1(0)) + (1 − s)(F0(1) − F0(0)) = k ∈ Z. Ïîëîæèì fs(t)
def

= p(Φ(t, s)), òîãäà
fs(1) = p(Φ(1, s)) = p(Φ(0, s)) = fs(0). Ïîñêîëüêó q : [0, 1] → S1 = [0, 1]/(0 ∼ 1) � ñòàíäàðòíîå îòîáðàæåíèå

ïðîåêöèè íà �àêòîð, ðàâåíñòâî fs(1) = fs(0) îçíà÷àåò, ÷òî ñóùåñòâóåò è åäèíñòâåííà òàêàÿ ãîìîòîïèÿ hs

îòîáðàæåíèé S1 → S1
, ÷òî fs = hs ◦ q ïðè âñåõ s ∈ [0, 1]. Ýòà ãîìîòîïèÿ ñîåäèíÿåò h0 è h1. �

Ñëåäñòâèå 1. Îêðóæíîñòü S1
íå ñòÿãèâàåìà.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü h = id : S1 → S1
� òîæäåñòâåííîå îòîáðàæåíèå. Òîãäà h ◦ q = q, è ïîäíÿòèåì q

ÿâëÿåòñÿ òàâòîëîãè÷åñêîå âëîæåíèå ι : [0, 1] → R. Îòñþäà âûòåêàåò, ÷òî ind(id) = ι(1) − ι(0) = 1 − 0 = 1.
Åñëè æå h � îòîáðàæåíèå, ïåðåâîäÿùåå âñþ îêðóæíîñòü â òî÷êó, òî f = h ◦ q � ïîñòîÿííîå îòîáðàæåíèå

[0, 1] → S1
. Åãî ïîäíÿòèå F : [0, 1] → R � òàêæå ïîñòîÿííîå îòîáðàæåíèå, îòêóäà ind(h) = F (1) − F (0) = 0.

Ñëåäîâàòåëüíî, òîæäåñòâåííîå îòîáðàæåíèå îêðóæíîñòè â ñåáÿ íå ãîìîòîïíî îòîáðàæåíèþ â òî÷êó, ÷òî è

îçíà÷àåò íåñòÿãèâàåìîñòü. �

Ñëåäñòâèå 2. Ïîëóïëîñêîñòü Π = {(x, y) ∈ R2 | y ≥ 0} íå ãîìåîìîð�íà ïëîñêîñòè R2
.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü a ∈ R2
� ïðîèçâîëüíàÿ òî÷êà. Ñîãëàñíî ïðèìåðó 1, R2\{a} ãîìîòîïè÷åñêè ýêâèâàëåíòíî

îêðóæíîñòè. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, Π \ {(0, 0)} � ñòÿãèâàåìîå ìíîæåñòâî: ãîìîòîïèÿ îòîáðàæåíèé ft(b) =
(1−t)b+tb0, ãäå b0 = (0, 1), à t ∈ [0, 1], ñîåäèíÿåò îòîáðàæåíèå f0 = idΠ\{(0,0)} ñ îòîáðàæåíèåì f1, ïåðåâîäÿùèì
âñþ Π \ {(0, 0)} â òî÷êó b0 (ïðîâåðüòå, ÷òî âñå ft äåéñòâèòåëüíî îòîáðàæàþò Π \ {(0, 0)} â ñåáÿ). Ïîñêîëüêó
îêðóæíîñòü íå ñòÿãèâàåìà, Π \ {(0, 0)} ãîìîòîïè÷åñêè íå ýêâèâàëåíòíî è, ñëåäîâàòåëüíî, íå ãîìåîìîð�íî

R
2 \ {a} ïðè ëþáîì a. Îòñþäà è âûòåêàåò (ïî÷åìó?), ÷òî Π è R

2
íå ãîìåîìîð�íû. �

Ïåðåéäåì òåïåðü ê äîêàçàòåëüñòâó ëåììû î ïîäíÿòèè ãîìîòîïèè. Çàìåòèì âíà÷àëå, ÷òî îòîáðàæåíèå

p : R → S1
� ëîêàëüíûé ãîìåîìîð�èçì: äëÿ âñÿêîãî u ∈ R ñóùåñòâóåò ε > 0 òàêîå, ÷òî p|(u−ε,u+ε) �

ãîìåîìîð�èçì (u − ε, u + ε) → p((u − ε, u + ε)). Îòîáðàæåíèå, îáðàòíîå ê ýòîìó ãîìåîìîð�èçìó, îáîçíà÷èì

qu,ε.
Ýòî çàìå÷àíèå ïîçâîëÿåò äîêàçàòü òàêîå óòâåðæäåíèå:

Ëåììà 1. Ïóñòü M ⊂ [0, 1]n � ñâÿçíîå ïîäìíîæåñòâî, ñîäåðæàùåå (0, . . . , 0). Òîãäà åñëè ïîäíÿòèå F :
M → R ñóùåñòâóåò, òî îíî åäèíñòâåííî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü F1, F2 : M → R � äâà ïîäíÿòèÿ. Ìíîæåñòâî E
def

= {t = (t1, . . . , tn) ∈ M | F1(t) =
F2(t)} ⊂ M çàìêíóòî êàê ïðîîáðàç îäíîòî÷å÷íîãî ìíîæåñòâà {0} ïðè íåïðåðûâíîì îòîáðàæåíèè F : M → R,

ãäå F (t)
def

= F1(t) − F2(t). Ïóñòü òåïåðü t ∈ E è u = F1(t) = F2(t). Âûáåðåì äîñòàòî÷íî ìàëîå ε > 0; òîãäà
îáðàç p((u − ε, u + ε)) ⊂ S1

ñîäåðæèò îòêðûòóþ äóãó α ñ öåíòðîì â òî÷êå p(u) = p(F1(t)) = p(F2(t)) = f(t).
Â ñèëó íåïðåðûâíîñòè f ñóùåñòâóåò δ > 0 òàêîå, ÷òî f(s) ∈ α ïðè âñåõ s ∈ [0, 1]n òàêèõ, ÷òî |s− t| < δ. Íî
òîãäà ïðè âñåõ òàêèõ s ïîëó÷àåì F1(s) = qu,ε(f(s)) = F2(s), òî åñòü s ∈ E. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ìíîæåñòâî E
îòêðûòî. Êðîìå òîãî, 0 ∈ E, òàê ÷òî E íåïóñòî. Èç ñâÿçíîñòè ìíîæåñòâà M âûòåêàåò, ÷òî E = M , ÷òî è

äîêàçûâàåò ëåììó. �

Äîêàæåì òåïåðü ëåììó î ïîäíÿòèè èíäóêöèåé ïî n.

Áàçà èíäóêöèè: n = 1. Îïðåäåëèì ïîäìíîæåñòâî T ⊂ [0, 1] ÷èñåë s òàêèõ, ÷òî ñóùåñòâóåò (è, ñëåäîâàòåëüíî,
åäèíñòâåííî) ïîäíÿòèå f � íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå F : [0, t] → R, äëÿ êîòîðîãî F (0) = u è p ◦ F = f .
Ìíîæåñòâî T íåïóñòî, ïîñêîëüêó 0 ∈ T .

Ëåììà 2. Åñëè t ∈ T è 0 ≤ s ≤ t, òî s ∈ T .

Äîêàçàòåëüñòâî. Â êà÷åñòâå ïîäíÿòèÿ íà îòðåçêå [0, s] ìîæíî èñïîëüçîâàòü îãðàíè÷åíèå íà ýòîò îòðåçîê

ïîäíÿòèÿ F : [0, t] → R. �

Ëåììà 3. Ìíîæåñòâî T ⊂ [0, 1] îòêðûòî

Äîêàçàòåëüñòâî. Ýòî âûòåêàåò èç òîãî, ÷òî p� ëîêàëüíûé ãîìåîìîð�èçì è äîêàçûâàåòñÿ òàê æå (ïðîäóìàéòå

ïîäðîáíîñòè!), êàê îòêðûòîñòü ìíîæåñòâà E â ëåììå 1. �

Ïóñòü τ = supT ; äîêàæåì, ÷òî τ ∈ T . Ïóñòü α ⊂ S1
� êîðîòêàÿ äóãà ñ öåíòðîì â òî÷êå f(τ); òîãäà ïðîîáðàç

p−1(α) ⊂ R � îáúåäèíåíèå èíòåðâàëîâ îäèíàêîâîé äëèíû ℓ < 1, ïîëó÷àþùèõñÿ äðóã èç äðóãà ïàðàëëåëüíûì
ïåðåíîñîì íà öåëûå ÷èñëà. Â çàâèñèìîñòè îò ðàñïîëîæåíèÿ äóãè α ëèáî êàæäûé òàêîé èíòåðâàë ñîäåðæèò

îäíî öåëîå ÷èñëî, ëèáî öåëûå ÷èñëà ëåæàò ìåæäó ñîñåäíèìè èíòåðâàëàìè (ïî îäíîìó â êàæäîì ïðîìåæóòêå).

Îáîçíà÷èì λ : p−1(α) → Z �óíêöèþ, ñîïîñòàëâþùóþ êàæäîé òî÷êå x ∈ p−1(α) íàèáîëüøåå öåëîå ÷èñëî,
ëåæàùåå ñëåâà îò òîãî èíòåðâàëà, êîòîðîìó ïðèíàäëåæèò x. Ôóíêöèÿ λ ïîñòîÿííà íà êàæäîì èíòåðâàëå (è,

ñëåäîâàòåëüíî, íåïðåðûâíà) è ïåðåâîäèò ðàçíûå èíòåðâàëû â ðàçíûå ÷èñëà. Âîçüìåì ε > 0 íàñòîëüêî ìàëûì,
÷òîáû f(s) ∈ α ïðè s ∈ (τ − ε, τ). Ôóíêöèÿ λ ◦F : (τ − ε, τ) → Z íåïðåðûâíà (êàê êîìïîçèöèÿ íåïðåðûâíûõ);

ïðè ýòîì (τ − ε, τ) ñâÿçíî, à Z ⊂ R äèñêðåòíî. Ñëåäîâàòåëüíî, λ(F (s)) = const. ïðè s ∈ (τ − ε, τ), òî åñòü

F (s) ïðè âñåõ òàêèõ s ïðèíàäëåæèò îäíîìó è òîìó æå èíòåðâàëó. Ôóíêöèÿ p íà ýòîì èíòåðâàëå îáðàòèìà

(îáîçíà÷èì îáðàòíóþ q), òàê ÷òî ìîæíî ïîëîæèòü ïî îïðåäåëåíèþ F (τ) = q(f(τ)), è �óíêöèÿ F ïðè ýòîì

áóäåò íåïðåðûâíà â òî÷êå τ . Ñëåäîâàòåëüíî, τ ∈ T .
Èç ëåììû 2 âûòåêàåò òåïåðü, ÷òî T çàìêíóòî (ÿâëÿåòñÿ îòðåçêîì). Â ñèëó ñâÿçíîñòè [0, 1] ïîëó÷åì T = [0, 1]

� áàçà èíäóêöèè äîêàçàíà.



Øàã èíäóêöèè. Ïóñòü F0 : [0, 1]n−1 → R � ïîäíÿòèå îòîáðàæåíèÿ f |tn=0 : [0, 1]n−1 → S1
, äëÿ êîòîðîãî

F0(0, . . . , 0) = u; îíî ñóùåñòâóåò (è,ñëåäîâàòåëüíî, åäèíñòâåííî) ïî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè. Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî

τ = (τ1, . . . , τn−1) ∈ [0, 1]n−1
ïóñòü Φτ : [0, 1] → R � ïîäíÿòèå îòîáðàæåíèÿ f |(t1=τ1,...,tn−1=τn−1)

: [0, 1] → S1
,

äëÿ êîòîðîãî Φτ (0) = F0(τ1, . . . , τn−1); îíî ñóùåñòâóåò â ñèëó áàçû èíäóêöèè. Ïîëîæèì òåïåðü F (t1, . . . , tn)
def

=
Φ(t1,...,tn−1)(tn); ðàâåíñòâî p ◦ F = f î÷åâèäíî, è â äîêàçàòåëüñòâå íóæäàåòñÿ òîëüêî íåïðåðûâíîñòü F .

Ïóñòü, êàê âûøå, α ⊂ S1
� êîðîòêàÿ äóãà ñ öåíòðîì â òî÷êå f(t), ïðîîáðàç êîòîðîé p−1(α) ⊂ R �

îáúåäèíåíèå èíòåðâàëîâ äëèíû ℓ < 1, ïîëó÷àþùèõñÿ äðóã èç äðóãà ñäâèãàìè íà öåëûå ÷èñëà. Îïðåäåëèì

�óíêöèþ λ : p−1(α) → Z (ïîñòîÿííóþ íà êàæäîì èíòåðâàëå), êàê â äîêàçàòåëüñòâå áàçû èíäóêöèè.

Ëåììà 4. Ôóíêöèÿ F íåïðåðûâíà â òî÷êå t ∈ [0, 1]n òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñóùåñòâóåò îêðåñòíîñòü

U òî÷êè t (òî åñòü îòêðûòîå ìíîæåñòâî U ⊂ [0, 1]n òàêîå, ÷òî t ∈ U), íà êîòîðîé �óíêöèÿ λ ◦ F
ïîñòîÿííà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè F íåïðåðûâíà â t, òî λ◦F : U → Z íåïðåðûâíà, è, åñëè U ëèíåéíî ñâÿçíî (íàïðèìåð,

øàð), òî ïîñòîÿííà. Îáðàòíî, ïóñòü λ◦F ïîñòîÿííà íà ìíîæåñòâå U . Óìåíüøàÿ ïðè íåîáõîäèìîñòè îêðåñòíîñòü
U , ìîæíî äîáèòüñÿ, ÷òîáû f(U) ⊂ α (ýòî âîçìîæíî, ïîñêîëüêó f íåïðåðûâíî â òî÷êå t). Òîãäà ïðè âñåõ t ∈ U
çíà÷åíèå F (t) ëåæèò â îäíîì è òîì æå èíòåðâàëå (u − ε, u + ε) ⊂ p−1(α) ñ öåíòðîì â òî÷êå u ∈ p−1(f(t)).
Òîãäà F |U = qu,ε ◦f íåïðåðûâíî (ãäå, êàê è âûøå, qu,ε � îáðàòíîå îòîáðàæåíèå ê îãðàíè÷åíèþ p íà èíòåðâàë
(u− ε, u+ ε)). �

�àññìîòðèì òåïåðü ìíîæåñòâî T ⊂ [0, 1], ñîñòîÿùåå èç òåõ t, äëÿ êîòîðûõ îãðàíè÷åíèå F íà ïàðàëëåëåïèïåä

[0, 1]n−1 × [0, t] íåïðåðûâíî. Ìíîæåñòâî T íåïóñòî, ïîñêîëüêó 0 ∈ T â ñèëó êîíñòðóêöèè F .

Ëåììà 5. Ìíîæåñòâî T îòêðûòî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü t ∈ T ; òîãäà, ñîãëàñíî ëåììå 4, äëÿ êàæäîé òî÷êè τ ∈ [0, 1]n−1
ñóùåñòâóåò ïàðàëëåëåïèïåä

Πτ ⊂ [0, 1]n−1 × {t} ñ öåíòðîì â ýòîé òî÷êå è ÷èñëî δτ > 0 òàêèå, ÷òî îãðàíè÷åíèå �óíêöèè λ ◦ F íà

Ψτ
def

= Πτ ×(t−δτ , t+δτ ) ïîñòîÿííî. Î÷åâèäíî,
⋃

τ∈[0,1]n−1 Πτ = [0, 1]n−1×{t}; ñîãëñíî òåîðåìå î êîìïàêòíîñòè

ïàðàëëåëåïèïåäà, ñóùåñòâóåò êîíå÷íûé íàáîð òî÷åê τ1, . . . , τN ∈ [0, 1]n−1
òàêèõ, ÷òî [0, 1]n−1 × {t} = Φτ1 ∪

· · · ∪ ΦτN . (Òåîðåìà � äëÿ ïîêðûòèÿ îãðàíè÷åííîãî çàìêíóòîãî ìíîæåñòâà îòêðûòûìè � èçâåñòíà èç êóðñà

àíàëèçà; åå îáîáùåíèå ìû äîêàæåì ïîçäíåå â ýòîì êóðñå. Âïðî÷åì, äëÿ ïîêðûòèÿ êóáà ïàðàëëåëåïèïåäàìè

òåîðåìó ëåãêî äîêàçàòü è íåïîñðåäñòâåííî.)

Âîçüìåì δ = min(δτ1 , . . . , δτN ) > 0; òîãäà, î÷åâèäíî, Ψτ1 ∪ · · · ∪ ΨτN ⊃ [0, 1]× (t − δ, t+ δ). Ñëåäîâàòåëüíî,
îãðàíè÷åíèå λ◦F íà [0, 1]n−1× (t− δ, t+ δ) ïîñòîÿííî, îòêóäà ñîãëàñíî ëåììå 4 ïîëó÷àåì (t− δ, t+ δ) ⊂ T . �

Ïóñòü t∗ = supT .

Ëåììà 6. t∗ ∈ T .

Î÷åâèäíî, èç ëåììû 6 âûòåêàåò, ÷òî ìíîæåñòâî T � îòðåçîê (ñð. äîêàçàòåëüñòâî áàçû èíäóêöèè). Âìåñòå

ñ ëåììîé 5 ýòî çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî ëåììû î ïîäíÿòèè ãîìîòîïèè.

Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 6. Ñîãëàñíî ëåììå 4, äëÿ ïðîèçâîëüíîé òî÷êè τ ∈ [0, 1]n−1
íàéäóòñÿ ïàðàëëåëåïèïåä

Πτ ⊂ [0, 1]n−1
è ÷èñëî δτ > 0 òàêèå, ÷òî f(Πτ × (t∗− δτ , t∗+ δτ )) ⊂ α (ãäå α ⊂ S1

� êîðîòêàÿ äóãà ñ öåíòðîì â

òî÷êå t∗), è λ ◦F ïîñòîÿííà íà (t∗ − δτ , t∗)×Πτ . Äàëåå ðàññóæäàåì, êàê â äîêàçàòåëüñòâå ëåììû 5: �óíêöèÿ

λ ◦ F ïîñòîÿííà íà ëþáîì èíòåðâàëå τ × (t∗ − δ, t∗ + δ) ⊂ V × (t∗ − δ, t∗ + δ) ïî ñîîáðàæåíèÿì ñâÿçíîñòè è,

ñëåäîâàòåëüíî, ïîñòîÿííà íà âñåì Πτ × (t∗−δ, t∗+δ). Îòñþäà ïî òîé æå ëåììå 4 ïîëó÷àåì, ÷òî F íåïðåðûâíà

â òî÷êå (τ, t∗) ∈ [0, 1]n. Â ñèëó ïðîèçâîëüíîñòè τ ∈ [0, 1]n−1
ïîëó÷àåì, ÷òî t∗ ∈ T . �


