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Àííîòàöèÿ. Êîìïàêòíîñòü.

Ïóñòü X � ìíîæåñòâî. Ìíîæåñòâî åãî ïîäìíîæåñòâ U = {Uα ⊂ X | α ∈ A} (ãäå A � ïðîèçâîëüíîå

ìíîæåñòâî èíäåêñîâ) íàçûâàåòñÿ ïîêðûòèåìX , åñëè

⋃

α∈A
Uα = X . Åñëè U1 ⊂ U2 (òî åñòü êàæäîå ìíîæåñòâî,

âõîäÿùåå â ïîêðûòèå U1, âõîäèò òàêæå è â U2), òî U1 íàçûâàþò ïîäïîêðûòèåì U2.

Òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâîX íàçûâàåòñÿ êîìïàêòíûì (èëè êîìïàêòîì), åñëè äëÿ ó ëþáîãî åãî ïîêðûòèÿ

îòêðûòûìè ïîäìíîæåñòâàìè èìååòñÿ êîíå÷íîå ïîäïîêðûòèå.

Ïðèìåð 1. Ëþáîå êîíå÷íîå òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî, î÷åâèäíî, êîìïàêòíî.

Ïðèìåð 2 (èçâåñòíûé èç êóðñà àíàëèçà). Îòðåçîê [0, 1] � êîìïàêò. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà âîçüìåì ïîêðûòèå

U = {Uα} è ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî T òàêèõ t ∈ [0, 1], ÷òî ñóùåñòâóåò êîíå÷íîå ïîäìíîæåñòâî {Uα1
, . . . , UαN

},
äëÿ êîòîðîãî [0, t] ⊂ Uα1

∪ · · · ∪ UαN
. Î÷åâèäíî, 0 ∈ T . Ìíîæåñòâî T îòêðûòî: åñëè t ∈ T , òî ñóùåñòâóåò i

òàêîå, ÷òî t ∈ Uαi
. Â ñèëó îòêðûòîñòè Uαi

ñîäåðæèò èíòåðâàë (t− ε, t+ ε); íî òîãäà (t− ε, t+ ε) ⊂ T . Òàêæå
î÷åâèäíî, ÷òî åñëè t ∈ T è 0 ≤ t′ ≤ t, òî t′ ∈ T .

�àññìîòðèì ÷èñëî t∗ = supT è äîêàæåì, ÷òî t∗ ∈ T . Ïîñêîëüêó
⋃

αinA = [0, 1], ñóùåñòâóåò β ∈ A òàêîå, ÷òî

t∗ ∈ Uβ . Â ñèëó îòêðûòîñòè Uβ ñóùåñòâóåò ε > 0 òàêîå, ÷òî (t∗− ε, t∗+ ε) ⊂ Uβ . Â ñèëó âûáîðà t∗ ñóùåñòâóþò
α1, . . . , αN òàêèå, ÷òî [0, t∗ − ε/2] ⊂ Uα1

∪ · · · ∪ UαN
. Íî òîãäà [0, t∗] ⊂ Uα1

∪ · · · ∪ UαN
∪ Uβ , îòêóäà t∗ ∈ T .

Ñëåäîâàòåëüíî, T ⊂ [0, 1] � îòðåçîê è îäíîâðåìåííî íåïóñòîå îòêðûòîå ïîäìíîæåñòâî, òî åñòü T = [0, 1].

Ïðèìåð 3. Ïðÿìàÿ R
n
� íåêîìïàêòíîå ïðîñòðàíñòâî. Äåéñòâèòåëüíî, R =

⋃

n∈N
(−n, n), íî îáúåäèíåíèå

ëþáîãî êîíå÷íîãî ìíîæåñòâà èíòåðâàëîâ îãðàíè÷åíî è, ñëåäîâàòåëüíî, íå ñîâïàäàåò ñ R.

Îáîáùåíèåì ýòîãî ïðèìåðà ÿâëÿåòñÿ

Òåîðåìà 1. Åñëè ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî êîìïàêòíî, òî îíî îãðàíè÷åíî.

Äîêàçàòåëüñòâî. ÏóñòüM � êîìïàêòíîå ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñâî è a ∈ M . ÒîãäàM =
⋃

r>0Br(a) (îáúåäèíåíèå
âñåõ øàðîâ ñ öåíòðîì a). Â ñèëó êîìïàêòíîñòè íàéäåòñÿ ìíîæåñòâî 0 < r1 < · · · < rN òàêîå, ÷òî M =
Br1(a) ∪ · · · ∪BrN (a) = BrN (a), ÷òî è îçíà÷àåò îãðàíè÷åííîñòü. �

Ìíîæåñòâî ïðèìåðîâ ïîçâîëÿåò ãåíåðèðîâàòü

Òåîðåìà 2. Çàìêíóòîå ïîäìíîæåñòâî êîìïàêòà � êîìïàêò (â èíäóöèðîâàííîé òîïîëîãèè).

(Íàïðèìåð, êàíòîðîâî ìíîæåñòâî C ⊂ [0, 1] � êîìïàêò.)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü X � êîìïàêò, à K ⊂ X çàìêíóòî. Ïóñòü Uα, α ∈ A � îòêðûòûå ïîäìíîæåñòâà â

èíäóöèðîâàííîé òîïîëîãèè, äëÿ êîòîðûõ K =
⋃

α∈A
Uα. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî êàæäîå Uα = K ∩ Vα, ãäå Vα ⊂ X

îòêðûòû è K ⊂
⋃

α∈A
Vα. Íî V

def

= X \K îòêðûòî, è V ∪
⋃

α∈A
Vα = X , ÷òî â ñèëó êîìïàêòíîñòè X îçíà÷àåò

ñóùåñòâîâàíèå α1, . . . , αN òàêèõ, ÷òî X = V ∪ Vα1
∪ · · · ∪ VαN

Íî òîãäà K = Uα1
∪ · · · ∪ UαN

, è êîìïàêòíîñòü

äîêàçàíà. �

Îáðàòíîå óòâåðæäåíèå âåðíî, åñëè îáúåìëþùèé êîìïàêò X õàóñäîð�îâ:

Òåîðåìà 3. Ïóñòü X êîìïàêòíî è õàóñäîð�îâî, à K ⊂ X êîìïàêòíî (â èíäóöèðîâàííîé òîïîëîãèè). Òîãäà

K ⊂ X çàìêíóòî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ ïðîèçâîëüíûõ a ∈ K, b /∈ K ñóùåñòâóþò, â ñèëó õàóñäîð�îâîñòè, îòêðûòûå ìíîæåñòâà

Uab ∋ a è Vab ∋ b òàêèå, ÷òî Uab ∩ Vab = ∅. Îáúåäèíåíèå
⋃

a∈K Uab ñîäåðæèò K; â ñèëó êîìïàêòíîñòè K ýòî

îçíà÷àåò, ÷òî ñóùåñòâóþò a1, . . . , aN ∈ K òàêèå, ÷òî K ⊂ Ua1b ∪ · · · ∪UaNb. Ìíîæåñòâî Wb
def

= Va1b ∩ · · · ∩ VaNb

îòêðûòî (êîíå÷íîå ïåðåñå÷åíèå îòêðûòûõ), ñîäåðæèò b è íå ïåðåñåêàåòñÿ ñ K. Òîãäà X \ K =
⋃

b∈X\K Wb

îòêðûòî (êàê îáúåäèíåíèå îòêðûòûõ) è, ñëåäîâàòåëüíî, K çàìêíóòî. �

Ñëåäñòâèå 1 (èçâåñòíîå èç êóðñà àíàëèçà). Êîìïàêòíîå ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî ïîëíî.

Äîêàçàòåëüñòâî. ÏóñòüM � êîìïàêòíîå ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî, à M̄ � åãî ïîïîëíåíèå. M̄ �ìåòðè÷åñêîå

ïðîñòðàíñòâî è, ñëåäîâàòåëüíî, õàóñäîð�îâî. Ñîãëàñíî òåîðåìå 3, M ⊂ M̄ çàìêíóòî. Ñ äðóãîé ñòîðîíû,

M ⊂ M̄ � ïëîòíîå ïîäìíîæåñòâî (M̄ � åãî çàìûêàíèå). Ýòî è îçíà÷àåò, ÷òî M = M̄ ïîëíî. �

1



Ñâîéñòâ èç òåîðåìû 1 è ñëåäñòâèÿ 1, äàæå âûïîëíåííûõ îäíîâðåìåííî, íåäîñòàòî÷íî äëÿ êîìïàêòíîñòè

ìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà:

Ïðèìåð 4. Ïóñòü M = C[0, 1] � ïðîñòðàíñòâî íåïðåðûâíûõ �óíêöèé f : [0, 1] → R ñ ìåòðèêîé d(f, g) =
maxt∈[0,1] |f(t)− g(t)| (ïðîâåðüòå, ÷òî ýòî íà ñàìîì äåëå ìåòðèêà!). Ñõîäèìîñòü â ïðîñòðàíñòâå C[0, 1] ýòî
ðàâíîìåðíàÿ ñõîäèìîñòü íà îòðåçêå [0, 1].

Ïðîñòðàíñòâî C[0, 1] ïîëíî. Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü fn ∈ C[0, 1] � �óíäàìåíòàëüíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

�óíêöèé: limm,n→∞ maxt∈[0,1] |fn(t)− fm(t)| = 0. Òîãäà äëÿ êàæäîãî t ∈ [0, 1] ÷èñëîâàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

fn(t) �óíäàìåíòàëüíà è, ñëåäîâàòåëüíî, ñõîäèòñÿ (R � ïîëíîå ïðîñòðàíñòâî): limn→∞ fn(t)
def

= f(t). Ïîêàæåì,
÷òî ñõîäèìîñòü â ïîñëåäíåì ðàâåíñòâå ðàâíîìåðíà ïî t ∈ [0, 1]. Ïîñêîëüêó fn(0) → f(0), äëÿ ëþáîãî ε > 0
ñóùåñòâóåòN òàêîå, ÷òî ïðè n > N èìåþò ìåñòî íåðàâåíñòâà |fn(0)− f(0)| < ε/2 è supm>n supt∈[0,1] |fn(t)− fm(t)| ≤

ε/2. Èç ýòîãî âûòåêàåò, ÷òî äëÿ âñÿêîãî t ∈ T èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî |fn(t)− f(t)| < ε, ÷òî è îçíà÷àåò

ðàâíîìåðíóþ ñõîäèìîñòü.

Òåì ñàìûì fn(t) → f(t) ïðè n → ∞ ðàâíîìåðíî ïî t ∈ [0, 1]. Ñëåäîâàòåëüíî, �óíêöèÿ f íåïðåðûðâíà,

òî åñòü limn→∞ fn = f â ïðîñòðàíñòâå C[0, 1], òî åñòü C[0, 1] ïîëíî. Ëþáîå çàìêíóòîå ïîäìíîæåñòâî C[0, 1]

òàêæå ïîëíî (ïî÷åìó?) � â ÷àñòíîñòè, øàð B1(0)
def

= {f ∈ C[0, 1] | ∀t ∈ [0, 1] |f(t)| ≤ 1} îãðàíè÷åí è ïîëîí.

Îí, îäíàêî, íåêîìïàêòåí. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ðàññìîòðèì êóñî÷íî-ëèíåéíóþ �óíêöèþ f0(t), çàäàííóþ

ðàâåíñòâîì f0(t) =

{

1− 6 |t− 1/2| , 1/3 ≤ t ≤ 2/3,

0 èíà÷å.

Î÷åâèäíî, f íåïðåðûâíà, òî åñòü ëåæèò â C[0, 1]. Îïðåäåëèì

òåïåðü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü êóñî÷íî-ëèíåéíûõ �óíêöèé fn ∈ C[0, 1] �îðìóëîé

f1(t) =











f0(3
nt), 0 ≤ t ≤ 1/3n,

f0(3
n(1 − t)), 1− 1/3n ≤ t ≤ 1,

0 èíà÷å.

Òîãäà d(fn, fm) = 1 ïðè âñåõ m,n (äîêàæèòå!). Îòñþäà âûòåêàåò,

÷òî ìíîæåñòâî F = {f1, f2, . . . } ⊂ B1(0) çàìêíóòî (ïîñêîëüêó íå èìååò âîîáùå ïðåäåëüíûõ òî÷åê), à åãî

äîïîëíåíèå V = B1(0) \ F , ñîîòâåòñòâåííî, îòêðûòî. Ïóñòü Un = B1/2(fn) � îòêðûòûé øàð ðàäèóñà 1/2 ñ

öåíòðîì â fn. Òîãäà B1(0) = V ∪ U1 ∪ U2 ∪ . . . . Äëÿ âñÿêîãî n òî÷êà fn ïðèíàäëåæèò Un è íå ïðèíàäëåæèò

íèêàêîìó äðóãîìó ìíîæåñòâó Um, à òàêæå V . Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ïîêðûòèå {V, U1, U2, . . . } øàðà B1(0) âîîáùå
íå èìååò ñîáñòâåííûõ ïîäïîêðûòèé (íè îäíî ìíîæåñòâî èç ïîêðûòèÿ íåëüçÿ âûêèíóòü), â òîì ÷èñëå è

êîíå÷íûõ.

Êîìïàêòíûå ïðîñòðàíñòâà �õîðîøî âåäóò ñåáÿ� ïðè íåïðåðûâíûõ îòîáðàæåíèÿõ:

Òåîðåìà 4. Îáðàç êîìïàêòà ïðè íåïðåðûâíîì îòîáðàæåíèè � êîìïàêò.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü X � êîìïàêò, à f : X → Y � íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå. Ïóñòü Uα ⊂ f(X), α ∈ A, �

îòêðûòûå ïîäìíîæåñòâà (â òîïîëîãèè, èíäóöèðîâàííîé èç Y ⊃ f(X)), ïðè÷åì
⋃

α∈A
Uα = f(X). Ýòî îçíà÷àåò,

÷òî Uα = f(X) ∩ Vα, ãäå Vα ⊂ Y îòêðûòî è f(X) ⊂
⋃

α∈A
Vα. Ìíîæåñòâà Wα = f−1(Uα) = f−1(Vα) =⊂ X

îòêðûòû â ñèëó íåïðåðûâíîñòè f , è
⋃

α∈A
Wα = X . Â ñèëó êîìïàêòíîñòè X = Wα1

∪ · · · ∪WαN
, ÷òî îçíà÷àåò

f(X) = Uα1
∪ · · · ∪ UαN

. �

Èç òåîðåìû 4 âûòåêàåò, â ÷àñòíîñòè, ÷òî åñëè f : [a, b] → R � íåïðåðûâíàÿ �óíêöèÿ, òî f([a, b]) ⊂ R

� êîìïàêò è, ñëåäîâàòåëüíî, îãðàíè÷åí (òåîðåìà 1) è çàìêíóò (òåîðåìà 3). Â ÷àñòíîñòè, f([a, b]) ñîäåðæèò
ñâîþ òî÷íóþ âåðõíþþ è íèæíþþ ãðàíü � �óíêöèÿ, íåïðåðûâíàÿ íà îòðåçêå, äîñòèãàåò ñâîåãî ìàêñèìóìà è

ìèíèìóìà.

Òåîðåìà 5 (òåîðåìà Òèõîíîâà). Ïóñòü Xα, α ∈ A � êîìïàêòû. Òîãäà èõ äåêàðòîâî ïðîèçâåäåíèå

∏

α∈A Xα

� êîìïàêò.

(Íàïðèìåð, êàíòîðîâî ìíîæåñòâî C =
∏∞

i=1{0, 1} êîìïàêòíî.)
Ïîä÷åðêíåì, ÷òî ìíîæåñòâî èíäåêñîâ A ìîæåò áûòü áåñêîíå÷íî è ëþáîé ìîùíîñòè.

Ïóñòü X � òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî ñ áàçîé òîïîëîãèè B è ïðåäáàçîé P .

Ëåììà 1. Ïðîñòðàíñòâî X êîìïàêòíî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà èç ëþáîãî åãî ïîêðûòèÿ ýëåìåíòàìè

áàçû ìîæíî âûáðàòü êîíå÷íîå ïîäïîêðûòèå.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â îäíó ñòîðîíó ëåììà î÷åâèäíà (ýëåìåíòû áàçû � îòêðûòûå ìíîæåñòâà). Â äðóãóþ: ïóñòü

{Uα | α ∈ A} � ïîêðûòèå X îòêðûòûìè ìíîæåñòâàìè. Ïî îïðåäåëåíèþ áàçû Uα =
⋃

β∈Aα
Bαβ , ãäå Bαβ �

ýëåìåíòû áàçû. Òîãäà ìíîæåñòâî

⋃

α∈A
{Bαβ | β ∈ Aα} � ïîêðûòèå X ýëåìåíòàìè áàçû è, ñëåäîâàòåëüíî,

ñîäåðæèò êîíå÷íîå ïîäïîêðûòèå: X = Bα1β1
∪ · · · ∪ BαNβN

. Íî Bαβ ⊂ Uα ïðè âñåõ α, β, òàê ÷òî X =
Uα1

∪ · · · ∪ UαN
� êîíå÷íîå ïîäïîêðûòèå. �

Áîëåå ñëîæíîå óòâåðæäåíèå � âîçìîæíîñòü îáîéòèñü ýëåìåíòàìè äàæå íå áàçû, à ïðåäáàçû:



Ëåììà 2 (òåîðåìà Àëåêñàíäåðà î ïðåäáàçå). Ïðîñòðàíñòâî X êîìïàêòíî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà èç

ëþáîãî åãî ïîêðûòèÿ ýëåìåíòàìè ïðåäáàçû ìîæíî âûáðàòü êîíå÷íîå ïîäïîêðûòèå.

Äîêàçàòåëüñòâî. Îïÿòü-òàêè, â îäíó ñòîðîíó òåîðåìà î÷åâèäíà: ýëåìåíòû ïðåäáàçû � îòêðûòûå ìíîæåñòâà.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà â äðóãóþ ñòîðîíó âîñïîëüçóåìñÿ ëåììîé 1 è ðàññìîòðèì ïîêðûòèå {Bα | α ∈ A}
ïðîñòðàíñòâà X ýëåìåíòàìè áàçû, òî åñòü êîíå÷íûìè ïåðåñå÷åíèÿìè ýëåìåíòîâ ïðåäáàçû: Bα = Pα,1 ∩ · · · ∩
Pα,Nα

.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òîX íåêîìïàêòíî è ðàññìîòðèì ìíîæåñòâîX åãî ïîêðûòèé ýëåìåíòàìè áàçû, íå ñîäåðæàùèõ

êîíå÷íûõ ïîäïîêðûòèé. Ìíîæåñòâî òàêèõ (�ïëîõèõ�) ïîêðûòèé ÷àñòè÷íî óïîðÿäî÷åíî ïî âêëþ÷åíèþ; äîêàæåì,

÷òî ýòî ÷àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííîå ìíîæåñòâî óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì ëåììû Öîðíà.

Ïóñòü Y ⊂ X � öåïî÷êà (ëèíåéíî óïîðÿäî÷åííîå ïîäìíîæåñòâî), òî åñòü ìíîæåñòâî �ïëîõèõ� ïîêðûòèé

òàêîå, ÷òî èç ëþáûõ äâóõ ïîêðûòèé B1,B2 ∈ Y îäíî � ïîäìíîæåñòâî äðóãîãî. �àññìîòðèì îáúåäèíåíèå Y =
⋃

B∈Y B è ïîêàæåì, ÷òî ýòî �ïëîõîå� ïðîêðûòèå. Ïóñòü ýòî íå òàê, è B1, . . . , BN ∈ Y� êîíå÷íîå ïîäïîêðûòèå.

Ïî îïðåäåëåíèþY ñóùåñòâóþò ïîêðûòèÿBi ∈ Y òàêèå, ÷òî Bi ∈ Bi ïðè i = 1, . . . , N . ÏîñêîëüêóY � öåïî÷êà,

ïîêðûòèÿ Bi âëîæåíû äðóã â äðóãà, è ìîæíî áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ñ÷èòàòü, ÷òî B1 ⊂ · · · ⊂ BN. Íî

òîãäà B1, . . . , BN � ýëåìåíòû ïîêðûòèÿ BN, êîòîðîå òåì ñàìûì ñîäåðæèò êîíå÷íîå ïîäïîêðûòèå, âîïðåêè

ïðåäïîëîæåíèþ.

Òåì ñàìûì ìíîæåñòâî �ïëîõèõ� ïîêðûòèé óäîâëåòîâðÿåò óñëîâèþ ëåììû Öîðíà (êàæäàÿ öåïî÷êà îãðàíè÷åíà

ñâåðõó). Â ñèëó ýòîé ëåììû â ìíîæåñòâå èìååòñÿ ìàêñèìàëüíûé ýëåìåíò � �ïëîõîå� ïîêðûòèå B∗, êîòîðîå

ñòàíîâèòñÿ õîðîøèì ïðè äîáàâëåíèè ëþáîãî ýëåìåíòà áàçû. ÏîêðûòèåB∗ ìîæåò ñîäåðæàòü ýëåìåíòû ïðåäáàçû,

êîòîðûå, îäíàêî, íå îáðàçóþò ïîêðûòèÿ � èíà÷å ïî óñëîâèþ ëåììû B∗ ñîäåðæàëî êîíå÷íîå ïîäïîêðûòèå.

Òåì ñàìûì ñóùåñòâóåò òî÷êà x ∈ X òàêàÿ, ÷òî x ∈ B0 ∈ B∗, è B0 = P1∩· · ·∩PN , ãäå Pi � ýëåìåíòû ïðåäáàçû,

íî íè îäíî èç ìíîæåñòâ Pi â ïîêðûòèåB∗ íå âõîäèò. Îòñþäà âûòåêàåò, ÷òî äëÿ âñÿêîãî i = 1, . . . , N ïîêðûòèå

B(i) = B∗ ∪ {Pi} ñòðîãî áîëüøå ïî âêëþ÷åíèþ, ÷åì B∗ è, ñëåäîâàòåëüíî, ñîäåðæèò êîíå÷íîå ïîäïîêðûòèå

Pi, Bi1, . . . , Biki
.

Ìíîæåñòâî

⋃N
i=1{Bi1, . . . , Biki

}∪{B0} � ïîêðûòèå. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè x /∈
⋃N

i=1(Bi1∪· · ·∪Biki
), òî x ∈ Pi

(ïîñêîëüêó Pk, Bi1, . . . , Biki
� ïîêðûòèå) äëÿ âñåõ i è, ñëåäîâàòåëüíî, x ∈ B0 = P1 ∩ · · · ∩ PN . Íî òîãäà ýòî

ìíîæåñòâî � êîíå÷íîå ïîäïîêðûòèå B∗, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò òîìó, ÷òî B∗ � �ïëîõîå� ïîêðûòèå. �

Ïðèìåð 5. Ïóñòü F � ïðîèçâîëüíîå ïîëå, X = F
n
. �àññìîòðèì â X òîïîëîãèþ, ïðåäáàçîé êîòîðîé ÿâëÿþòñÿ

ìíîæåñòâàD(F )
def

= {(x ∈ F
n | P (x) 6= 0}, ãäå P ∈ F[x] � ïðîèçâîëüíûé ìíîãî÷ëåí. (Ýòà òîïîëîãèÿ � ÷àñòíûé

ñëó÷àé ò. íàç. òîïîëîãèè Çàðèññêîãî íà àëãåáðàè÷åñêèõ ìíîãîîáðàçèÿõ).

Ïîêàæåì, ÷òî X êîìïàêòíî. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè

⋃

F∈A
D(F ) = X , ìíîãî÷ëåíû F ∈ A íå èìåþò îáùèõ

íóëåé. �àññìîòðèì èäåàë IA ⊂ F[x], ïîðîæäåííûé âñåìè ìíîãî÷ëåíàìè F ∈ A. Âîçüìåì F1 ∈ A; åñëè

ïîðîæäåííûé èì èäåàë 〈F1〉 6= IA, òî âîçüìåì F2 ∈ A òàêîé, ÷òî F2 /∈ 〈F1〉. Åñëè 〈F1, F2〉 6= IA, âîçüìåì
F3, è ò.ä. Ïî òåîðåìå �èëüáåðòà î áàçèñå ëþáàÿ âîçðàñòàþùàÿ ïî âêëþ÷åíèþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èäåàëîâ

â êîëüöå F[x] ñòàáèëèçèðóåòñÿ. Ñëåäîâàòåëüíî, íàéäåòñÿ N è íàáîð ìíîãî÷ëåíîâ F1, . . . , FN òàêîé, ÷òî

〈F1, . . . , FN 〉 = IA. Íî òîãäà ìíîãî÷ëåíû F1, . . . , FN íå èìåþò îáùèõ íóëåé, è X = D(F1) ∪ · · · ∪ D(FN ).
Êîìïàêòíîñòü X òåïåðü âûòåêàåò èç òåîðåìû Àëåêñàíäåðà î ïðåäáàçå.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû Òèõîíîâà. Ïî òåîðåìå Àëåêñàíäåðà äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî âñÿêîå ïîêðûòèå

X =
∏

α∈A
Xα ýëåìåíòàìè ïðåäáàçû {p−1

α (Uα)} ñîäåðæèò êîíå÷íîå ïîäïîêðûòèå. Çäåñü α ∈ A, Uα ∈ Xα

îòêðûòî, è pα : X → Xα � ïðîåêöèÿ íà ñîìíîæèòåëü.

Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü X =
⋃

α∈A

⋃

β∈Aα
p−1
α (Uα,β). �àññìîòðèì ìíîæåñòâà YαXα \

⋃

β∈Aα
, α ∈ A. Åñëè âñå

îíè íåïóñòû, òî âûáåðåì yα ∈ Yα äëÿ êàæäîãî α, è ïóñòü y ∈ X � ýëåìåíò X , äëÿ êîòîðîãî pα(y) = yα äëÿ

âñåõ α ∈ A. Òàêîé ýëåìåíò, î÷åâèäíî, íå ïðèíàäëåæèò
⋃

β∈Aα
p−1
α (Uα,β) ïðè ëþáîì α, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò òîìó,

÷òî {p−1
α (Uα,β)} � ïîêðûòèå.

Ñëåäîâàòåëüíî, ñóùåñòâóåò α0 ∈ A òàêîå, ÷òî

⋃

β∈Aα0

Uα0,β = Xα0
. ÏîñêîëüêóXα0

êîìïàêòíî, ýòî ïîêðûòèå

ñîäåðæèò êîíå÷íîå ïîäïîêðûòèå: Xα0
= Uα0,β1

∪ · · · ∪Uα0,βm
. Íî òîãäà X = p−1

α0
(Uα0,β1

)∪ · · · ∪ p−1
α0

(Uα0,βm
) �

êîíå÷íîå ïîäïîêðûòèå íàéäåíî. �


