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Àííîòàöèÿ. Ñâîéñòâà íàêðûòèé.

Íèæå âñå âðåìÿ áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî p : E → B � íàêðûòèå ñî ñòàíäàðòíûì ñëîåì F .
Ïóñòü γ : [0, 1] → B � ïóòü èç òî÷êè b = γ(0) â òî÷êó c = γ(1), à Γ : [0, 1] → E � åãî ïîäíÿòèå, äëÿ

êîòîðîãî Γ(0) = a (òàê ÷òî p(a) = b). Îáîçíà÷èì ν̃[γ](a)
def

= Γ(1).

Ëåììà 1. ν̃[γ](a) íå ìåíÿåòñÿ ïðè ãîìîòîïèè ïóòè γ ñ �èêñèðîâàííûìè êîíöàìè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü f : [0, 1]2 → B � ãîìîòîïèÿ, ñîåäèíÿþùàÿ ïóòè γ0(t) = f(t, 0) è γ1(t) = f(t, 1); ïðè
ýòîì f(0, s) = b è f(1, s) = c ïðè âñåõ 0 ≤ s ≤ 1. Ñîãëàñíî òåîðåìå î íàêðûâàþùåé ãîìîòîïèè, ñóùåñòâóåò

îòîáðàæåíèå F : [0, 1]2 → E òàêîå, ÷òî p ◦ F = f è F (t, 0) = Γ0(t), ãäå Γ0 � ïîäíÿòèå γ0. Èìååì F (0, s) ∈
p−1(b); êàê îáû÷íî, â ñèëó äèñêðåòíîñòè ñëîÿ p−1(b) ïîëó÷àåì F (0, s) = F (0, 0) = Γ0(0) = a ïðè âñåõ s.

Ñëåäîâàòåëüíðî, Γ1(t)
def

= F (t, 1) � ïîäíÿòèå ïóòè γ1, äëÿ êîòîðîãî Γ1(0) = a.
Ñ äðóãîé ñòîðîíû, F (1, s) ∈ p−1(c) äëÿ âñåõ s ∈ [0, 1], è â ñèëó äèñêðåòíîñòè ñëîÿ ïîëó÷àåì F (1, s) = const.

Ñëåäîâàòåëüíî, ν̃[γ1](a) = Γ1(1) = F (1, 1) = F (1, 0) = Γ0(1) = ν̃[γ0](a). �

Ñëåäñòâèå 1 (ñâîéñòâî ïîäíÿòèÿ ïóòè). Äëÿ âñÿêèõ òî÷åê b, c ∈ B, ïðîèçâîëüíîãî êëàññà ãîìîòîïèè ïóòåé
u ∈ PB(b, c) è ïðîèçâîëüíîé òî÷êè a ∈ p−1(b) ⊂ E ñóùåñòâóåò åäèíñòâííàÿ òî÷êà d ∈ E è åäèíñòâåííûé

êëàññ ãîìîòîïèè ïóòåé v ∈ PE(a, d) òàêîé, ÷òî p∗v = u.

Ìû îáîçíà÷èì d = ν[u](a); òåì ñàìûì ν[u] ýòî îòîáðàæåíèå p−1(b) → p−1(c).

Òåîðåìà 1. Ïóñòü b, c, e ∈ B, u, u1 ∈ PB(b, c), u2 ∈ PB(c, e). Òîãäà ν[u1 · u2] = ν[u2] ◦ ν[u1], ν[1b] = idp−1(b)

è ν[u−1] = ν[u]−1
(îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî ν[u] � áèåêöèÿ). Èíûìè ñëîâàìè, îòîáðàæåíèå ν, ñòàâùåå â

ñîîòâåòñòâèå ïðîèçâîëüíîé òî÷êå b ∈ B ìíîæåñòâî p−1(b) ⊂ E, à ïðîèçâîëüíîìó êëàññó ãîìîòîïèè

ïóòåé u ∈ PB(b, c) = MorΠ1(B)(b, c) � îòîáðàæåíèå ν[u] : p−1(b) → p−1(c), ÿâëÿåòñÿ �óíêòîðîì èç

ãîìîòîïè÷åñêîãî ãðóïïîèäà Π1(B) â êàòåãîðèþ ìíîæåñòâ Set.

Ôóíêòîð èç ïðîèçâîëüíîé êàòåãîðèè C â êàòåãîðèþ ìíîæåñòâ íàçûâàåòñÿ ïðåäñòàâëåíèåì C.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü γ1, γ2 : [0, 1] → B � ïðåäñòàâèòåëè êëàññîâ ãîìîòîïèè u1, u2, Γ1,Γ2 : [0, 1] → E � èõ

ïîäíÿòèÿ, äëÿ êîòîðûõ Γ1(0) = a, Γ2(0) = Γ1(1) = ν[u1](a). Òîãäà ïóòü Γ1 · Γ2 : [0, 1] → E � ïîäíÿòèå ïóòè

γ1 · γ2 : [0, 1] → B, ïðèíàäëåæàùåãî êëàññó ãîìîòîïèè u1 · u2. Îòñþäà ν[u1 · u2](a) = (Γ1 · Γ2)(1) = Γ2(1) =
ν2[u2](Γ2(0)) = ν2[u2](Γ1(1)) = ν2[u2](ν1[u1](a)).

Óòâåðæäåíèå ν[1b] = idp−1(b) î÷åâèäíî. Óòâåðæäåíèå ïðî îáðàòíîå ñëåäóåò èç ïåðâûõ äâóõ: ν[u] ◦ ν[u
−1] =

ν[1b] = idp−1(b). �

Ôóíäàìåíòàëüíóþ ãðóïïó π1(B, b) ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ãðóïïîèä ñ åäèíñòâåííûì îáúåêòîì b, â
êîòîðîé ýëåìåíòû ãðóïïû � ìîð�èçìû (èç b â b). Òåì ñàìûì ýòî ïîäêàòåãîðèÿ Π1(B), è ñîîòâåòñòâåííî,

îòîáðàæåíèå ν, îãðàíè÷åííîå íà êëàññû ãîìîòîïèè ïåòåëü u ∈ π1(B, b), � ïðåäñòàâëåíèå ýòîé êàòåãîðèè.

Ïðåäñòàâëåíèå ãðóïïû íàçûâàåòñÿ åå äåéñòâèåì íà ìíîæåñòâå (ñîïîñòàâëåííîì îáúåêòó b, â äàííîì ñëó÷àå

� íà ïðîîáðàçå p−1(b) ⊂ E). Èíûìè ñëîâàìè (óáåäèòåñü!), äåéñòâèå ãðóïïû G íà ìíîæåñòâå X ýòî åå

ãîìîìîð�èçì A â ãðóïïó áèåêöèé ìíîæåñòâà X (ãðóïïîâàÿ îïåðàöèÿ � êîìïîçèöèÿ). Â äàííîì ñëó÷àå

G = π1(B, b), X = p−1(b) è A = ν.
Çà�èêñèðóåì òî÷êó a ∈ p−1(b) ⊂ E è íàçîâåì äâà êëàññà ãîìîòîïèè ïóòåé u1, u2 ∈ PB(b, c) ýêâèâàëåíòíûìè,

åñëè ν[u1](a) = ν[u2](a) (î÷åâèäíî, ÷òî ýòî îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè). Â ÷àñòíîñòè, åñëè c = b, òî äâà

ýëåìåíòà �óíäàìåíòàëüíîé ãðóïïû π1(B, b) = PB(b, b) ýêâèâàëåíòíû, åñëè ëåæàò â îäíîì è òîì æå ëåâîì

êëàññå ñìåæíîñòè ãðóïïû π1(B, b) ïî åå ïîäãðóïïå p∗(π1(E, a)).

Ëåììà 2. Êëàññû u1, u2 ∈ PB(b, c) ýêâèâàëåíòíû òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà êëàññ u1 · u−1
2 ∈ π1(B, b)

ïðèíàäëåæèò îáðàçó ãîìîìîð�èçìà p∗ : π1(E, a) → π1(B, b), èíûìè ñëîâàìè, åñëè è òîëüêî åñëè íàéäåòñÿ

êëàññ ãîìîòîïèè ïåòåëü v ∈ π1(E, a) òàêîé, ÷òî u1 = p∗(v) · u2.

Äîêàçàòåëüñòâî. Îáîçíà÷èì v1 ∈ PE(a, d1) è v2 ∈ PE(a, d2) ïîäíÿòèÿ êëàññîâ ãîìîòîïèè u1, u2; çäåñü di =
ν[ui](a) ∈ p−1(c), i = 1, 2. Åñëè êëàññû ýêâèâàëåíòíû, òî d1 = d2, òàê ÷òî v1 = v ·v2, ãäå v = v1 ·v

−1
2 ∈ π1(E, a),

îòêóäà u1 = p∗(v1) = p∗(v)·p∗(v2) = p∗(v)·u2. Îáðàòíî, ïîäíÿòèå p∗(v) � êëàññ ãîìîòîïèè ïåòåëü v ∈ π1(E, a),
òî åñòü ν[p∗(v)](a) = a. Òåïåðü åñëè u1 = p∗(v) · u2, òî ν[u1](a) = ν[u2](ν[p∗(v)](a)) = ν[u2](a). �

1



Òàêæå ìîæíî îïèñàòü ýòî îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè ïî-äðóãîìó: ãðóïïà π1(E, a) (èçîìîð�íàÿ, êàê áûëî
ïîêàçàíî, ïîäãðóïïå p∗(π1(E, a)) ⊂ π1(B, b)) äåéñòâóåò íà PB(b, c) óìíîæåíèåì ñëåâà: A(v)u = p∗(v) · u, ãäå
v ∈ π1(E, a), u ∈ PB(b, c). Ýòî íà ñàìîì äåëå äåéñòâèå: A(v1 · v2)u = p∗(v1 · v2) · u = p∗(v1) · p∗(v2) · u =
A(v1)(A(v2)u). Òîãäà ëåììà 2 óòâåðæäàåò, ÷òî äâà êëàññà ýêâèâàëåíòíû òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ëåæàò â

îäíîé îðáèòå ýòîãî äåéñòâèÿ.

Òî æå ñàìîå íà ÿçûêå êàòåãîðèé. Äëÿ ïðîèçâîëüíûõ îáúåêòîâ b è c êàòåãîðèè C ïîëóãðóïïà MorC(b, b) (åñëè C �

ãðóïïîèä, òî ãðóïïà) äåéñòâóåò íà ìíîæåñòâå MorC(b, c): A(u)v = u ◦ v (A � äåéñòâèå). Åñëè p � �óíêòîð èç D â C,

ïåðåâîäÿùèé îáúåêò a êàòåãîðèè D â îáúåêò b, òî îáðàç îòîáðàæåíèÿ p : MorD(a, a) → MorC(b, b) � ïîäïîëóãðóïïà

(ñîîòâ., ïîäãðóïïà) â MorC(b, b). Ñëåäîâàòåëüíî, ýòîò îáðàç òîæå äåéñòâóåò íà ìíîæåñòâå MorC(b, c). Ìû íàçûâàåì

äâà ýëåìåíòà ýòîãî ìíîæåñòâà u0, u1 ∈ MorC(b, c) ýêâèâàëåíòíûìè, åñëè îíè ïðèíàäëåæàò îäíîé îðáèòå óêàçàííîãî

äåéñòâèÿ.

Çàìå÷àíèå 1. Çàìåòèì, ÷òî ââåäåííîå îòíîøåíèå çàâèñèò íå òîëüêî îò b è c, íî è îò âûáîðà òî÷êè a ∈ p−1(b).
Åñëè p(a′) = p(a) = b è a′ ëåæèò â òîé æå êîìïîíåíòå ñâÿçíîñòè ïðîñòðàíñòâà E, ÷òî è a, òî, êàê áûëî

äîêàçàíî â ëåêöèè 6, ñóùåñòâóåò èçîìîð�èçì f ìåæäó ãðóïïàìè π1(E, a) è π1(E, a′), çàäàííûé �îðìóëîé

f(u) = w−1uw, ãäå w ∈ PE(a, a
′) � ïðîèçâîëüíûé êëàññ ãîìîòîïèè ïóòåé (îäèí è òîò æå äëÿ âñåõ u). Îòñþäà

p∗(f(u)) = p∗(w)
−1p∗(u)p∗(w). Çäåñü p∗(w) ∈ PB(p(a), p(a

′)) = PB(b, b) = π1(B, b). Òåì ñàìûì ïîëó÷àåòñÿ,

÷òî îáðàç ãîìîìîð�èçìà p∗ : π1(E, a′) → π1(B, b) îòëè÷àåòñÿ îò îáðàçà ãîìîìîð�èçìà p∗ : π1(E, a) →
π1(B, b) ñîïðÿæåíèåì (ïîñðåäñòâîì ýëåìåíòà p∗(w) ∈ π1(B, b), íå ëåæàùåãî, âîîáùå ãîâîðÿ, íè â îäíîì èç

ýòèõ îáðàçîâ). Åñëè îáðàç íå áûë íîðìàëüíîé ïîäãðóïïîé, òî îí íå ñîâïàäàåò ñ ñîïðÿæåííûì, è îòíîøåíèå

ýêâèâàëåíòíîñòè äëÿ òî÷åê a è a′ ðàçíîå.

Òåì ñàìûì ν îïðåäåëÿåò îòîáðàæåíèå ìíîæåñòâà êëàññîâ ýêâèâàëåíòíîñòè â PB(b, c) â ìíîæåñòâî p−1(c);
ïðè ýòîì ðàçëè÷íûå êëàññû ïåðåõîäÿò â ðàçëè÷íûå òî÷êè (ò.å. ýòî èíúåêöèÿ).

Ëåììà 3. Åñëè ïðîñòðàíñòâî E ëèíåéíî ñâÿçíî, òî óêàçàííîå îòîáðàæåíèå � áèåêöèÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè E ëèíåéíî ñâÿçíî, òî äëÿ âñÿêîé òî÷êè d ∈ p−1(c) ìíîæåñòâî PE(a, d) íåïóñòî. Ïóñòü
v ∈ PE(a, d); òîãäà ν[p∗v](a) = d, òî åñòü îòîáðàæåíèå � ñþðúåêöèÿ. �

Ñëåäñòâèå 2. Êîëè÷åñòâî (ìîùíîñòü ìíîæåñòâà) êëàññîâ ýêâèâàëåíòíîñòè â PB(b, c) ðàâíî êîëè÷åñòâó
ýëåìåíòîâ #F â ñòàíäàðòíîì ñëîå. Â ÷àñòíîñòè (c = b), èíäåêñ ïîäãðóïïû p∗(π1(E, a)) â ãðóïïå π1(B, b)
ðàâåí #F .

Ïðèìåð 1. Ïóñòü p : S1 → S1
� íàêðûòèå èç ïðèìåðà 5 ëåêöèè 8 (p(z) = zn). Ñîãëàñíî ïðèìåðó 3 ëåêöèè

7 ãîìîìîð�èçì p∗ : Z = π1(S
1, 1) → π1(S

1, 1) = Z � óìíîæåíèå íà n. Îòñþäà p∗(Z) = nZ ⊂ Z èìååò èíäåêñ

|n| = #F , êàê è óòâåðæäàåò ñëåäñòâèå 2.

Ïðèìåð 2. �àññìîòðèì íàêðûòèå p : Sn → RPn
èç ïðèìåðà 6 ëåêöèè 8. Ïóñòü n ≥ 2; òîãäà π1(S

n, a) = {1} äëÿ
ëþáîãî a (äîêàçàòåëüñòâî � óïðàæíåíèå, î÷åíü áëèçêîå ê çàäà÷å 4á èç ëèñòêà 4). Ñëåäîâàòåëüíî, ïîäãðóïïà

p∗(π1(S
n, a)) ⊂ π1(RP

n, p(a)) òðèâèàëüíà. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, åå èíäåêñ â ãðóïïå, ñîãëàñíî ñëåäñòâèþ 2, ðàâåí

#F = 2, îòêóäà âûòåêàåò, ÷òî ãðóïïà ñîñòîèò èç äâóõ ýëåìåíòîâ. Ñëåäîâàòåëüíî, �óíäàìåíòàëüíàÿ ãðóïïà

âåùåñòâåííîãî ïðîåêòèâíîãî ïðîñòðàíñòâà ðàçìåðíîñòè n ≥ 2 åñòü Z/2Z.


