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Àííîòàöèÿ. Êàòåãîðèÿ íàêðûòèé ýêâèâàëåíòíà êàòåãîðèè ïîäãðóïï �óíäàìåíòàëüíîé ãðóïïû áàçû.

Íàçîâåì íàêðûòèåì ñ îòìå÷åííîé òî÷êîé ïàðó, ñîñòîÿùóþ èç íàêðûòèÿ (E,B, p, F ) ñ ëèíåéíî ñâÿçíûì

ïðîñòðàíñòâîìE (òîãäàB = p(E) òîæå ëèíåéíî ñâÿçíî) è òî÷êè a ∈ E. Ìîð�èçìîì èç íàêðûòèÿ (E1, B, p1, F1)
ñ îòìå÷åííîé òî÷êîé a1 â íàêðûòèå (E2, B, p2, F2) (ñ òîé æå áàçîé B!) ñ îòìå÷åííîé òî÷êîé a2 íàçîâåì

íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå f : E1 → E2 òàêîå, ÷òî p2 ◦ f = p1 è f(a1) = a2.

Ïðèìåð 1. Ïóñòü pn : S1 → S1
� n-ëèñòíîå íàêðûòèå, çàäàííîå �îðìóëîé pn(z) = zn (ñð. ïðèìåð 5 ëåêöèè 8);

îòìå÷åííàÿ òî÷êà 1 ∈ S1
. Ïóñòü òàêæå p0 : R → S1

� íàêðûòèå, çàäàííîå �îðìóëîé p0(t) = e2πit; îòìå÷åííàÿ
òî÷êà 0 ∈ R. Îòîáðàæåíèå f : R → S1

, çàäàííîå �îðìóëîé f(t) = e2πit/n � ìîð�èçì èç íàêðûòèÿ p0 â

íàêðûòèå pn. Åñëè m äåëèòñÿ íà n, òî îòîáðàæåíèå f : S1 → S1
, çàäàííîå �îðìóëîé f(z) = zm/n

� ìîð�èçì

èç íàêðûòèÿ pm â íàêðûòèå pn.

Ïóñòü òåïåðü B � ëèíåéíî ñâÿçíîå ïðîñòðàíñòâî, è b ∈ B. Îáîçíà÷èì CoverB,b êàòåãîðèþ, îáúåêòû

êîòîðîé � íàêðûòèÿ (E,B, p, F ) ñ áàçîé B, ëèíåéíî ñâÿçíûì íàêðûâàþùèì ïðîñòðàíñòâîì E è îòìå÷åííîé

òî÷êîé a ∈ E òàêîé, ÷òî p(a) = b. Ìîð�èçìû êàòåãîðèè CoverB,b � ìîð�èçìû íàêðûòèé ñ îòìå÷åííîé

òî÷êîé, êîìïîçèöèÿ � êîìïîçèöèÿ îòîáðàæåíèé. Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî ýòî äåéñòâèòåëüíî êàòåãîðèÿ: àññîöèàòèâíîñòü

êîìïîçèöèè èìååò ìåñòî äëÿ ëþáûõ îòîáðàæåíèé, à òîæäåñòâåííîå îòîáðàæåíèå � òîæäåñòâåííûé ìîð�èçì.

Òåîðåìà 1. Ïóñòü p1, p2 � äâà îáúåêòà êàòåãîðèè CoverB,b (ò.å. íàêðûòèÿ ñ ëèíåéíî ñâÿçíûìè íàêðûâàþùèìè

ïðîñòðàíñòâàìè è îòìå÷åííûìè òî÷êàìè, ïðîåêòèðóþùèìèñÿ â b).

(1) Ìîð�èçì èç p1 â p2 ñóùåñòâóåò òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà èìååò ìåñòî âêëþ÷åíèå (p1)∗(π1(E1, a1)) ⊆
(p2)∗(π1(E2, a2)) ⊂ π1(B, b).

(2) Åñëè ìîð�èçì ñóùåñòâóåò, òî îí åäèíñòâåííûé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü f : E1 → E2 � ìîð�èçì íàêðûòèé: p2 ◦ f = p1, f(a1) = a2. Òîãäà (p1)∗(π1(E, a1)) =
(p2 ◦ f)∗(π1(E, a1)) = (p2)∗(f∗(π1(E, a1))) ⊆ (p2)∗(π1(E2, a2)) � âêëþ÷åíèå èìååò ìåñòî.

Îáðàòíî, ïóñòü (p1)∗(π1(E1, a1)) ⊆ (p2)∗(π1(E2, a2)), è ïóñòü d ∈ E1 � ïðîèçâîëüíàÿ òî÷êà. �àññìîòðèì

êàêîé-íèáóäü ýëåìåíò u ∈ PE1
(a1, d) (îí ñóùåñòâóåò ââèäó ëèíåéíîé ñâÿçíîñòèE1); òîãäà (p1)∗u ∈ PB(b, p1(d)).

Ïîëîæèì f(d)
def

= ν2[(p1)∗u](a2) ∈ E2, ãäå (íàïîìíèì) ν2[(p1)∗u] : p
−1
2 (p1(a1)) → p−1

2 (p1(d)) � îòîáðàæåíèå

ïîäíÿòèÿ â íàêðûòèè p2. Ïîñòðîåííîå îòîáðàæåíèå f : E1 → E2 êîððåêòíî îïðåäåëåíî: åñëè u
′ ∈ PE1

(a1, d)
� äðóãîé ýëåìåíò, òî u′ = (u′ ·u−1) ·u, ãäå u′ ·u−1 ∈ π1(E1, a1), îòêóäà (p1)∗u

′ = (p1)∗(u
′ ·u−1) · (p1)∗u. Ýëåìåíò

(p1)∗(u
′ · u−1) ∈ π1(B, b) ïðèíàäëåæèò (p1)∗(π1(E1, a1)) ⊂ (p2)∗(π1(E2, a2)), îòêóäà â ñèëó ëåììû 2 ëåêöèè

9 ïîëó÷àåòñÿ ν2[(p1)∗u
′](a2) = ν2[(p1)∗u](a2). �àâåíñòâà p1 = p2 ◦ f è f(a1) = a2 âûïîëíåíû ïî ïîñòðîåíèþ.

Íåïðåðûâíîñòü f âûòåêàåò èç ðàâåíñòâà p1 = p2 ◦ f è òîãî �àêòà, ÷òî îòîáðàæåíèÿ p1 è p2 (êàê è ëþáûå

íàêðûòèÿ) � ëîêàëüíûå ãîìåîìîð�èçìû (ïî÷åìó?). Òîãäà äëÿ ëþáîé òî÷êè d ∈ E1 ñóùåñòâóåò îêðåñòíîñòü

V ⊂ E2 òî÷êè f(d) òàêàÿ, ÷òî p2|V : V → p2(V ) � ãîìåîìîð�èçì. Âûáåðåì òåïåðü ïðîèçâîëüíóþ îêðåñòíîñòü

U ⊂ E1 òî÷êè d òàêóþ, ÷òî p1(U) ⊂ p2(V ) è p1|U : U → p1(U) � ãîìåîìîð�èçì. Òîãäà â îêðåñòíîñòè U

(âêëþ÷àÿ òî÷êó d) îòîáðàæåíèå f = p−1
2 ◦ p1 � íåïðåðûâíî. Òåì ñàìûì äîêàçàíî óòâåðæäåíèå 1.

Óòâåðæäåíèå 2: ïóñòü, êàê ðàíåå, f : E1 → E2 � ìîð�èçì íàêðûòèé, à d ∈ E1 � ïðîèçâîëüíàÿ òî÷êà.

Ïîñêîëüêó E1 ëèíåéíî ñâÿçíî, ìíîæåñòâî PE1
(a1, d) íåïóñòî; ïóñòü v ∈ PE1

(a1, d). Ïîñêîëüêó a2 = f(a1),
èìååì w = f∗v ∈ PE2

(a2, f(d)). Èìååì (p2)∗w = (f ◦ p2)∗v = (p1)∗v, òî åñòü w � ïîäíÿòèå êëàññà (p1)∗v ∈
PB(b, p1(d)), íà÷èíàþùååñÿ â òî÷êå a2. Ñîãëàñíî ñâîéñòâó ïîäíÿòèÿ ïóòè (ñëåäñòâèå 1 ëåêöèè 9), òî÷êà

ν2[(p1)∗v](a2) = f(d) ñóùåñòâóåò è åäèíñòâåííà. Ïîñêîëêó d ∈ E1 � ïðîèçâîëüíàÿ òî÷êà, îòîáðàæåíèå f
òàêæå åäèíñòâåííî. �

Íàïîìíèì, ÷òî ëþáîå ìíîæåñòâî X ñ ÷àñòè÷íûì óïîðÿäî÷åíèåì ≤ îáëàäàåò ñòàíäàðòíîé ñòðóêòóðîé

êàòåãîðèè: ýëåìåíòû ìíîæåñòâà � åå îáúåêòû, à ìíîæåñòâî ìîð�èçìîâMorX(a, b) ñîñòîèò èç îäíîãî ýëåìåíòà
ϕab, åñëè a ≤ b, è ïóñòî â ïðîòèâíîì ñëó÷àå. Êîìïîçèöèÿ çàäàíà ïðàâèëîì ϕbc ◦ ϕab = ϕac (ϕac ñóùåñòâóåò,

ïîñêîëüêó èç a ≤ b ≤ c âûòåêàåò a ≤ c). Â ÷àñòíîñòè, äëÿ ëþáîé ãðóïïû G ìû ðàññìîòðèì êàòåãîðèþ SubG,

îáúåêòû êîòîðîé � ïîäãðóïïû H ⊂ G, ÷àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííûå ïî âêëþ÷åíèþ.

Ñîïîñòàâèì îáúåêòó p : E → B êàòåãîðèè CoverB,b ïîäãðóïïó G(p)
def

= p∗(π1(E, a)) ⊂ π1(B, b) � îáúåêò

êàòåãîðèè Subπ1(B,b). Èç òåîðåìû 1 âûòåêàåò, ÷òî åñëè ìåæäó îáúåêòàìè p1 è p2 ñóùåñòâóåò ìîð�èçì, òî

îí åäèíñòâåííûé (îáîçíà÷èì åãî f) è G(p1) ⊂ G(p2) � òî åñòü ìåæäó îáúåêòàìè G(p1) è G(p2) êàòåãîðèè
1



Subπ1(B,b) òàêæå ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííûé ìîð�èçì. Îáîçíà÷èì ýòîò ìîð�èçì G(f); òîãäà, î÷åâèäíî, G
ïðåâðàùàåòñÿ â �óíêòîð èç êàòåãîðèè CoverB,b â êàòåãîðèþ Subπ1(B,b).

Òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâîX íàçûâàåòñÿ îäíîñâÿçíûì, åñëè îíî ëèíåéíî ñâÿçíî è åãî �óíäàìåíòàëüíàÿ

ãðóïïà òðèâèàëüíà.

Ëåììà 1. Äëÿ ëþáûõ äâóõ òî÷åê a, b ∈ X îäíîñâÿçíîãî ïðîñòðàíñòâà X ìíîæåñòâî PX(a, b) ñîñòîèò èç

îäíîãî ýëåìåíòà.

Äîêàçàòåëüñòâî. X ëèíåéíî ñâÿçíî, òàê ÷òî PX(a, b) íåïóñòî. Åñëè u1, u2 ∈ PX(a, b), òî u1 ·u
−1
2 ∈ PX(a, a) =

π1(X, a) = {1}, îòêóäà u1 = u2. �

Òåîðåìà 2. Ïóñòü B ëèíåéíî ñâÿçíî è ëîêàëüíî îäíîñâÿçíî: äëÿ ëþáîé òî÷êè b ∈ B è ëþáîãî îòêðûòîãî

ïîäìíîæåñòâà U ⊂ B, b ∈ U , ñóùåñòâóåò îäíîñâÿçíîå îòêðûòîå ïîäìíîæåñòâî V òàêîå, ÷òî b ∈ V ⊂ U .
Òîãäà �óíêòîð G èç CoverB,b â Subπ1(B,b) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ýêâèâàëåíòíîñòü êàòåãîðèé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ìíîæåñòâà Mor(a, b) â îáåèõ êàòåãîðèÿõ äëÿ ëþáûõ äâóõ îáúåêòîâ ëèáî ïóñòû, ëèáî

ñîñòîÿò èç îäíîãî ýëåìåíòà. Èç òåîðåìû 1 ñëåäóåò, ÷òî MorCoverB,b
(p1, p2) íåïóñòî òîãäà è òîëüêî òîãäà,

êîãäà MorSub[π1(B,b)](G(p1),G(p2)) íåïóñòî; ñëåäîâàòåëüíî, G � áèåêöèÿ íà ìíîæåñòâàõ ìîð�èçìîâ.

Ìîð�èçì êàòåãîðèè SubG îáðàòèì òîëüêî åñëè îí òîæäåñòâåííûé; ïîýòîìó äâà îáúåêòà ýêâèâàëåíòíû

òîëüêî åñëè îíè ñîâïàäàþò. Òåì ñàìûì äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû íóæíî äëÿ ïðîèçâîëüíîé ïîäãðóïïû

G ⊂ π1(B, b) ïîñòðîèòü íàêðûòèå p : E → B ñ îòìå÷åííîé òî÷êîé a ∈ E, p(a) = b, òàêîå, ÷òî p∗(π1(E, a)) = G.
Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà íàì ïîòðåáóþòñÿ äâà îïðåäåëåíèÿ è òåõíè÷åñêàÿ ëåììà. ÏóñòüE è B � òîïîëîãè÷åñêèå

ïðîñòðàíñòâà, p : E → B � íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî p îáëàäàåò ñâîéñòâîì ïîäíÿòèÿ

ïóòè, åñëè äëÿ âñÿêèõ äâóõ òî÷åê b, c ∈ B, ïðîèçâîëüíîãî êëàññà ãîìîòîïèè ïóòåé u ∈ PB(b, c) è ïðîèçâîëüíîé
òî÷êè a ∈ p−1(b) ñóùåñòâóåò åäèíñòâííàÿ òî÷êà d ∈ E è åäèíñòâåííûé êëàññ ãîìîòîïèè ïóòåé v ∈ PE(a, d)
òàêîé, ÷òî p∗v = u. Ñëåäñòâèå 1 ëåêöèè 9 óòâåðæäàåò, ÷òî âñå íàêðûòèÿ îáëàäàþò ñâîéñòâîì ïîäíÿòèÿ ïóòè.

Ëåììà 2. Ñóùåñòâóåò îäíîñâÿçíîå ïðîñòðàíñòâî E è íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå p : E → B, îáëàäàþùåå
ñâîéñòâîì ïîäíÿòèå ïóòè è ÿâëÿþùååñÿ ëîêàëüíûì ãîìåîìîð�èçìîì.

Ëåììó ìû äîêàæåì ïîçäíåå, à ñåé÷àñ âûâåäåì èç íåå òåîðåìó. Ïóñòü U ⊂ B � îòêðûòîå îäíîñâÿçíîå

ïîäìíîæåñòâî, è ïóñòü V ⊂ p−1(U) � êîìïîíåíòà ëèíåéíîé ñâÿçíîñòè ïðîîáðàçà U . Èç ñâîéñòâà ïîäíÿòèÿ
ïóòè âûòåêàåò, ÷òî äëÿ âñÿêîé òî÷êè c ∈ U ìíîæåñòâî V ñîäåðæèò ðîâíî îäíó òî÷êó d èç ïðîîáðàçà p−1(c).
Äåéñòâèòåëüíî, åñëè òàêèõ òî÷åê äâå, d1 è d2, òî ïóñòü u ∈ PV (d1, d2) (åäèíñòâåííûé êëàññ ãîìîòîïèè ïóòåé

â U , ñîåäèíÿþùèõ d1 è d2). Òîãäà p∗u ∈ π1(U, c) = {1}, îòêóäà ïî ñâîéñòâó ïîäíÿòèÿ ïóòè ïîëó÷àåì d1 = d2.
Òåì ñàìûì îãðàíè÷åíèå p|V : V → U � íåïðåðûâíàÿ áèåêöèÿ. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïîñêîëüêó p � ëîêàëüíûé

ãîìåîìîð�èçì, îí ïåðåâîäèò îòêðûòûå ìíîæåñòâà â îòêðûòûå (äîêàæèòå!); îòñþäà âûòåêàåò, ÷òî p|V : V →
U � ãîìåîìîð�èçì. Êðîìå òîãî, ïîñêîëüêó p : E → B � ëîêàëüíûé ãîìåîìîð�èçì, êàæäàÿ êîìïîíåíòà

ëèíåéíîé ñâÿçíîñòè ìíîæåñòâà p−1(U) îòêðûòà (ïðîâåðüòå!).
Êàê âûÿñíÿåòñÿ, îòîáðàæåíèå p : E → B ðåøàåò çàäà÷ó â ñëó÷àå, êîãäà ïîäãðóïïàG ⊂ π1(B, b) òðèâèàëüíà.

Äåéñòâèòåëüíî, âûáåðåì òî÷êó a ∈ E, äëÿ êîòîðîé p(a) = b. Ñîãëàñíî ëåììå 1 äëÿ ïðîèçâîëüíîé òî÷êè x ∈ E
ìíîæåñòâî PE(a, x) ñîñòîèò èç åäèíñòâåííîãî ýëåìåíòà; îáîçíà÷èì åãî u[a, x] èëè, êîðî÷å, u[x]. Â ÷àñòíîñòè,

äëÿ ïðîèçâîëüíîé òî÷êè d ∈ p−1(b) ýëåìåíò u[d] ÿâëÿåòñÿ ïîäíÿòèåì êëàññà ãîìîòîïèè ïåòåëü λ(d)
def

=
p∗(u[d]) ∈ π1(B, b). Ïîñêîëüêó p îáëàäàåò ñâîéñòâîì ïîäíÿòèÿ ïóòè (âêëþ÷àÿ ïåòëè), òî÷êà d îïðåäåëÿåòñÿ
ýëåìåíòîì p∗(u[d]) �óíäàìåíòàëüíîé ãðóïïû îäíîçíà÷íî. Òåì ñàìûì ñîîòâåòñòâèå λ : p−1(b) → π1(B, b) �
áèåêöèÿ.

Ïóñòü òåïåðü c ∈ B ïðîèçâîëüíà, à U ⊂ B � îäíîñâÿçíîå îòêðûòîå ìíîæåñòâî, c ∈ U . Âûáåðåì êîìïîíåíòó

ëèíåéíîé ñâÿçíîñòè V0 ìíîæåñòâà p
−1(U). Äëÿ ëþáîé òî÷êè x ∈ p−1(U) ñóùåñòâóåò ðîâíî îäíà òî÷êà x0 ∈ V0

òàêàÿ, ÷òî p(x) = p(x0). Ñîãëàñíî ñâîéñòâó ïîäíÿòèÿ ïóòè, ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííàÿ òî÷êà e ∈ p−1(b) è

êëàññ ãîìîòîïèè ïóòåé w ∈ PE(x, e) òàêîé, ÷òî p∗w = p∗u[x0]
−1
; ïîëîæèì ïî îïðåäåëåíèþ λ(x)

def

= λ(e) ∈
π1(B, b). Òåì ñàìûì λ ïðîäîëæåíî äî îòîáðàæåíèÿ p−1(U) → π1(B, b). Êàê íåòðóäíî óáåäèòüñÿ (ïðîäåëàéòå!),
îòîáðàæåíèå λ ïîñòîÿííî íà êîìïîíåíòàõ ëèíåéíîé ñâÿçíîñòè ìíîæåñòâà p−1(U). Ïîñêîëüêó ýòè êîìïîíåíòû
îòêðûòû, λ íåïðåðûâíî (êàê îòîáðàæåíèå èç p−1(U) ⊂ E â π1(B, b), íàäåëåííîå äèñêðåòíîé òîïîëîãèåé).

Ïðîîáðàç λ−1(m) êàæäîé òî÷êè m ∈ π1(B, b) � êîìïîíåíòà ñâÿçíîñòè ìíîæåñòâà p−1(U), îãðàíè÷åíèå p íà
êîòîðóþ � ãîìåîìîð�ìçì íà ìíîæåñòâî U . Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî (p, λ) � ãîìåîìîð�èçì p−1(U) → U × π1(B, b),
è (E,B, p) � íàêðûòèå ñî ñëîåì π1(B, b) è îäíîñâÿçíûì E. Ýòî äîêàçûâàåò òåîðåìó äëÿ ñëó÷àÿ òðèâèàëüíîé
ïîäãðóïïû G = {1} ⊂ π1(B, b).

Ïóñòü òåïåðüG ⊂ π1(B, b)� ïðîèçâîëüíàÿ ïîäãðóïïà. Îïðåäåëèì íàE îòíîøåíèå: x ∼G y, åñëè p(x) = p(y)

è λ(x)λ(y)−1 ∈ G; ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî ýòî îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè. Ïîëîæèì EG
def

= E/ ∼G è íàäåëèì

EG �àêòîð-òîïîëîãèåé; ïóñòü ψG : E → EG � ñòàíäàðòíàÿ ïðîåêöèÿ (êàæäûé ýëåìåíò ïåðåõîäèò â êëàññ

ýêâèâàëåíòíûõ åìó), è ïóñòü aG
def

= ψG(a) (êëàññ ýêâèâàëåíòíîñòè, ñîäåðæàùèé òî÷êó a).

Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî êëàññà ýêâèâàëåíòíîñòè z ∈ E/ ∼G ïîëîæèì pG(z)
def

= p(x), ãäå x ∈ E � ïðîèçâîëüíûé

ïðåäñòàâèòåëü ýòîãî êëàññà; òàêèì îáðàçîì, pG ◦ ψG = p. Òàêæå îïðåäåëèì λG(z) ∈ π1(B, b)/G êàê êëàññ



ñìåæíîñòè (ëåâûé), ñîäåðæàùèé ýëåìåíò λ(x) ∈ π1(B, b). Òàê æå, êàê è â ñëó÷àå G = {1}, äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî
äëÿ îäíîñâÿçíîãî îòêðûòîãî U ⊂ B îòîáðàæåíèå (pG, λG) : p

−1
G (U) → U × (π1(B, b)/G) � ãîìåîìîð�èçì è,

ñëåäîâàòåëüíî, pG : EG → B � íàêðûòèå ñî ñëîåì π1(B, b)/G.
Ïóñòü v ∈ π1(B, b) � êëàññ ãîìîòîïèè ïåòåëü, à u[c] ∈ PE(a, c) � åãî ïîäíÿòèå â íàêðûòèå p : E → B; ïî

îïðåäåëåíèþ λ(c) = v Òîãäà (pG)∗((ψG)∗u[c]) = p∗u[c] = v, òàê ÷òî (ψG)∗u[c] ∈ PEG
(aG, d) � ïîäíÿòèå v â

íàêðûòèå pG : EG → B. Ýëåìåíò v ïðèíàäëåæèò îáðàçó (pG)∗(π1(EG, aG)) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà åãî

ïîäíÿòèå � ïåòëÿ, òî åñòü d = aG, èíûìè ñëîâàìè λG(ψG(c)) = G (ïîäãðóïïà G � êëàññ ñìåæíîñòè ïî íåé

æå, ñîäåðæàùèé åäèíèöó ãðóïïû). Ïî îïðåäåëåíèþ îòîáðàæåíèÿ λG ýòî ýêâèâàëåíòíî òîìó, ÷òî λ(c) ∈ G.
Îòñþäà âûòåêàåò, ÷òî p∗(π1(E, a)) = G, òàê ÷òî íóæíîå íàêðûòèå ïîñòðîåíî. Ýòî çàêàí÷èâàåò äîêàçàòåëüñòâî
òåîðåìû â îáùåì ñëó÷àå. �

Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 2. Âîçüìåì â êà÷åñòâå E äèçúþíêòíîå îáúåäèíåíèå E =
⊔

c∈B PB(b, c); òàêæå ïî

îïðåäåëåíèþ p(u) = c, åñëè u ∈ PB(b, c) ⊂ E. Ìû äîëæíû ââåñòè â E òîïîëîãèþ, äîêàçàòü åãî îäíîñâÿçíîñòü

è ÷òî p � ëîêàëüíûé ãîìåîìîð�èçì, îáëàäàþùèé ñâîéñòâîì ïîäíÿòèÿ ïóòè.

Ïóñòü c ∈ B, u ∈ PB(b, c) è U ⊂ B � îäíîñâÿçíîå îòêðûòîå ìíîæåñòâî, äëÿ êîòîðîãî c ∈ U . Äëÿ ëþáûõ

òî÷åê x, y ∈ U îáîçíà÷èì, êàê è âûøå, u[x, y] åäèíñòâåííûé (â ñèëó îäíîñâÿçíîñòè U) ýëåìåíò ìíîæåñòâà

PU (x, y). Òàêæå îáîçíà÷èì A(u, U)
def

= {u · u[c, d] | d ∈ U}. Î÷åâèäíî, äëÿ âñÿêîé òî÷êè d ∈ U èìååò ìåñòî

ðàâåíñòâî A(u, U) = A(u · u[c, d], U).

Ëåììà 3. Ìíîæåñòâà A(u, U) îáðàçóþò áàçó òîïîëîãèè â E.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåæäå âñåãî, u ∈ A(u, U) äëÿ âñÿêîãî U ∋ c, îòêóäà
⋃

u∈E A(u, U) = E.
Ïóñòü òåïåðü u ∈ A(u1, U1) ∩ A(u2, U2), ãäå u ∈ PB(b, c), u1 ∈ PB(b, c1), u2 ∈ PB(b, c2). Òîãäà c ∈ U1 ∩ U2

è u = u1 · u[c1, c] = u2 · u[c2, c], òàê ÷òî A(u1, U1) = A(u, U1) è A(u2, U2) = A(u, U2). Íî òîãäà A(u1, U1) ∩

A(u2, U2) ⊃ A(u, V ), ãäå V ⊂ U1 ∩ U2, c ∈ V è V îäíîñâÿçíî � òàêîå V ñóùåñòâóåò â ñèëó ëîêàëüíîé

îäíîñâÿçíîñòè B. Ñëåäîâàòåëüíî, A(u1, U1) ∩ A(u2, U2) � îáúåäèíåíèå áàçîâûõ ìíîæåñòâ A(u, V ) ïî âñåì

u ∈ A(u1, U1) ∩A(u2, U2), òàê ÷òî ëåììà äîêàçàíà. �

Îïðåäåëèì â E òîïîëîãèþ ñ áàçîé {A(u, U)}.

Ëåììà 4. Îòîáðàæåíèå p : A(u, U) → U � ãîìåîìîð�èçì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ìíîæåñòâî U îäíîñâÿçíî, òàê ÷òî p � áèåêöèÿ; p(v) = c⇔ v = u ·u[c, d] (ãäå u ∈ PB(b, c) ⊂
E). Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî A(u,W ) ⊂ A(u, U) èìååì p(A(u,W )) =W � îòêðûòîå ïîäìíîæåñòâî U , òàê ÷òî p �
îòêðûòîå îòîáðàæåíèå. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïóñòü V ⊂ U îòêðûòî; áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü

(ïî÷åìó?), ÷òî u ∈ V . Òîãäà p−1(V ) = A(u, V ) � îòêðûòîå ìíîæåñòâî, òî åñòü p íåïðåðûâíî. �

Òàêèì îáðàçîì, p : E → B � ëîêàëüíûé ãîìåîìîð�èçì.

Äîêàæåì ñâîéñòâî ïîäíÿòèÿ ïóòåé. Ïóñòü γ � ãîìîòîïèÿ ïóòåé ñ �èêñèðîâàííûìè êîíöàìè c è d, òî åñòü
íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå γ : [0, 1]2 → B, äëÿ êîòîðîãî γ(0, s) = c è γ(1, s) = d ïðè âñåõ s ∈ [0, 1], è ïóñòü

a ∈ p−1(c) = PB(b, c) ⊂ E. Ïóñòü Γ(t, s)
def

= a · gt,s ∈ E, ãäå gt,s ∈ PB(c, γ(t, s)) � êëàññ ãîìîòîïèè ïóòè

τ 7→ γ(τt, s), 0 ≤ τ ≤ 1. Î÷åâèäíî, p(Γ(t, s)) = γ(t, s); íóæíî äîêàçàòü ÷òî îòîáðàæåíèå Γ íåïðåðûâíî è

åäèíñòâåííî.

Ïóñòü U � îäíîñâÿçíàÿ îêðåñòíîñòü òî÷êè γ(t, s) ∈ B; òîãäà â ñèëó íåïðåðûâíîñòè γ ñóùåñòâóåò ε > 0
òàêîå, ÷òî γ(t′, s′) ∈ U ïðè âñåõ |t′ − t| , |s′ − s| < ε. Òîãäà Γ(t′, s) = Γ(t, s)·u[γ(t, s), γ(t′, s)]. Ñ äðóãîé ñòîðîíû,

Γ(t, s′) = Γ(t, s) · u[γ(t, s), γ(t, s′)] (äîêàæèòå!), îòêóäà Γ(t′, s′) = Γ(t, s) · u[γ(t, s), γ(t′, s′)]. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî

Γ(t′, s′) ∈ A(Γ(t, s), U), òî åñòü Γ � íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïóñòü Γ′ : [0, 1]2 → E � íåïðåðûâíîå ïîäíÿòèå îòîáðàæåíèÿ γ : [0, 1] → B. Òîãäà

ìíîæåñòâî T
def

= {(t, s) ∈ [0, 1]2 | Γ′(t, s) = Γ(t, s)} ⊂ [0, 1]2 çàìêíóòî. Ïóñòü (t, s) ∈ T , è U ⊂ B � îäíîñâÿçíàÿ

îêðåñòíîñòü òî÷êè γ(t, s). Â ñèëó íåïðåðûâíîñòè Γ′
ñóùåñòâóåò ε > 0 òàêîå, ÷òî Γ′(t′, s′) ∈ A(Γ(t, s), U)

ïðè |t′ − t| , |s′ − s| < ε. Îãðàíè÷åíèå p íà A(Γ(t, s), U) � ãîìåîìîð�èçì ïî ëåììå 4, îòêóäà Γ(t′, s′) =
(p|

A(Γ(t,s),U))
−1(γ(t′, s′)) = Γ(t, s), òî åñòü (t′, s′) ∈ T . Òåì ñàìûì ìíîæåñòâî T òàêæå è îòêðûòî, è â ñèëó

ñâÿçíîñòè [0, 1]2 ïîëó÷àåì T = [0, 1]2, è åäèíñòâåííîñòü ïîäíÿòèÿ äîêàçàíà.

Äîêàæåì òåïåðü, ÷òî E ëèíåéíî ñâÿçíî. Ïóñòü a ∈ E � îòìå÷åííàÿ òî÷êà, ò.å. êëàññ ãîìîòîïèè ïóòè

ǫ : [0, 1] → B, ñòîÿùåãî â òî÷êå b: ǫ(t) = b ∀t ∈ [0, 1], è ïóñòü d ∈ E � ïðîèçâîëüíàÿ òî÷êà, êëàññ ãîìîòîïèè

ïóòè γ : [0, 1] → B, γ(0) = b. Îáîçíà÷èì γτ (t)
def

= γ(τt), è ïóñòü Γ(τ) ∈ PB(b, γ(τ)) ⊂ E � êëàññ ãîìîòîïèè ïóòè

γτ . Òîãäà, êàê íåòðóäíî ïðîâåðèòü (ïðîâåðüòå!), Γ : [0, 1] → E � íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå, ïðè÷åì Γ(0) = a
è Γ(1) = d. Òàêèì îáðàçîì, îòìå÷åííóþ òî÷êó a ∈ E ìîæíî ñîåäèíèòü íåïðåðûâíîé êðèâîé ñ ïðîèçâîëüíîé

òî÷êîé d ∈ E, îòêóäà âûòåêàåò (êàê?), ÷òî E ëèíåéíî ñâÿçíî.

Íàêîíåö, äîêàæåì, ÷òî π1(E, a) = {1} (òðèâèàëüíàÿ ãðóïïà). Äëÿ ýòîãî íàì ïîòðåáóåòñÿ

Ëåììà 5. Äëÿ ëþáîãî íåïðåðûâíîãî îòîáðàæåíèÿ (ïóòè) Γ : [0, 1] → E òàêîãî, ÷òî Γ(0) = a, ñóùåñòâóåò
íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå γ : [0, 1]2 → B òàêîå, ÷òî äëÿ âñÿêîãî t ∈ [0, 1] ýëåìåíò Γ(t) ∈ E � êëàññ



ãîìîòîïèè ïóòè γt : [0, 1] → B, çàäàííîãî �îðìóëîé γt(s)
def

= γ(t, s), è åñëè Γ(t) = a, òî γ(t, s) = b äëÿ âñåõ

s ∈ [0, 1].

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü δ(t)
def

= p(Γ(t)) ∈ B (èíûìè ñëîâàìè, Γ(t) ∈ PB(b, δ(t)) � êëàññ ãîìîòîïèè ïóòåé,

ñîåäèíÿþùèõ òî÷êè b è δ(t)). Îòîáðàæåíèå δ íåïðåðûâíî â ñèëó äîêàçàííîé âûøå íåïðåðûâíîñòè p; òàêæå

δ(0) = b. Ïîëîæèì γt(s) = γ(t, s)
def

= δ(ts). Òîãäà, î÷åâèäíî, γt(0) = b, è ïóñòü T ⊂ [0, 1] � ìíîæåñòâî t
òàêèõ, ÷òî Γ(t) = Γ′(t), ãäå Γ′(t) ∈ PB(b, δ(t)) ⊂ E � êëàññ ãîìîòîïèè ïóòè γt : [0, 1] → B. Îòîáðàæåíèÿ
Γ,Γ′ : [0, 1] → E íåïðåðûâíû, ñîâïàäàþò â òî÷êå t = 0 (Γ(0) = a = Γ′(0)) è ÿâëÿþòñÿ ïîäíÿòèÿìè ïóòè

δ : [0, 1] → B: p(Γ(t)) = δ(t) = p(Γ′(t)) äëÿ ëþáîãî t. Èç äîêàçàííîé âûøå åäèíñòâåííîñòè ïîäíÿòèÿ âûòåêàåò,
÷òî Γ = Γ′

, ÷òî è äîêàçûâàåò ëåììó. �

Ïóñòü òåïåðü Γ : [0, 1] → E � ïåòëÿ, ò.å. íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå, äëÿ êîòîðîãî Γ(0) = Γ(1) = a.
Ïóñòü γ : [0, 1]2 → B � íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå èç ëåììû 5; òîãäà γ(0, s) = b = γ(1, s) è γ(t, 0) = b
äëÿ âñåõ t, s ∈ [0, 1]. Îáîçíà÷èì Λr : [0, 1]2 → [0, 1]2, 0 ≤ r ≤ 1, äå�îðìàöèîííóþ ðåòðàêöèþ êâàäðàòà íà

îáúåäèíåíèå òðåõ åãî ñòîðîí {0} × [0, 1], [0, 1]× {0} è {0} × [0, 1] (òàê ÷òî Λ0 = id, Λ1([0, 1]
2) � îáúåäèíåíèå

óêàçàííûõ ñòîðîí, è äëÿ âñÿêîãî r îãðàíè÷åíèå Λr íà ýòè ñòîðîíû � òîæäåñòâåííîå îòîáðàæåíèå). Ïîëîæèì

γr
def

= γ ◦ Λr : [0, 1]2 → B, è ïóñòü Γr(t) ∈ E � êëàññ ãîìîòîïèè ïóòè s 7→ γr(t, s). Òîãäà Γ0 = Γ, Γ1(t) = a ïðè
âñåõ t è Γr(0) = Γr(1) = a ïðè âñåõ r. Ñëåäîâàòåëüíî, Γr � ãîìîòîïèÿ ïåòåëü, ñîåäèíÿþùàÿ Γ ñ òðèâèàëüíîé

ïåòëåé. Ýòî äîêàçûâàåò îäíîñâÿçíîñòü E è, òåì ñàìûì, ëåììó 2.

�

Çàìå÷àíèå . �àíåå áûëî äîêàçàíî, ÷òî îòîáðàæåíèå p : E → B ÿâëÿåòñÿ íàêðûòèåì, ñëîé êîòîðîãî ìîæíî

îòîæäåñòâèòü ñ π1(B), à p∗(π1(E, a)) ⊂ π1(B, b) � òðèâèàëüíàÿ ãðóïïà. Òðèâèàëüíàÿ ãðóïïà � ïîäãðóïïà

ëþáîé ïîäãðóïïû â π1(B, b). Èç òåîðåìû îá ýêâèâàëåíòíîñòè êàòåãîðèé CoverB,b è Subπ1(B,b) âûòåêàåò, ÷òî

äëÿ ëþáîãî íàêðûòèÿ p1 : E1 → B ñóùåñòâóåò è åäèíñòâåí ìîð�èçì èç p : E → B â íåãî, òî åñòü ñóùåñòâóåò

íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå f : E → E1, äëÿ êîòîðîãî p1 ◦ f = p. Îáúåêò ïðîèçâîëüíîé êàòåãîðèè ñ òàêèì

ñâîéñòâîì (èç íåãî ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííûé ìîð�èçì â ëþáîé äðóãîé îáúåêò) íàçûâàåòñÿ èíèöèàëüíûì (èëè

óíèâåðñàëüíûì îòòàëêèâàþùèì); â ñëó÷àå êàòåãîðèè íàêðûòèé ñ äàííîé áàçîé � óíèâåðñàëüíûì íàêðûòèåì

(íàä äàííîé áàçîé).


