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Àííîòàöèÿ. Êëåòî÷íûå ïðîñòðàíñòâà: îïðåäåëåíèå, ïðèìåðû, �îðìóëèðîâêà òåîðåìû î êëåòî÷íîé àïïðîêñèìàöèè.

Êëåòî÷íûå ïðîñòðàíñòâà � ìíîãîìåðíûå àíàëîãè ãðà�îâ. Êëåòî÷íûì ïðîñòðàíñòâîì íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî

X è íàáîð {(e(k)α , χ
(k)
α ) | k = 0, 1, . . . ; α ∈ Ik}, ãäå Ik � ïðîèçâîëüíîå ìíîæåñòâî èíäåêñîâ, e

(k)
α ⊂ X , à

χ
(k)
α : Bk → X � îòîáðàæåíèå k-ìåðíîãî çàìêíóòîãî øàðà â X . Ìíîæåñòâà e

(k)
α íàçûâàþòñÿ êëåòêàìè, ÷èñëî

k � ðàçìåðíîñòüþ êëåòêè e
(k)
α , à îòîáðàæåíèå χ

(k)
α íàçûâàåòñÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêèì îòîáðàæåíèåì êëåòêè

e
(k)
α . Ïðè ýòîì òðåáóåòñÿ, ÷òîáû íàáîð îáëàäàë ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:

(1) Êëåòêè e
(k)
α ⊂ X ïîïàðíî íå ïåðåñåêàþòñÿ, à èõ îáúåäèíåíèå (ïî âñåì k è âñåì α ∈ Ik) � âñå ìíîæåñòâî

X .

(2) Åñëè k > 0, òî îãðàíè÷åíèå îòîáðàæåíèÿ χ
(k)
α íà âíóòðåííîñòü intBk � áèåêöèÿ intBk → e

(k)
α .

(3) Åñëè k > 0, òî îáðàç χ
(k)
i (∂Bk) ãðàíèöû øàðà ëåæèò â îáúåäèíåíèè êîíå÷íîãî ÷èñëà êëåòîê, ðàçìåðíîñòè

êîòîðûõ ìåíüøå k.

Ïîä÷åðêíåì, ÷òî îãðàíè÷åíèå õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî îòîáðàæåíèÿ íà ãðàíèöó øàðà íå îáÿçàíî áûòü áèåêöèåé.

Ìíîæåñòâà Ik êëåòîê äàííîé ðàçìåðíîñòè k ìîãóò èìåòü ëþáóþ ìîùíîñòü (êîíå÷íóþ èëè áåñêîíå÷íóþ), à

òàêæå ìîãóò áûòü ïóñòûìè (íåîáÿçàòåëüíî ñóùåñòâóþò êëåòêè âñåõ ðàçìåðíîñòåé). Îáúåäèíåíèå skn(X) =
⊔

k≤n

⊔

α∈Ik
e
(k)
α íàçûâàåòñÿ n-îñòîâîì êëåòî÷íîãî ïðîñòðàíñòâà X . Åñëè skn(X) = X , íî skn−1(X) 6= X (òî

åñòü íàèáîëüøàÿ ðàçìåðíîñòü êëåòêè â X ðàâíà n), òî ãîâîðÿò, ÷òî X � n-ìåðíîå êëåòî÷íîå ïðîñòðàíñòâî;
åñëè òàêîãî n íå ñóùåñòâóåò (â X èìåþòñÿ êëåòêè ñêîëü óãîäíî áîëüøèõ ðàçìåðíîñòåé), òî X íàçûâàåòñÿ

áåñêîíå÷íîìåðíûì.

Êëåòî÷íûì ïîäïðîñòðàíñòâîì X íàçûâàåòñÿ ïîäìíîæåñòâî Y ⊂ X , îáëàäàþùåå òàêèì ñâîéñòâîì: åñëè

e
(k)
α ∩ Y 6= ∅, òî χ

(k)
α (Bk) ⊂ Y (â ÷àñòíîñòè, e

(k)
α ⊂ Y , òî åñòü ïîäïðîñòðàíñòâî ýòî îáúåäèíåíèå íåêîòîðûõ

êëåòîê X). Î÷åâèäíî, êëåòî÷íîå ïîäïðîñòðàíñòâî ñàìî ÿâëÿåòñÿ êëåòî÷íûì ïðîñòðàíñòâîì ïî îòíîøåíèþ ê

õàðàêòåðèñòè÷åñêèì îòîáðàæåíèÿì âîøåäøèõ â íåãî êëåòîê.

Â êëåòî÷íîì ïðîñòðàíñòâå èìååòñÿ ñòàíäàðòíàÿ òîïîëîãèÿ � ïðîåêòèâíàÿ òîïîëîãèÿ îòíîñèòåëüíî âñåõ

õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ îòîáðàæåíèé χ
(k)
α , k ≥ 0, i ∈ Ik. �îìåîìîð�èçì ìåæäó òîïîëîãè÷åñêèì ïðîñòðàíñòâîì

Y è êëåòî÷íûì ïðîñòðàíñòâîì íàçûâàåòñÿ êëåòî÷íûì ðàçáèåíèåì Y .

Ïðèìåð 1. X = Sn = {(x0, . . . , xn) ∈ R
n+1 | x2

0 + · · · + x2
n = 1} = e(0) ∪ e(n), ãäå e(0) = {(1, 0, . . . , 0)}, à

e(n) = Sn \ e(0). Õàðàêòåðèñòè÷åñêîå îòîáðàæåíèå êëåòêè e(0) � îòîáðàæåíèå òî÷êè â òî÷êó (ýòî òàê âñåãäà

ïðè k = 0), à õàðàêòåðèñòè÷åñêîå îòîáðàæåíèå χ(n) : Bn → Sn
, ãäå Bn = {(y1, . . . , yn) ∈ R

n | y21+ · · ·+yn ≤ 1},
çàäàíî �îðìóëîé χ(n)(y1, . . . , yn) = (− cos(πy), y1

sin(πy)
y

, . . . , yn
sin(πy)

y
), ãäå y =

√

y21 + · · ·+ y2n (à �óíêöèÿ

sin(πt)
t

ïðîäîëæàåòñÿ â òî÷êó t = 0 ïî íåïðåðûâíîñòè). Âíóòðåííîñòü Bn ïåðåõîäèò âçàèìíî îäíîçíà÷íî â

e(n) � îáðàòíîå îòîáðàæåíèå e(n) → intBn çàäàåòñÿ, êàê íåñëîæíî ïîñ÷èòàòü, �îðìóëàìè yi =
arccosx0

π
√

1−x2
0

xi,

i = 1, . . . , n. �ðàíèöà ∂Bn = {(y1, . . . , yn) | y21 + · · ·+ y2n = 1} ïåðåõîäèò â êëåòêó (òî÷êó) e(0).
Îñòîâ ski(X) = e(0) ïðè 0 ≤ i ≤ n− 1 è ski(X) = X ïðè i ≥ n; ïðîñòðàíñòâî n-ìåðíî.

Ïðèìåð 2. Äðóãîå êëåòî÷íîå ðàçáèåíèå Sn
: äëÿ êàæäîãî k = 0, . . . , n ïîëîæèì e

(k)
+ = {(x0, . . . , xk, 0, . . . , 0) ∈

Sn, xk > 0} è e
(k)
− = {(x0, . . . , xk, 0, . . . , 0) ∈ Sn, xk < 0}; õàðàêòåðèñòè÷åñêèå îòîáðàæåíèÿ χ

(k)
± : Bk →

Sn
çàäàíû �îðìóëîé χ

(k)
± (y1, . . . , yk) = (y1, . . . , yk,±

√

1− (y21 + · · ·+ y2n), 0, . . . , 0). Îãðàíè÷åíèå χ
(k)
±

∣

∣

∣

intBk

:

intBk → e
(k)
± � áèåêöèÿ: îáðàòíîå îòîáðàæåíèå e

(k)
± → intBk çàäàåòñÿ, î÷åâèäíî, �îðìóëîé (x0, . . . , xk, 0, . . . , 0) 7→

(x0, . . . , xk−1).
Î÷åâèäíî, skk(S

n) = {(x0, . . . , xn) | xk+1 = · · · = xn = 0} = Sk
ïðè k ≤ n; ïðîñòðàíñòâî n-ìåðíî.

Ïðèìåð 3. Êëåòî÷íîå ðàçáèåíèå RPn
: ïóñòü p : Sn → RPn

� ñòàíäàðòíîå äâóëèñòíîå íàêðûòèå. Òîãäà

e(k)
def

= p(e
(k)
+ ) = p(e

(k)
− ), ãäå e

(k)
+ , e

(k)
− ⊂ Sn

� k-ìåðíûå êëåòêè èç ïðèìåðà 2. Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî

p|
e
(k)
±

: e
(k)
± → e(k) � ãîìåîìîð�èçì, òàê ÷òî e(k) ãîìåîìîð�íà Bk. Õàðàêòåðèñòè÷åñêîå îòîáðàæåíèå êëåòêè

e(k) ýòî χ(k) = p ◦ χ(k)
+ = p ◦ χ(k)

− : Bk → RPn
.

Îñòîâ skk(RP
n) = RP k

, 0 ≤ k ≤ n; ïðîñòðàíñòâî n-ìåðíî.

Íóæíî, ðàçóìååòñÿ, äîêàçàòü, ÷òî â ïðèâåäåííûõ âûøå ïðèìåðàõ äåéñòâèòåëüíî îïðåäåëåíû êëåòî÷íûå

ðàçáèåíèÿ, ò.å. ÷òî òîïîëîãèÿ â Sn
èëè RPn

, ïðîåêòèâíàÿ îòíîñèòåëüíî õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ îòîáðàæåíèé,

ñîâïàäàåò ñî ñòàíäàðòíîé. Ìû îñòàâèì ýòî äîêàçàòåëüñòâî â êà÷åñòâå óïðàæíåíèÿ (ëèñòîê 8).

Ïðèìåð 4. Êëåòî÷íîå ðàçáèåíèå øàðà Bn: n-ìåðíàÿ êëåòêà e
(n) = int(Bn), à ãðàíèöà ∂Bn = Sn−1

ðàçáèâàåòñÿ

íà 2 êëåòêè (ðàçìåðíîñòåé n − 1 è 0), êàê â ïðèìåðå 1. Õàðàêòåðèñòè÷åñêîå îòîáðàæåíèå êëåòêè e(n) �
òîæäåñòâåííîå îòîáðàæåíèå øàðà Bn â ñåáÿ.

Ïðèìåð 5. Îäíîìåðíîå êëåòî÷íîå ïðîñòðàíñâî (ò.å. êëåòî÷íîå ïðîñòðàíñòâî ñ êëåòêàìè ðàçìåðíîñòè 0 è 1)
íàçûâàåòñÿ ãðà�îì � ïîä÷åðêíåì, ÷òî íåîáÿçàòåëüíî êîíå÷íûì.
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Ïðèìåð 6. Ñ�åðà ñ g ðó÷êàìè Mg îïðåäåëÿåòñÿ êàê ïðàâèëüíûé 4g-óãîëüíèê N4g ⊂ R
2
, ñòîðîíû êîòîðîãî

(çàíóìåðîâàííûå ïî öèêëó c1, . . . , c4g) ñêëåèâàþòñÿ, êàê îïèñàíî â ëèñòêå 3. Òàêèì îáðàçîì ïîëó÷àåòñÿ

êëåòî÷íîå ðàçáèåíèå Mg. Îíî èìååò îäíó äâóìåðíóþ êëåòêó e2 � âíóòðåííîñòü ìíîãîóãîëüíèêà � õà-

ðàêòåðèñòè÷åñêîå îòîáðàæåíèå êîòîðîé åñòü χ2 = p ◦ h; çäåñü h : B2 → N4g � ãîìåîìîð�èçì êðóãà è

ìíîãîóãîëüíèêà, ïåðåâîäÿùèé ãðàíèöó â ãðàíèöó, à p : N4g → Mg � îòîáðàæåíèå ñêëåéêè. Êðîìå òîãî,

â Mg èìåþòñÿ îäíîìåðíûå êëåòêè e
(1)
1 , . . . , e

(1)
2g , ãäå e

(1)
i � îáðàç âíóòðåííîñòåé äâóõ ñêëåèâàåìûõ ñòîðîí

ïðè îòîáðàæåíèè p : N4g → Mg; õàðàêòåðèñòè÷åñêèå îòîáðàæåíèÿ χ
(1)
i î÷åâèäíû. Åäèíñòâåííàÿ íóëüìåðíàÿ

êëåòêà � îáðàç ïðè îòîáðàæåíèè p âñåõ âåðøèí ìíîãîóãîëüíèêàN4g (îíè âñå ñêëåèâàþòñÿ ïðè �àêòîðèçàöèè

� ïðîâåðüòå!).

Îñòîâ sk0(Mg) � òî÷êà, sk1(Mg) � âëîæåííûé â ïîâåðõíîñòü ãðà� ñ îäíîé âåðøèíîé è 2g ðåáðàìè-ïåòëÿìè
(îáðàç ãðàíèöû ìíîãîóãîëüíèêà ïðè ñêëåéêå); sk2(Mg) = Mg (ïðîñòðàíñòâî äâóìåðíî).

Àíàëîãè÷íî ñòðîèòñÿ êëåòî÷íîå ðàçáèåíèå ïðîåêòèâíîé ïëîñêîñòè, ëåíòû Ìåáèóñà, áóòûëêè Êëåéíà è

äðóãèõ ïîâåðõíîñòåé (ñ êðàåì è áåç), ñêëåèâàåìûõ èç ìíîãîóãîëüíèêîâ.

Ïðèìåð 7. Êëåòî÷íîå ðàçáèåíèå X = R: íóëüìåðíûìè êëåòêàìè ÿâëÿþòñÿ e
(0)
k = {k}, à îäíîìåðíûìè

e
(1)
k = (k, k + 1), k ∈ Z. Õàðàêòåðèñòè÷åñêèå îòîáðàæåíèÿ χ

(1)
k : [−1, 1] → R çàäàþòñÿ �îðìóëàìè χ

(1)
k (t) =

(t + 1)/2 + k. Ïðîñòðàíñòâî R ãîìåîìîð�íî îäíîìåðíîé êëåòêå, íî, íåñìîòðÿ íà ýòî, ó íåãî íåò êëåòî÷íûõ

ðàçáèåíèé, ñîñòîÿùèõ èç êîíå÷íîãî êîëè÷åñòâà êëåòîê � íåòðóäíî ïîêàçàòü (ëèñòîê 8), ÷òî ïðîñòðàíñòâà ñ

òàêèì êëåòî÷íûì ðàçáèåíèåì îáÿçàòåëüíî êîìïàêòíû.

Ïðèìåð 8. Ïðîñòðàíñòâî S∞
ñîñòîèò èç âñåõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé (x0, x1, . . . ), âñå ÷ëåíû êîòîðûõ, êðîìå

êîíå÷íîãî ÷èñëà (ñâîåãî äëÿ êàæäîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè) ðàâíû íóëþ, è x2
0 + x2

1 + · · · = 1. Ïðîñòðàíñòâî

ðàçáèâàåòñÿ íà êëåòêè S∞ =
⊔∞

k=0(e
(k)
+ ⊔e(k)− ), ãäå êëåòêè e

(k)
± è èõ õàðàêòåðèñòè÷åñêèå îòîáðàæåíèÿ çàäàþòñÿ

òåìè æå �îðìóëàìè, ÷òî è â ïðèìåðå 2. Òàêèì îáðàçîì, skn(S
∞) = Sn

äëÿ âñåõ n = 0, 1, 2, . . . ; ïðîñòðàíñòâî
áåñêîíå÷íîìåðíî.

Â îòëè÷èå îò ïðåäûäóùèõ ïðèìåðîâ, â ìíîæåñòâå S∞
íåò íèêàêîé ñòàíäàðòíîé òîïîëîãèè, è ìû ìîæåì

òîëüêî îïðåäåëèòü òîïîëîãèþ â íåì êàê êëåòî÷íóþ.

Îòîáðàæåíèå f : X → Y ìåæäó äâóìÿ êëåòî÷íûìè ïðîñòðàíñòâàìè íàçûâàåòñÿ êëåòî÷íûì, åñëè îíî

íåïðåðûâíî (â êëåòî÷íîé òîïîëîãèè îáîèõ ïðîñòðàíñòâ) è f(skn(X)) ⊂ skn(Y ) äëÿ âñÿêîãî n.

Òåîðåìà 1 (î êëåòî÷íîé àïïðîêñèìàöèè). Ïóñòü X è Y � êëåòî÷íûå ïðîñòðàíñòâà, Z ⊂ X � êëåòî÷íîå

ïîäïðîñòðàíñòâî, à f0 : X → Y � íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå, îãðàíè÷åíèå êîòîðîãî f0|Z : Z → Y íà

ïîäïðîñòðàíñòâî Z � êëåòî÷íîå îòîáðàæåíèå. Òîãäà ñóùåñòâóåò ãîìîòîïèÿ ft : X → Y (0 ≤ t ≤ 1)
òàêàÿ, ÷òî îòîáðàæåíèå f1 : X → Y êëåòî÷íîå è ft(z) ≡ f0(z) (íå çàâèñèò îò t) äëÿ âñåõ z ∈ Z, t ∈ [0, 1].

Ïðåæäå ÷åì äîêàçûâàòü òåîðåìó, èçâëå÷åì èç íåå íåñêîëüêî ñëåäñòâèé.

Ñëåäñòâèå 1. Êëåòî÷íîå ïðîñòðàíñòâî X ëèíåéíî ñâÿçíî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà åãî 1-îñòîâ ëèíåéíî
ñâÿçåí.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü a ∈ e
(n)
α , a = χ

(n)
α (x), ãäå x ∈ Bn. Ïóñòü γ : [0, 1] → Bn ñîåäèíÿåò òî÷êó x = γ(0)

ñ òî÷êîé γ(1) ∈ ∂Bn. Òîãäà êðèâàÿ χ
(n)
α ◦ γ : [0, 1] → X ñîåäèíÿåò òî÷êó a ñ òî÷êîé χ

(n)
α (γ(1)) ∈ skn−1(X).

Ïðîäîëæàÿ òàê ïî èíäóêöèè, ïîëó÷èì êðèâóþ, ñîåäèíÿþùóþ a ñ òî÷êîé 1-îñòîâà X . Ïîýòîìó åñëè sk1(X)
ëèíåéíî ñâÿçåí, òî è X ëèíåéíî ñâÿçíî.

Îáðàòíî, ïóñòü X ëèíåéíî ñâÿçíî, è ïóñòü a, b ∈ sk0(X) (òî åñòü ÿâëÿþòñÿ íóëüìåðíûìè êëåòêàìè). Â ñèëó

ñâÿçíîñòè ñóùåñòâóåò íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå γ0 : [0, 1] → X , äëÿ êîòîðîãî γ0(0) = a, γ0(1) = b. Îòðåçîê
èìååò êëåòî÷íîå ðàçáèåíèå [0, 1] = {0} ∪ {1} ∪ (0, 1), è íà sk0([0, 1]) = {0, 1} îòîáðàæåíèå γ0 êëåòî÷íî. Ïî

òåîðåìå î êëåòî÷íîé àïïðîêñèìàöèè ñóùåñòâóåò ãîìîòîïèÿ γt : [0, 1] → X , 0 ≤ t ≤ 1 òàêàÿ, ÷òî γt(0) = a,
γt(1) = b ïðè âñåõ t, à γ1 êëåòî÷íî, ò.å. γ1 : [0, 1] → sk1(X). Òåì ñàìûì äâå ïðîèçâîëüíûå íóëüìåðíûå êëåòêè

a è b ìîæíî ñîåäèíèòü êðèâîé (γ1) â 1-îñòîâå, îòêóäà è âûòåêàåò (êàê?), ÷òî sk1(X) ëèíåéíî ñâÿçåí. �

Ïóñòü X � êëåòî÷íîå ïðîñòðàíñòâî, ιn : skn(X) → X � òàâòîëîãè÷åñêîå âëîæåíèå (êàæäîé òî÷êå îñòîâà

ñîïîñòàâëÿåòñÿ îíà ñàìà, íî óæå êàê òî÷êàX). Îòîáðàæåíèå ιn íåïðåðûâíî (ïî÷åìó?), òàê ÷òî äëÿ ïðîèçâîëüíîé
òî÷êè b ∈ skn(X) âîçíèêàåò ãîìîìîð�èçì �óíäàìåíòàëüíûõ ãðóïï (ιn)∗ : π1(skn(X), b) → π1(X, b).

Ñëåäñòâèå 2. Åñëè ïðîñòðàíñòâî X ëèíåéíî ñâÿçíî, òî îòîáðàæåíèå (ι1)∗ � ýïèìîð�èçì, à (ιn)∗ ïðè

ïðîèçâîëüíîì n ≥ 2 � èçîìîð�èçì. Òåì ñàìûì äëÿ ëþáîé íóëüìåðíîé êëåòêè {b} ⊂ X ãðóïïà π1(X, b)
èçîìîð�íà π1(sk2(X), b) (à òàêæå π1(sk3(X), b), π1(sk4(X), b) è ò.ä.) è ÿâëÿåòñÿ �àêòîð-ãðóïïîé ãðóïïû

π1(sk1(X), b).

Äîêàçàòåëüñòâî. �àññìîòðèì ó [0, 1] êëåòî÷íîå ðàçáèåíèå, êàê â ñëåäñòâèè 1. Ïî òåîðåìå î êëåòî÷íîé

àïïðîêñèìàöèè ëþáàÿ ïåòëÿ γ : [0, 1] → X , γ(0) = γ(1) = b, ãîìîòîïíà ïåòëå δ : [0, 1] → sk1(X), ïðè÷åì
ãîìîòîïèÿ íåïîäâèæíà íà íóëüìåðíûõ êëåòêàõ, ò.å. ÿâëÿåòñÿ ãîìîòîïèåé ñ �èêñèðîâàííûìè êîíöàìè. Îòñþäà



âûòåêàåò, ÷òî ëþáàÿ ïåòëÿ â X ãîìîòîïíà ñ �èêñèðîâàííûìè êîíöàìè ïåòëå â sk1(X), ÷òî è îçíà÷àåò, ÷òî

(ι1)∗ � ýïèìîð�èçì.

Îáîçíà÷èì òåïåðü ιkn òàâòîëîãè÷åñêîå âëîæåíèå skk(X) → skn(X), k ≤ n. Òîãäà ιk = ιn ◦ ιkn, îòêóäà
(ιk)∗ = (ιn)∗◦(ιkn)∗ : π1(skk(X), b) → π1(X, b). Êàê äîêàçàíî âûøå, (ι1)∗ è (ι1n)∗ ïðè ëþáîì n� ýïèìîð�èçìû;

îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî (ιn)∗ � òàêæå ýïèìîð�èçì.

Äîêàæåì, ÷òî ÿäðî ýïèìîð�èçìà (ι2)∗ : π1(sk2(X), b) → π1(X, b) òðèâèàëüíî, ò.å. îí ÿâëÿåòñÿ èçîìîð�èçìîì.
Ïóñòü γ : [0, 1] → sk1(X), γ(0) = γ1(b) � ïåòëÿ, êëàññ ãîìîòîïèè êîòîðîé ïðèíàäëåæèò ÿäðó îòîáðàæåíèÿ

(ι1)∗. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ñóùåñòâóåò ãîìîòîïèÿ ïåòåëü � íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå Γ0 : [0, 1]2 → X , äëÿ

êîòîðîãî Γ0(t, 0) = γ(t), Γ0(t, 1) = b, Γ0(0, s) = Γ0(1, s). �àññìîòðèì ñòàíäàðòíîå êëåòî÷íîå ðàçáèàíèå

êâàäðàòà [0, 1]2: íóëüìåðíûå êëåòêè � óãëû, îäíîìåðíûå � âíóòðåííîñòè ñòîðîí, äâóìåðíàÿ êëåòêà �

âíóòðåííîñòü êâàäðàòà. Òîãäà îòîáðàæåíèå Γ0 � êëåòî÷íîå íà sk1([0, 1]
2); ñîãëàñíî òåîðåìå î êëåòî÷íîé

àïïðîêñèìàöèè, ñóùåñòâóåò îòîáðàæåíèå Γ1 : [0, 1]2 → X (ãîìîòîïíîå Γ0, íî ýòî ñåé÷àñ íåâàæíî), ñîâïàäàþùåå

ñ Γ0 íà ãðàíèöå êâàäðàòà è êëåòî÷íîå, ò.å. îáðàç êîòîðîãî öåëèêîì ëåæèò â sk2(X). Ýòî îòîáðàæåíèå Γ1

ÿâëÿåòñÿ ãîìîòîïèåé ïåòåëü â sk2(X), ñòÿãèâàþùåé ïåòëþ γ â òî÷êó. Òåì ñàìûì äîêàçàíî, ÷òî âñÿêèé ýëåìåíò

ÿäðà (ι1)∗ ïðèíàäëåæèò òàêæå è ÿäðó (ι12)∗.
Ïóñòü òåïåðü x ∈ Ker(ι2)∗. Ñóùåñòâóåò y ∈ π1(sk1(X), b) òàêîé, ÷òî (ι12)∗(y) = x (ïîñêîëüêó (ι12)∗ �

ýïèìîð�èçì). Íî òîãäà (ι1)∗(y) = (ι2)∗((ι12)∗(y)) = (ι2)∗(x) = 1, òî åñòü y ∈ Ker(ι1)∗. Ïî äîêàçàííîìó,

y ∈ Ker(ι12)∗, òî åñòü x = (ι12)∗(y) = 1. Òåì ñàìûì ÿäðî (ι2)∗ òðèâèàëüíî, è (ι2)∗ � èçîìîð�èçì.

Èç ðàâåíñòâà (ι2)∗ = (ιn)∗(ι2n)∗ (n ≥ 2) è òîëüêî ÷òî äîêàçàííîãî �àêòà, ÷òî (ι2)∗ è (ι2n)∗ � èçîìîð�èçìû,

âûòåêàåò, ÷òî (ιn)∗ � òàêæå èçîìîð�èçì. �


