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Àííîòàöèÿ. Ôóíäàìåíòàëüíàÿ ãðóïïà êëåòî÷íîãî ïðîñòðàíñòâà.

Çà�èêñèðóåì ìíîæåñòâî A (íàçûâàåìîå ìíîæåñòâîì îáðàçóþùèõ) è ïóñòü WA � ìíîæåñòâî êîíå÷íûõ

ñëîâ (âêëþ÷àÿ ïóñòîå) w1 . . . wN , ãäå êàæäûé wi � ëèáî ýëåìåíò ìíîæåñòâà A, ëèáî èìååò âèä x−1
, ãäå

x ∈ A. Ïðîèçâåäåíèåì ñëîâ w,w′ ∈ A, ãäå w = w1 . . . wN è w′ = w′
1 . . . w

′
M íàçûâàåòñÿ ñëîâî ww′ def

=
w1 . . . wNw′

1 . . . w
′
M ∈ WA.

Äâà ñëîâà w,w′ ∈ WA íàçûâàþòñÿ ýêâèâàëåíòíûìè (w ∼ w′
), åñëè îíè ìîãóò áûòü ïîëó÷åíû äðóã èç äðóãà

êîíå÷íûì ÷èñëîì âïèñûâàíèé è âû÷åðêèâàíèé ïàð ñèìâîëîâ âèäà xx−1
èëè x−1x, ãäå x ∈ A.

Ïðåäëîæåíèå 1. (1) Îòíîøåíèå ∼ � äåéñòâèòåëüíî îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè.

(2) Åñëè w1 ∼ w2 è w′
1 ∼ w′

2, òî w1w
′
1 ∼ w2w

′
2.

Äîêàçàòåëüñòâî ïðåäëîæåíèÿ � ëåãêîå óïðàæíåíèå. Èç ïðåäëîæåíèÿ ñòàíäàðòíûì îáðàçîì ñëåäóåò, ÷òî

ìíîæåñòâîWA ðàçáèâàåòñÿ íà êëàññû ýêâèâàëåíòíîñòè, è íà ìíîæåñòâå FA êëàññîâ ýêâèâàëåíòíîñòè âîçíèêàåò

êîððåêòíî îïðåäåëåííîå óìíîæåíèå: ïðîèçâåäåíèåì êëàññîâ ÿâëÿåòñÿ êëàññ ñëîâàww′
, ãäå w è w′

� ïðîèçâîëüíûå

ñëîâà, ïðèíàäëåæàùèå óìíîæàåìûì êëàññàì.

Òåîðåìà 1. Ìíîæåñòâî FA îáðàçóåò ãðóïïó îòíîñèòåëüíî ââåäåííîé îïåðàöèè óìíîæåíèÿ.

Ýòà ãðóïïà íàçûâàåòñÿ ñâîáîäíîé ãðóïïîé ñ ìíîæåñòâîì îáðàçóþùèõ A.

Äîêàçàòåëüñòâî. Àññîöèàòèâíîñòü: åñëè x1, x2, x3 ∈ FA � êëàññû ýêâèâàëåíòíîñòè, a w1, w2, w3 � ïðåäñòàâëÿþùèå

èõ ñëîâà, òî ñëîâî w1w2 ïðåäñòàâëÿåò êëàññ x1x2, à ñëîâî w1w2w3 � êëàññ(x1x2)x3. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, w2w3

� ïðåäñòàâèòåëü êëàññà x2x3, è òî æå ñàìîå ñëîâî w1w2w3 ïðèíàäëåæèò êëàññó x1(x2x3), êîòîðûé òåì ñàìûì

ñîâïàäàåò ñ (x1x2)x3.

Åäèíè÷íûì ýëåìåíòîì ãðóïïû ÿâëÿåòñÿ êëàññ, ñîäåðæàùèé ïóñòîå ñëîâî. Îáðàòíûì ê êëàññó x, ñîäåðæàùåìó
ñëîâî w1 . . . wN , ÿâëÿåòñÿ êëàññ, ñîäåðæàùèé ñëîâî w−1

N . . . w−1
1 , ãäå w−1

i � ñèìâîë x−1
, åñëè wi = x ∈ A, è

w−1
i = x, åñëè wi = x−1

. �

Ïðèìåð 1. Ïóñòü A = {x} � ìíîæåñòâî èç îäíîãî ýëåìåíòà. Òîãäà WA � ìíîæåñòâî ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé èç

ñèìâîëîâ x è x−1
. Äëÿ w ∈ WA îáîçíà÷èì N(w) = N1(W )−N2(w), ãäå N1(w) è N2(w) � êîëè÷åñòâî ñèìâîëîâ

x è x−1
â ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñîîòâåòñòâåííî. Åñëè â ïîñëåäîâàòåëüíîñòè w äîáàâèòü èëè âû÷åðêíóòü ïàðó

xx−1
èëè x−1x, òî N(w), î÷åâèäíî, íå ìåíÿåòñÿ. Ïîýòîìó åñëè w ∼ w′

, òî N(w) = N(w′). Ñ äðóãîé ñòîðîíû,

êàê íåòðóäíî âèäåòü, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü w ýêâèâàëåíòíà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè xN(w)
, åñëè N(w) ≥ 0, è

ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (x−1)−N(w)
, åñëè N(w) ≤ 0. Îòñþäà âûòåêàåò, ÷òî w ∼ w′

òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

N(w) = N(w′).
Î÷åâèäíî, N(ww′) = N(w) + N(w′). Îòñþäà âûòåêàåò, ÷òî ñâîáîäíàÿ ãðóïïà FA ñ îäíîé îáðàçóþùåé

èçîìîð�íà ãðóïïå Z öåëûõ ÷èñåë ïî ñëîæåíèþ.

Â äàëüíåéøåì íàì ïîíàäîáÿòñÿ íåêîòîðûå ñâåäåíèÿ î êîìáèíàòîðèêåWA è FA. Íàçîâåì ñëîâî w1 . . . wN ∈
WA íåñîêðàòèìûì, åñëè îíî íå ñîäåðæèò ïîäñëîâ âèäà xx−1

è x−1x äëÿ âñåõ x ∈ A.

Òåîðåìà 2. Âñÿêèé êëàññ ýêâèâàëåíòíîñòè u ∈ FA ñîäåðæèò ðîâíî îäíî íåñîêðàòèìîå ñëîâî w1 . . . wN .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñàìîå êîðîòêîå ñëîâî â êëàññå, î÷åâèäíî, íåñîêðàòèìî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî â íåêîòîðûõ

êëàññàõ åñòü íåñêîëüêî íåñîêðàòèìûõ ñëîâ, è âûáåðåì èç âñåõ òàêèõ ñëîâ (âî âñåõ êëàññàõ!) ñàìîå êîðîòêîå,

w
def

= w1 . . . wN . Ïóñòü w′ def

= w′
1 . . . w

′
N ′ � ýêâèâàëåíòíîå w íåñîêðàòèìîå ñëîâî, N ′ ≥ N . Â ñèëó âûáîðà w

ïîñëåäíèå áóêâû ñëîâ íå ñîâïàäàþò: wN 6= w′
N ′ ; îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ñëîâî x−w(w′)−1 = w1 . . . wN (w′

N ′)−1 . . . (w′)−1

òàêæå íåñîêðàòèìî è ýêâèâàëåíòíî ïóñòîìó (ïî÷åìó?).

Ïóñòü òåïåðü w = w1 . . . wN � ïðîèçâîëüíîå ñëîâî, ýêâèâàëåíòíîå ïóñòîìó. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ñóùåñòâóåò

ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñëîâ x1, . . . , xk òàêàÿ, ÷òî x1 = ∅, xk = w è êàæäîå ñëîâî xi îòëè÷àåòñÿ îò xi−1

âïèñûâàíèåì èëè âû÷åðêèâàíèåì ïàðû yy−1
èëè y−1y äëÿ íåêîòîðîãî y ∈ A. Ñíàáäèì êàæäîå ñëîâî xi

âñïîìîãàòåëüíûìè äàííûìè � òàê íàçûâàåìîé ñêîáî÷íîé ñòðóêòóðîé. Ñêîáî÷íàÿ ñòðóêòóðà íà ñëîâå y =
y1 . . . yN ýòî ðàçáèåíèå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè y1, . . . , yN íà ïàðû, óäîâëåòîâðÿþùåå ñëåäóþùèì òðåáîâàíèÿì:

(1) Åñëè yi è yj � ïàðà, òî yj = y−1
i .

(2) Ýëåìåíòû äâóõ ïàð íå ìîãóò ÷åðåäîâàòüñÿ: åñëè yi è yj � ïàðà, yk è yℓ � äðóãàÿ ïàðà, ïðè÷åì i < j
è k < ℓ, òî ëèáî k < ℓ < i < j, ëèáî i < j < k < ℓ, ëèáî i < k < ℓ < j, ëèáî k < i < j < ℓ.

1



Ïîñòðîåíèå ñêîáî÷íîé ñòðóêòóðû íà ñëîâå xi ïðîâåäåì èíäóêöèåé ïî i: ïóñòü ñêîáî÷íàÿ ñòðóêòóðà íà

ñëîâå xi−1 óæå çàäàíà. Åñëè xi ïîëó÷àåòñÿ èç xi−1 âïèñûâàíèåì �ðàãìåíòà yy−1
èëè y−1y, òî îáúåäèíèì y è

y−1
â ïàðó (à îñòàëüíûå ïàðû îñòàâèì, êàê áûëî). Ïîñêîëüêó y è y−1

ñòîÿò íà ñîñåäíèõ ìåñòàõ, íîâàÿ ïàðà íå

÷åðåäóåòñÿ íè ñ êàêîé èç èìåâøèõñÿ. Åñëè xi ïîëó÷àåòñÿ èç xi−1 âû÷åðêèâàíèåì áóêâ yk è yk+1, îáðàçóþùèõ

ïàðó, òî ïðîñòî óäàëèì ýòó ïàðó èç ñïèñêà. Åñëè yk è yk+1 ïàðû íå îáðàçóþò, òî, ñîãëàñíî óñëîâèþ îòñóòñòâèÿ

÷åðåäîâàíèÿ, yk íàõîäèòñÿ â ïàðå ñ ym, à yk+1 � ñ yℓ, ãäå m < k < ℓ; òîãäà âû÷åðêíåì áóêâû yk è yk+1, à Ym

è yℓ îáúåäèíèì â ïàðó � î÷åâèäíî, óñëîâèå îòñóòñòâèÿ ÷åðåäîâàíèÿ íàðóøåíî íå áóäåò.

Òåì ñàìûì w = w1 . . . wN îáëàäàåò ñêîáî÷íîé ñòðóêòóðîé. �àññìîòðèì ñàìóþ �êîðîòêóþ� ïàðó � ïàðó

wi, wj ñ íàèìåíüøèì |i− j|. Åñëè |i− j| > 1, òî ìåæäó wi è wj èìåþòñÿ áóêâû, êîòîðûå, ñîãëàñíî óñëîâèþ

îòñóòñòâèÿ ÷åðåäîâàíèÿ, äîëæíû îáðàçîâûâàòü ïàðû. Íî òîãäàwi, wj � íå ñàìàÿ êîðîòêàÿ ïàðà. Ñëåäîâàòåëüíî,

j = i+ 1 (èëè íàîáîðîò), íî ýòî ïðîòèâîðå÷èò íåñîêðàòèìîñòè ñëîâà w. �

Ïóñòü B � áóêåò îêðóæíîñòåé, çàíóìåðîâàííûõ ýëåìåíòàìè ìíîæåñòâà A, è b ∈ B � âåðøèíà áóêåòà.

Òåîðåìà 3 (îíà æå çàäà÷à 6 ëèñòêà 7). π1(B, b) � ñâîáîäíàÿ ãðóïïà FA.

Äîêàçàòåëüñòâî. �àññìîòðèì êëåòî÷íîå ïðîñòðàíñòâî EA, íàçûâàåìîå ãðà�îì Êýëè ñâîáîäíîé ãðóïïû. Ýòî

ãðà�, âåðøèíû êîòîðîãî çàíóìåðîâàíû ýëåìåíòàìè x ∈ FA, à ðåáðà � ïàðàìè ýëåìåíòîâ (x, y) òàêèìè, ÷òî
y = xa èëè y = xa−1

äëÿ íåêîòîðîé îáðàçóþùåé a ∈ A. Ïðè ýòîì êîíöàìè ðåáðà (x, y) ÿâëÿþòñÿ ýëåìåíòû x è
y. Äëÿ êàæäîãî ðåáðà çà�èêñèðóåì îòîæäåñòâëåíèå uxy : [0, 1] → (x, y) ñ îòðåçêîì [0, 1] òàêîå, ÷òî uxy(0) = x
è uxy(1) = y, åñëè y = xa. Åñëè y = xa−1

, òî x = ya, è òîãäà uyx(0) = y è uyx(1) = x.
Îòîáðàæåíèå p : EA → B ïåðåâîäèò âñå âåðøèíû ãðà�à â âåðøèíó áóêåòà, à ðåáðî (x, y) � â îêðóæíîñòü,

çàíóìåðîâàííóþ ýëåìåíòîì a ∈ A, ãäå y = xa: p(uxy(t)) = e2πit íà ñîîòâåòñòâóþùåé îêðóæíîñòè.

Äîêàæåì, ÷òî p : EA → B � íàêðûòèå ñ îäíîñâÿçíûì íàêðûâàþùèì ïðîñòðàíñòâîì (ò.íàç. óíèâåðñàëüíîå

� ñîãëàñíî òåîðåìå î êëàññè�èêàöèè íàêðûòèé òàêîå òîëüêî îäíî ñ òî÷íîñòüþ äî ýêâèâàëåíòíîñòè). Âîçüìåì

â êà÷åñòâå ñòàíäàðòíîãî ñëîÿ F = FA. Äëÿ âåðøèíû áóêåòà åå òðèâèàëèçóþùåé îêðåñòíîñòüþ U áóäåò

îáúåäèíåíèå äóã âñåõ îêðóæîñòåé áóêåòà, ñîäåðæàùèõ âåðøèíó è íå ñîâïàäàþùèõ ñî âñåé îêðóæíîñòüþ.

Åñëè òî÷êà íå ÿâëÿåòñÿ âåðøèíîé, òî îíà ïðèíàäëåæèò ðîâíî îäíîé îêðóæíîñòè áóêåòà è åå òðèâèàëèçóþùåé

îêðåñòíîñòüþ U áóäåò ëþáàÿ äóãà ýòîé îêðóæíîñòè, ñîäåðæàùàÿ òî÷êó è íå ñîäåðæàùàÿ âåðøèíû áóêåòà.

Â ïåðâîì ñëó÷àå ïðîîáðàç p−1(U) ⊂ EA � îáúåäèíåíèå êîìïîíåíò ëèíåéíîé ñâÿçíîñòè, êàæäàÿ èç êîòîðûõ

ñîäåðæèò ðîâíî îäíó âåðøèíó ãðà�à; äëÿ ïðîèçâîëüíîé z ∈ p−1(U) ïîëîæèì ïî îïðåäåëåíèþ λ(z) ∈ F = FA

� âåðøèíà, ëåæàùàÿ â îäíîé êîìïîíåíòå ñâÿçíîñòè ìíîæåñòâà p−1(U) ñ òî÷êîé z. Âî âòîðîì ñëó÷àå p−1(U)
� îáúåäèíåíèå èíòåðâàëîâ, ëåæàùèõ íà ðåáðàõ è íå ñîäåðæàùèõ èõ êîíöîâ; íà êàæäîì ðåáðå âèäà (x, y),
x = ya (ãäå a ∈ A � íîìåð îêðóæíîñòè, ñîäåðæàùåé îêðåñòíîñòü U), ëåæèò ðîâíî îäèí òàêîé èíòåðâàë.

Òîãäà ïîëîæèì ïî îïðåäåëåíèþ λ(z) = x ∈ F = FA, åñëè z � ëþáàÿ òî÷êà èíòåðâàëà, ëåæàùåãî íà ðåáðå

(x, y).
Äîêàõàòåëüñòâî òîãî, ÷òî (p, λ) : p−(U) → U × F � ãîìåîìîð�èçì, îñòàåòñÿ â êà÷åñòâå óïðàæíåíèÿ.

Äîêàæåì ëèíåéíóþ ñâÿçíîñòü EA. Ïóñòü w = w1 . . . wN ∈ FA � âåðøèíà ãðà�à, à ∅ � äðóãàÿ åãî âåðøèíà,

ñîîòâåòñòâóþùàÿ åäèíèöå ñâîáîäíîé ãðóïïû. Òîãäà òî÷êè ∅ è w ìîæíî ñîåäèíèòü ïóòåì u∅,w1
· uw1,w1w2

·
· · · · uw1...wN−1,w. Ïîñêîëüêó ëþáóþ òî÷êó ãðà�à (êàê è âñÿêîãî êëåòî÷íîãî ïðîñòðàíñòâà) ìîæíî ñîåäèíèòü

ïóòåì ñ âåðøèíîé (íóëüìåðíîé êëåòêîé), ëèíåéíàÿ ñâÿçíîñòü äîêàçàíà.

Äîêàæåì îäíîñâÿçíîñòü EA. Äëÿ ýëåìåíòà x ∈ FA îáîçíà÷èì ℓ(x) ∈ Z≥0 åãî äëèíó � íàèìåíüøåå k
òàêîå, ÷òî íåñîêðàòèìûé ýëåìåíò â êëàññå ýêâèâàëåíòíîñòè x (åäèíñòâåííûé, ñîãëàñíî òåîðåìå 2) ñîäåðæèò

k áóêâ: w = w1 . . . wk ∈ WA. Îáîçíà÷èì Γn ïîäãðà� EA, ñîñòîÿøèé èç âñåõ âåðøèí x ∈ FA, äëÿ êîòîðûõ

ℓ(x) ≤ n, è ñîåäèíÿþùèõ èõ ðåáåð. Èç òåîðåìû 2 âûòåêàåò, ÷òî âåðøèíà x, ó êîòîðîé ℓ(x) = n, ÿâëÿåòñÿ
�âèñÿ÷åé� � â íåå âõîäèò òîëüêî îäíî ðåáðî (x, y), ãäå ℓ(y) = n − 1 (äîêàæèòå!). Òåì æå ìåòîäîì, ÷òî â

çàäà÷å 3 ëèñòêà 6 (ñòÿãèâàíèå ðåáåð) äîêàæåì, ÷òî Γn−1 ⊂ Γn � äå�îðìàöèîííûé ðåòðàêò ãðà�à Γn è,

ñëåäîâàòåëüíî, ãîìîòîïè÷åñêè ýêâèâàëåíòåí åìó. Ïî èíäóêöèè ïîëó÷àåì, ÷òî âñå ãðà�û Γn ãîìîòîïè÷åñêè

ýêâèâàëåíòíû ãðà�ó Γ0, òî åñòü òî÷êå.

Ïóñòü òåïåðü γ : [0, 1] → EA � ïåòëÿ, äëÿ êîòîðîé γ(0) = γ(1) = v∅ � âåðøèíà, ñîîòâåòñòâóþùàÿ

åäèíèöå ãðóïïû FA. Îáðàç γ([0, 1]) ⊂ EA êîìïàêòåí è, ñîãëàñíî çàäà÷å 5 ëèñòêà 7, ëåæèò â îáúåäèíåíèè

êîíå÷íîãî ìíîæåñòâà ðåáåð. Ñëåäîâàòåëüíî, γ([0, 1]) ⊂ Γn äëÿ íåêîòîðîãî n, à ïîñêîëüêó Γn ñòÿãèâàåì,

ïåòëÿ γ ñòÿãèâàåìà. Ýòèì äîêàçàíà îäíîñâÿçíîñòü EA.

Íà ìíîæåñòâå EA îïðåäåëåíî äåéñòâèå L ñâîáîäíîé ãðóïïû FA: åñëè a ∈ FA, òî L(a)(uxy(t)) = uax,ay(t).
Íåòðóäíî ïðîâåðèòü (îïÿòü-òàêè, óïðàæíåíèå), ÷òî ýòî íà ñàìîì äåëå äåéñòâèå, îíî òî÷íî äèñêðåòíî è

z = L(a)z′ äëÿ íåêîòîðîãî a ∈ FA òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà p(z) = p(z′) (òî åñòü ïðîîáðàçû òî÷åê

ïðè îòîáðàæåíèè p � îðáèòû äåéñòâèÿ). Îòñþäà âûòåêàåò, ÷òî áóêåò B ãîìåîìîð�åí ïðîñòðàíñòâó îðáèò

äåéñòâèÿ L (�àêòîð-ïðîñòðàíñòâó ïî îòíîøåíèþ ýêâèâàëåíòíîñòè: z ∼ z′, åñëè z′ = L(a)z äëÿ íåêîòîðîãî

a ∈ FA). Ñîãëàñíî çàäà÷å 3á ëèñòêà 7 îòñþäà è èç îäíîñâÿçíîñòè EA âûòåêàåò, ÷òî π1(B, b) = FA. �

Ïóñòü X � òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî,f : S1 → X � íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå, à p : [0, 1] → S1 ⊂ C

çàäàíî �îðìóëîé p(t) = e2πit; p(0) = p(1) = 1 ∈ S1
. Òîãäà f ◦ p : [0, 1] → X � ïåòëÿ ñ íà÷àëîì è êîíöîì â



òî÷êå c = f(1). Åå êëàññ ãîìîòîïèè ïðèíàäëåæèò ãðóïïå π1(X, c). Åñëè X ëèíåéíî ñâÿçíî, òî ãðóïïû π1(X, c)
è π1(X, b) èçîìîð�íû, íî èçîìîð�èçì îïðåäåëåí ñ òî÷íîñòüþ äî ñîïðÿæåíèÿ. Òåì ñàìûì îòîáðàæåíèå f
îïðåäåëÿåò êëàññ ñîïðÿæåííûõ ýëåìåíòîâ â ãðóïïå π1(X, b), êîòîðûé ìû îáîçíà÷èì uf .

Ïóñòü òåïåðüX � ëèíåéíî ñâÿçíîå êëåòî÷íîå ïðîñòðàíñòâî ñ åäèíñòâåííîé íóëüìåðíîé êëåòêîé b (ñîãëàñíî
çàäà÷å èç ëèñòêà 8, âñÿêîå ëèíåéíî ñâÿçíîå êëåòî÷íîå ïðîñòðàíñòâî ãîìîòîïè÷åñêè ýêâèâàëåíòíî òàêîìó).

Ïóñòü χ
(2)
α : B2 → X � õàðàêòåðèñòè÷åñêîå îòîáðàæåíèå äâóìåðíîé êëåòêè. Òîãäà χ

(2)
α

∣

∣

∣

∂B2

: S1 → sk1(X)

îïðåäåëÿåò êëàññ ñîïðÿæåííîñòè uα ⊂ π1(sk1(X, b)). Îáîçíà÷èì H ⊂ π1(sk1(X, b)) íîðìàëüíóþ ïîäãðóïïó,

ïîðîæäåííóþ îáúåäèíåíèåì âñåõ êëàññîâ uα, α ∈ I2.
Ïóñòü, êàê â ëåêöèè 10�11, ιn : skn(X) → X � òàâòîëîãè÷åñêîå âëîæåíèå.

Òåîðåìà 4. H = Ker(ι1)∗.

Ñëåäñòâèå (òåîðåìû 4 è ñëåäñòâèÿ 2 ëåêöèè 12). �ðóïïà π1(X, b) èçîìîð�íà π1(sk1(X), b)/H.

Ïîñêîëüêó {b} � åäèíñòâåííàÿ íóëüìåðíàÿ êëåòêà X , òî sk1(X) � áóêåò îêðóæíîñòåé ñ âåðøèíîé b:

êàæäàÿ îêðóæíîñòü � îáúåäèíåíèå e
(1)
β ∪ {b}, β ∈ I1. Ñîãëàñíî òåîðåìå 3, π1(sk1(X), b) � ñâîáîäíàÿ ãðóïïà,

ìíîæåñòâî îáðàçóþùèõ êîòîðîé íàõîäÿòñÿ âî âçàèìíî îäíîçíà÷íîì ñîîòâåòñòâèè ñ I1. Â êàæäîì êëàññå

ñîïðÿæåííîñòè uα, α ∈ I2, âûáåðåì ýëåìåíò vα. Òîãäà òåîðåìà 4 îçíà÷àåò, ÷òî π1(X, b) � ãðóïïà, çàäàííàÿ

îáðàçóþùèìè eβ , β ∈ I1 è ñîîòíîøåíèÿìè vα = 1, α ∈ I2.

Ïðèìåð 2 (âû÷èñëåíèå ðàíåå èçâåñòíîé ãðóïïû). �àññìîòðèì êëåòî÷íîå ðàçáèåíèå RP 2 = e(0) ∪ e(1) ∪ e(2),
êàê â ïðèìåðå 3 ëåêöèè 12. Òîãäà sk1(RP

2) = e(0) ∪ e(1) = RP 1
ãîìåîìîð�åí S1

, à îòîáðàæåíèå χ(2)
∣

∣

∂B2

:

∂B2 → sk1(RP
2) � îòîáðàæåíèå S1 → S1

ñòåïåíè 2. Îòñþäà âûòåêàåò, ÷òî π1(RP
2, b) (ãäå {b} = e(0) �

åäèíñòâåííàÿ íóëüìåðíàÿ êëåòêà) ïîðîæäåíà åäèíñòâåííîé îáðàçóþùåé x (ïîñêîëüêó îäíîìåðíàÿ êëåòêà

e(1) åäèíñòâåííà) è ñîîòíîøåíèåì x2 = 1. Òåì ñàìûì π1(RP
2, b) = Z/2Z. Êàê ìû âèäåëè ðàíåå, îòñþäà

âûòåêàåò, ÷òî π1(RP
n, b) = Z/2Z ïðè ëþáîì n ≥ 2.

Ïðèìåð 3 (âû÷èñëåíèå ðàíåå íåèçâåñòíîé �óíäàìåíòàëüíîé ãðóïïû). Ïóñòü Mg � ñ�åðà ñ g ðó÷êàìè è

êëåòî÷íûì ðàçáèåíèåì, êàê â ïðèìåðå 6 ëåêöèè 12. Òîãäà sk1(Mg)� áóêåò 2g îêðóæíîñòåé, à êëàññ ãîìîòîïèè

îòîáðàæåíèÿ χ(2g)
∣

∣

∂B2

: S1 → sk1(Mg) ðàâåí, ñ òî÷íîñòüþ äî ñîïðÿæåííîñòè, x1x2z
−1
1 x−1

2 . . . x2g−1x2gz
−1
2g−1x

−1
2g ,

ãäå xi � êëàññ îòîáðàæåíèÿ ñòåïåíè 1 èç S1
â i-þ îêðóæíîñòü áóêåòà. Îòñþäà âûòåêàåò, ÷òî π1(Mg, b)

ïîðîæäåíà îáðàçóþùèìè x1, . . . , x2g è ñîîòíîøåíèåì [x1, x2] . . . [x2g−1, x2g] = 1 (ãäå [y, z]
def

= yzy−1z−1
�

íàçûâàåòñÿ êîììóòàòîðîì y è z â ãðóïïå). Ýòî íîâûé ðåçóëüòàò; â ñëó÷àå g = 1 (òîð) îí ñîâïàäàåò ñ èçâåñòíûì
ðàíåå: �óíäàìåíòàëüíàÿ ãðóïïà ïîðîæäåíà äâóìÿ îáðàçóþùèìè x1, x2 è ñîîòíîøåíèåì x1x2x

−1x−1
2 = 1 ⇔

x1x2 = x2x1 (îáðàçóþùèå ïåðåñòàíîâî÷íû) � òî åñòü ýòî êîììóòàòèâíàÿ ãðóïïà Z2
.

Àíàëîãè÷íî äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî �óíäàìåíòàëüíàÿ ãðóïïà áóòûëêè Êëåéíà ïîðîæäåíà äâóìÿ îáðàçóþùèìè

a, b è ñîîòíîøåíèåì abab−1 = 1.


