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ËÅÊÖÈß ÁÅÇ ÍÎÌÅ�À (ÍÅ ×ÈÒÀËÀÑÜ, ÒÅÊÑÒ ÄËß ÑÀÌÎÑÒÎßÒÅËÜÍÎ�Î ÈÇÓ×ÅÍÈß)

Àííîòàöèÿ. Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû î �óíäàìåíòàëüíîé ãðóïïå êëåòî÷íîãî ïðîñòðàíñòâà è òåîðåìû î

êëåòî÷íîé àïïðîêñèìàöèè.

Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî r ∈ [0, 1] ðàññìîòðèì îòîáðàæåíèå ξr : [0, 1] → B2 = {(x, y) ∈ R
2 | x2+y2 ≤ 1}, çàäàííîå

�îðìóëîé ξr(t) = (1− r+ r cos(2πt), r sin(2πt)). Â ÷àñòíîñòè, ξr(0) = ξr(1) = (1, 0) äëÿ âñåõ r; èíûìè ñëîâàìè,
êðóã ïðåäñòàâëåí êàê îáúåäèíåíèå îêðóæíîñòåé ðàäèóñîâ 0 ≤ r ≤ 1 (ïðè r = 1 ýòî ãðàíè÷íàÿ îêðóæíîñòü),
êàñàþùèõñÿ äðóã äðóãà â òî÷êå (1, 0), à áîëüøå íèãäå íå ïåðåñåêàþùèõñÿ.

ÏóñòüX � ëèíåéíî ñâÿçíîå òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî, b ∈ X , à Γ : B2 → X � íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå,

äëÿ êîòîðîãî Γ(1, 0) = b. Òîãäà êîìïîçèöèÿ γr
def

= Γ◦ ξr ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñòÿãèâàíèå ïåòåëü � ãîìîòîïèþ ñ

�èêñèðîâàííûìè êîíöàìè, ñîåäèíÿþùóþ ïåòëþ γ1
def

= Γ◦ξ1 (îãðàíè÷åíèå Γ íà ãðàíèöó êðóãà) ñ �òðèâèàëüíîé�
ïåòëåé γ0(t) ≡ b. Íåòðóäíî âèäåòü (äîêàæèòå!), ÷òî ëþáîå ñòÿãèâàíèå ïåòåëü â ïðîñòðàíñòâå X ìîæíî

ïîëó÷èòü ïîäîáíûì îáðàçîì èç íåêîòîðîãî íåïðåðûâíîãî îòîáðàæåíèÿ Γ : B2 → X .

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 4 ëåêöèè 13. Ñîãëàñíî ñëåäñòâèþ 2 èç ëåêöèè 12, ãðóïïà π1(X, b) èçîìîð�íà π1(sk2(X), b).
Ïîýòîìó áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî X = sk2(X), ò.å. ñîäåðæèò òîëüêî íóëüìåðíûå,

îäíîìåðíûå è äâóìåðíûå êëåòêè. Îáîçíà÷èì ι
def

= ι1 : sk1(X) → X (òàâòîëîãè÷åñêîå âëîæåíèå).

Ïóñòü α ∈ I2 (ò.å. s
(2)
α � äâóìåðíàÿ êëåòêà). Îòîáðàæåíèå χ

(2)
α

∣

∣

∣

∂B2

: S1 → X ïðîäîëæàåòñÿ äî íåïðåðûâíîãî

îòîáðàæåíèÿ χ
(2)
α : B2 → X . Òåì ñàìûì ïåòëÿ χ

(2)
α ◦ ξ1 : [0, 1] → X ñòÿãèâàåìà. Îòñþäà âûòåêàåò, ÷òî âñå

ýëåìåíòû îïðåäåëåííîãî â òåîðåìå êëàññà ñîïðÿæåííîñòè uα ⊂ π1(sk1(X), b) ïåðåõîäÿò â 1 ïðè îòîáðàæåíèè
(ι1)∗ : π1(sk1(X), b) → π1(X, b). Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî H ⊂ Ker(ι∗) (íàïîìíèì, ÷òî H ïîðîæäåíà uα ïðè

âñåâîçìîæíûõ α ∈ I2).
Îáðàòíî, ïóñòü u ∈ Ker(ι1)∗, è ïóñòü γ : [0, 1] → sk1(X) � ïåòëÿ, ïðåäñòàâëÿþùàÿ êëàññ u; γ(0) = γ(1) = b.

Ïåòëÿ γ ñòÿãèâàåòñÿ (â X) â òî÷êó b ñ íåïîäâèæíûìè êîíöàìè. Ñëåäîâåòåëüíî, ñóùåñòâóåò íåïðåðûâíîå

îòîáðàæåíèå Γ : B2 → X òàêîå, ÷òî Γ ◦ ξ1 = γ.

Îòîæäåñòâèì êàæäóþ êëåòêó e
(2)
α ñ îòêðûòûì êðóãîì ðàäèóñà 1 ñ ïîìîùüþ õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî îòîáðàæåíèÿ

χ
(2)
α . Â êàæäîé êëåòêå e

(2)
α ïîñëå ýòîãî îòîæäåñòâëåíèÿ ðàññìîòðèì êîíöåíòðè÷åñêèå êðóãè Ω1,α ⊂ · · · ⊂ Ω4,α

ðàäèóñîâ 1/5, . . . , 4/5 ñîîòâåòñòâåííî. Òðèàíãóëèðóåì òåïåðü êðóã B2 äîñòàòî÷íî ìåëêî, ò.å. ðàçîáüåì åãî íà

êîíå÷íîå ÷èñëî (êðèâîëèíåéíûõ) òðåóãîëüíèêîâ ∆1, . . . ,∆N òàêèõ, ÷òî äèàìåòð ìíîæåñòâà Γ(∆i) ⊂ e
(2)
α ïðè

âñÿêîì i ìåíüøå 1/5 (ïî÷åìó ýòî âîçìîæíî?). Òåì ñàìûì, åñëè ìíîæåñòâî Γ(∆i) ïåðåñåêàåòñÿ ê êðóãîì Ω4,α,

òî îíî öåëèêîì ëåæèò â êëåòêå e
(2)
α è íå ïåðåñåêàåòñÿ ñ sk1(X).

Îáîçíà÷èì òåïåðü K
def

=
⋃

{∆i ⊂ B2 | ∃αΓ(∆i) ∩ Ω4,α 6= ∅} ⊂ B2; èíäåêñ α äëÿ êàæäîãî ∆i ⊂ K

åäèíñòâåííûé, ïîñêîëüêó êðóãè Ω4,α ⊂ e
(2)
α ïðè ðàçíûõ α íå ïåðåñåêàþòñÿ. Ïóñòü Γ′ : K → X � íåïðåðûâíîå

êóñî÷íî-ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå, ñîâïàäàþùåå ñ Γ â âåðøèíàõ òðåóãîëüíèêîâ ∆i (B2 è e
(2)
α � ïîäìíîæåñòâà

R
2
, òàê ÷òî ïîíÿòèå êóñî÷íî-ëèíåéíîãî îòîáðàæåíèÿ èìååò ñìûñë).

Îïðåäåëèì ãîìîòîïèþ Γt : K → X �îðìóëîé Γt
def

= tΓ′ + (1 − t)Γ (ýòî èìååò ñìûñë ïî òîé æå ïðè÷èíå,

÷òî è êóñî÷íàÿ ëèíåéíîñòü Γ′
: è îáðàç, è ïðîîáðàç âëîæåíû â R

2
), è ðàññìîòðèì îòîáðàæåíèå Γ′′ : B2 → X ,

çàäàííîå íà êàæäîì òðåóãîëüíèêå ∆i �îðìóëîé

Γ′′(x) =











Γ′(x), Γ(x) ∈ Ω2,α,

Γ3−5|Γ(x)|(x), Γ(x) ∈ Ω3,α \ Ω2,α,

Γ(x), Γ(x) ⊂ e
(2)
α \ Ω3,α.

Î÷åâèäíî, Γ′′
íåïðåðûâíî è ñîâïàäàåò ñ Γ (òî åñòü ñ γ) íà ãðàíèöå êðóãà B2. Òåì ñàìûì Γ′′

ýòî òàêæå

ñòÿãèâàíèå ïåòëè γ â òî÷êó; â äàëüíåéøåì áóäåì äëÿ ïðîñòîòû îáîçíà÷àòü åãî Γ.
Îáîçíà÷èì δα ⊂ Ω1,α êðóã, öåëèêîì ëåæàùèé â Γ(∆i) ïðè íåêîòîðîì i (ò.å. íå ïåðåñåêàþùèéñÿ ñ îáðàçàìè

ðåáåð è âåðøèí òðèàíãóëÿöèè ∆ êðóãà B2). Ïóñòü òåïåðü Rα,t : e
(2)
α → e

(2)
α � ãîìîòîïèÿ, �ðàçäóâàþùàÿ� êðóã

δα íà âþ e
(2)
α è ëèíåéíàÿ (òî÷íåå, à��èííàÿ) íà ýòîì êðóãå. Èíûìè ñëîâàìè, Rα,0 = id, Rα,t(x) = x äëÿ

âñåõ x ∈ ∂e
(2)
α , à Rα,1 � à��èííîå ïðåîáðàçîâàíèå, äëÿ êîòîðîãî Rα,1(δα) = e

(2)
α . Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî x ∈ B2

ïóñòü α òàêîâ, ÷òî Γ(x) ∈ e
(2)
α ; åñëè Γ(x) /∈ sk1(X), òî òàêîé èíäåêñ α ∈ I2 ñóùåñòâóåò è åäèíñòâåí. Ïîëîæèì

ïî îïðåäåëåíèþ Ψt(x) = Rα,t(Γ(x)); åñëè æå Γ(x) ∈ sk1(X), òî Ψt(x)
def

= x � î÷åâèäíî, ýòî íå íàðóøàåò

1



íåïðåðûâíîñòè (ïîñêîëüêî ãîìîòîïèè Rα,t íåïîäâèæíû íà ãðàíèöàõ êðóãîâ). Òåì ñàìûì îòîáðàæåíèå Ψ1

ñîâïàäàåò ñ Γ (è òåì ñàìûì ñ γ) íà ãðàíèöå B2 è ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé, êàê è Γ, ñòÿãèâàíèå êðèâîé γ â òî÷êó.

Ïðîîáðàç Γ−1(e
(2)
α ) ⊂ ∆i ⊂ B2 ýòî ïðîîáðàç êðóãà δα ïðè à��èííîì îòîáðàæåíèè, ò.å. îáëàñòü Eα ⊂ B2 ⊂

R
2
, îãðàíè÷åííàÿ ýëëèïñîì. Òîãäà Ψ1(Eα) = e

(2)
α , è Ψ1(x) ∈ sk1(X), åñëè x /∈

⋃

α Eα. Ñ ýòîãî ìîìåíòà áóäåì

îáîçíà÷àòü Ψ1 îïÿòü ñèìâîëîì Γ.
Îòîáðàæåíèå Γ ïåðåâîäèò âåñü êðóã B2, êðîìå îáúåäèíåíèÿ íåïåðåñåêàþùèõñÿ ýëëèïòè÷åñêèõ îáëàñòåé

E1, . . . , EN , â sk1(X), íà ãðàíèöå êðóãà ñîâïàäàåò ñ γ, à íà ãðàíèöå êàæäîé îáëàñòè Eα ñîâïàäàåò ñ χ
(2)
α

∣

∣

∣

∂B2

.

Ñîåäèíèì îòìå÷åííóþ òî÷êó b ∈ ∂B2 ñèñòåìîé íåïåðåñåêàþùèõñÿ ïóòåé s1. . . . , sN ñ ãðàíèöàìè îáëàñòåé

E1, . . . , EN . �ðàíèöà êðóãà B2 ãîìîòîïíà, â B2 \ (E1 ∪ · · · ∪EN ), êðèâîé (s1 · τ1 · s
−1
1 ) · · · · · (sN · τN · s−1

N ), ãäå

τi � îáõîä ãðàíèöû îáëàñòè Ei (ýëëèïñà) ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè. Êîìïîçèöèÿ Γ ñ ïóòåì τα ðàâíà χ
(2)
α ◦ ξ1,

îòêóäà âûòåêàåò, ÷òî γ ãîìîòîïíà (êàê ïåòëÿ â sk1(X)) ïðîèçâåäåíèþ ïåòåëü âèäà (Γ ◦ sα) · χ
(2)
α · (Γ ◦ sα)

−1
,

êëàññû ãîìîòîïèè êîòîðûõ ïðèíàäëåæàò íîðìàëüíîé ïîäãðóïïå, ïîðîæäåííîé âñåìè uα, òî åñòü ïîäãðóïïe

H . �

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû î êëåòî÷íîé àïïðîêñèìàöèè íàì ïîòðåáóåòñÿ âñïîìîãàòåëüíîå óòâåðæäåíèå:

Ëåììà 1 (ëåììà Áîðñóêà). Ïóñòü X � êëåòî÷íîå ïðîñòðàíñòâî, Y � ïðîèçâîëüíîå òîïîëîãè÷åñêîå

ïðîñòðàíñòâî, Z ⊂ X � êëåòî÷íîå ïîäïðîñòðàíñòâî. Ïóñòü çàäàíà ãîìîòîïèÿ Φ : Z × [0, 1] → Y è

îòîáðàæåíèå Ψ0 : X → Y òàêîå, ÷òî Ψ0(z) = Φ(z, 0) äëÿ ëþáîãî z ∈ Z. Òîãäà ñóùåñòâóåò ãîìîòîïèÿ

Ψ : X × [0, 1] → Y òàêàÿ, ÷òî Ψ(x, 0) = Ψ0(x) ïðè âñåõ x ∈ X è Φ(z, t) = Ψ(z, t) äëÿ âñåõ z ∈ Z, t ∈ [0, 1].

Èíûìè ñëîâàìè, åñëè åñòü ãîìîòîïèÿ îòîáðàæåíèé êëåòî÷íîãî ïîäïðîñòðàíñòâà è ïðîäîëæåíèå íà âñå

ïðîñòðàíñòâî åå íà÷àëüíîãî ÷ëåíà, òî íà ïðîñòðàíñòâî ìîæíî ïðîäîëæèòü âñþ ãîìîòîïèþ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Çà�èêñèðóåì êëåòêó e
(k)
α ïðîñòðàíñòâà X è ïðåäïîëîæèì, ÷òî ãîìîòîïèÿ Ψ óæå çàäàíà

íà âñåõ êëåòêàõ ïîäïðîñòðàíñòâà Z è íà âñåõ êëåòêàõ e
(i)
β ïðîñòðàíñòâà X ðàçìåðíîñòè i < k. Òåì ñàìûì

Ψ(x, t) îïðåäåëåíà ïðè âñåõx ∈ ∂e
(k)
α è ïðîèçâîëüíîì t, à òàêæå ïðè âñåõ x è t = 0. Îòîæäåñòâëÿÿ e

(k)
α ñ

intBk, ïîëó÷èì çàäà÷ó ïðîäîëæåíèÿ îòîáðàæåíèÿ Ψ íà Bk × [0, 1] ïðè óñëîâèè, ÷òî îíî çàäàíî íà Ck
def

=
∂Bk × [0, 1] ∪Bk × {0} � ñòåíêàõ è äíå öèëèíäðà.

Ìíîæåñòâî Ck � ðåòðàêò Bk × [0, 1], òî åñòü ñóùåñòâóåò íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå (ðåòðàêöèÿ) f : Bk ×
[0, 1] → Ck òàêîå, ÷òî f(s) = s ïðè âñåõ s ∈ Ck ⊂ Bk (íàïðèìåð, ìîæíî âëîæèòü Bk × [0, 1] ⊂ R

k+1
è âçÿòü

â êà÷åñòâå f ïðîåêöèþ èç òî÷êè (a, 1 + ε), ãäå a � öåíòð øàðà Bk, à ε > 0 ïðîèçâîëüíî). Îòîáðàæåíèå

(b, t) 7→ Ψ(f(b, t)) ÿâëÿåòñÿ èñêîìûì ïðîäîëæåíèåì.

Òåì ñàìûì ñóùåñòâóåò ïðîäîëæåíèå ãîìîòîïèè Ψ â ïðîèçâîëüíóþ êëåòêó, åñëè âî âñå êëåòêè ìåíüøåé

ðàçìåðíîñòè ãîìîòîïèÿ óæå ïðîäîëæåíà. Ïðè ýòîì ïðîäîëæåíèå ìîæíî äåëàòü îäíîâðåìåííî äëÿ âñåõ êëåòîê

äàííîé ðàçìåðíîñòè (ïî÷åìó ïðè ýòîì íå íàðóøàåòñÿ íåïðåðûâíîñòü?). Òàêèì îáðàçîì ïîëó÷èì äëÿ êàæäîãî

n íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå Ψn : skn(X) × [0, 1] → Y , ïðîäîëæàþùåå ãîìîòîïèþ Φ è îòîáðàæåíèå Ψ0,

ïðè÷åì ýòè ïðîäîëæåíèÿ ñîãëàñîâàíû: Ψn|skn−1(X)×[0,1] = Ψn−1. Ýòî äàåò îòîáðàæåíèå Ψ : X × [0, 1] → Y ,

íåïðåðûâíîñòü êîòîðîãî âûòåêàåò èç îïðåäåëåíèÿ êëåòî÷íîé òîïîëîãèè (íåïðåðûâíîñòü íà êàæäîì îñòîâå

âëå÷åò íåïðåðûâíîñòü íà âñåì ïðîñòðàíñòâå). �

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû î êëåòî÷íîé àïïðîêñèìàöèè. �àññìîòðè êëåòêó e
(k)
α â X è ïðåäïîëîæèì, ÷òî

îòîáðàæåíèå f óæå êëåòî÷íîå íà Z è íà âñåõ êëåòêàõ ðàçìåðíîñòè ìåíüøå k. Ïîñêîëüêó ìíîæåñòâî (çàìûêàíèå

êëåòêè) e
(k)
α çàìêíóòî è ïåðåñåêàåòñÿ ñ êîíå÷íûì ÷èñëîì êëåòîê, îíî êîìïàêòíî; òîãäà îáðàç f(e

(k)
α ) òàêæå

êîìïàêòåí, îòêóäà âûòåêàåò, ÷òî f(e
(k)
α ) ïåðåñåêàåòñÿ ñ êîíå÷íûì ÷èñëîì êëåòîê â Y .

Ïóñòü e
(m)
β ∩ f(e

(k)
α ) 6= ∅ è m > k (åñëè òàêèõ êëåòîê íåò, òî îòîáðàæåíèå f óæå êëåòî÷íî íà êëåòêå

e
(k)
α ). Îòîæäåñòâèì êëåòêó e

(m)
β ñ øàðîì Bm ⊂ R

m
ðàäèóñà 1 ïîñðåäñòâîì õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî îòîáðàæåíèÿ

χ
(m)
β è ïîäâåðãíåì íà íåì îòîáðàæåíèå f ãîìîòîïèè, àíàëîãè÷íîé ãîìîòîïèè Γ′

t èç äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 4

ëåêöèè 13 âûøå. Ïîñëå ãîìîòîïèè îòîáðàæåíèå f íà øàðå B1,m ⊂ Bm ⊂ R
m
ðàäèóñà 1/5 ñîâïàäàåò ñ êóñî÷íî-

ëèíåéíûì îòîáðàæåíèåì R
k → R

m
, à ïîñêîëüêó k < m, åãî îáðàç íå ñîâïàäàåò ñî âñåì Bm (äîêàæèòå!).

Ïóñòü òåïåðü y ∈ Bm \ f(e
(k)
α ), è ïóñòü Φ : Bm \ {y} → ∂Bm � ïðîåêöèÿ øàðà áåç òî÷êè y íà ñ�åðó èç òîé

æå òî÷êè y. Êîìïîçèöèÿ f̃
def

= Φ◦ f ãîìîòîïíà f ; îáðàç f̃(e
(k)
α ) ïåðåñåêàåòñÿ ñ òåìè æå êëåòêàìè ðàçìåðíîñòè,

áîëüøåé k, ÷òî è f(e
(k)
α ), çà èñêëþ÷åíèåì e

(m)
β . Ïîâòîðÿÿ ýòó ïðîöåäóðó êîíå÷íîå êîëè÷åñòâî ðàç, ïîñòðîèì

îòîáðàæåíèå, ãîìîòîïíîå f è òàêîå, ÷òî îáðàç eα ñ êëåòêàìè ðàçìåðíîñòè m > k âîîáùå íå ïåðåñåêàåòñÿ, ò.å.
ëåæèò â skk(Y ). Ýòó ãîìîòîïèþ ìîæíî ïðîäåëàòü äëÿ âñåõ êëåòîê ðàçìåðíîñòè k îäíîâðåìåííî è ïðîäîëæèòü
çàòåì íà âñå ïðîñòðàíñòâî X ïî ëåììå Áîðñóêà.

Òàêèì îáðàçîì, åñëè f êëåòî÷íîå íà skk−1(X), òî åãî ìîæíî ñäåëàòü êëåòî÷íûì íà skk(X), ïîäâåðãíóâ
ãîìîòîïèè, íåïîäâèæíîé íà Z è íà skk−1(X). �àññóæäàÿ òàê æå, êàê â äîêàçàòåëüñòâå ëåììû Áîðñóêà,



ïîëó÷èì, ÷òî òåì ñàìûì ïîñòðîåíà íåïîäâèæíàÿ íà Z ãîìîòîïèÿ f è îòîáðàæåíèÿ, êëåòî÷íîãî íà âñåì

X . �


