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1. ÈÍÄÅÊÑ ÏËÎÑÊÎÉ Ê�ÈÂÎÉ.

Âî âñåõ çàäà÷àõ ýòîãî ëèñòêà ïðåäïîëàãàåòñÿ èçâåñòíûì ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå. Ïóñòü G � ìíîæåñòâî

çàìêíóòûõ êðèâûõ íà ïëîñêîñòè, íå ïðîõîäÿùèõ ÷åðåç íà÷àëî êîîðäèíàò, òî åñòü ìíîæåñòâî íåïðåðûâíûõ

îòîáðàæåíèé γ : [0, 1] → R2 \ {(0, 0)}, äëÿ êîòîðûõ γ(0) = γ(1). Òîãäà ñóùåñòâóåò îòîáðàæåíèå ind : G → Z

(èíäåêñ), îáëàäàþùåå ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:

(1) Åñëè γ1, γ2 ∈ G � äâå êðèâûõ, γ1(1) = γ2(0), è êðèâàÿ γ ∈ G ïîëó÷àåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíûì ïðîõîæäåíèåì

ñíà÷àëà γ1, à ïîòîì γ2 (îáîçíà÷åíèå: γ = γ1 · γ2), òî ind(γ) = ind(γ1) + ind(γ2).
(2) Åñëè γs ∈ G � ñåìåéñòâî çàìêíóòûõ êðèâûõ, íåïðåðûâíî çàâèñÿùèõ îò ïàðàìåòðà s ∈ [0, 1] è íå

ïðîõîäÿùèõ ÷åðåç íà÷àëî êîîðäèíàò, òî èíäåêñ ind(γs) íå çàâèñèò îò s.
(3) Åñëè ι(t) = (cos 2πt, sin 2πt) ïðè t ∈ [0, 1], òî ind(ι) = 1.

Ïðîñòåéøèå ñâîéñòâà èíäåêñà

Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî çàìêíóòûå êðèâûå γ0 è γ1 ãîìîòîïíû, åñëè ñóùåñòâóåò ñåìåéñòâî γs ∈ G, íåïðåðûâíî
çàâèñÿùåå îò s ∈ [0, 1] (γ0 è γ1 � êðèâûå ýòîãî ñåìåéñòâà ïðè s = 0 è s = 1 ñîîòâåòñòâåííî). Ñîãëàñíî ñâîéñòâó
2 èíäåêñû ãîìîòîïíûõ êðèâûõ ñîâïàäàþò.

Çàäà÷à 1. Ïóñòü ǫ(t) = a ∈ R2 \ {(0, 0)} ïðè âñåõ t ∈ [0, 1]. Äîêàæèòå, ÷òî ind(ǫ) = 0.

Óêàçàíèå. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ïðîèçâîëüíîé êðèâîé γ ∈ G êðèâûå γ è γ · ǫ ãîìîòîïíû, òî åñòü ñóùåñòâóåò
ñåìåéñòâî γs ∈ G, íåïðåðûâíî çàâèñÿùèõ îò s ∈ [0, 1] è íå ïðîõîäÿùèõ ÷åðåç íà÷àëî êîîðäèíàò, äëÿ êîòîðîãî
γ0 = γ, à γ1 = γ · ǫ. Ïîñëå ýòîãî âîñïîëüçóéòåñü ñâîéñòâàìè 1 è 2.

Çàäà÷à 2. Ïóñòü γ̃(t)
def

= γ(1− t) äëÿ âñåõ t ∈ [0, 1]. Äîêàæèòå, ÷òî ind(γ̃) = − ind(γ).

Óêàçàíèå. Äîêàæèòå, ÷òî êðèâûå γ · γ̃ è ǫ ãîìîòîïíû.

Òåîðåìà Áðàóýðà íà ïëîñêîñòè

Ïóñòü Ω ⊂ R2
� êðóã åäèíè÷íîãî ðàäèóñà ñ öåíòðîì â íà÷àëå êîîðäèíàò, è F : Ω → Ω � íåïðåðûâíîå

îòîáðàæåíèå. Äëÿ êàæäîãî r ≥ 0 îáîçíà÷èì ωr(t) = (r cos 2πt, r sin 2πt). Òàêæå ïóñòü G(v)
def

= v − F (v) è

ur(t)
def

= G(ωr(t)).

Çàäà÷à 3. Ïðåäïîëîæèì,÷òî u1(t) 6= (0, 0) ïðè âñåõ t ∈ [0, 1]. Äîêàæèòå, ÷òî êðèâûå u1 è ι (èç ñâîéñòâà 3)
ãîìîòîïíû.

Çàäà÷à 4 (òåîðåìà Áðàóýðà íà ïëîñêîñòè). Äîêàæèòå, ÷òî îòîáðàæåíèå F èìååò íåïîäâèæíóþ òî÷êó, òî

åñòü ñóùåñòâóåò a ∈ Ω òàêîå, ÷òî F (a) = a.

Óêàçàíèå. �àññìîòðèòå ur êàê ñåìåéñòâî êðèâûõ, íåïðåðûâíî çàâèñÿùèõ îò ïàðàìåòðà r ∈ [0, 1], è ñðàâíèòå
èíäåêñû êðèâûõ u0 (çàäà÷à 1) è u1 (çàäà÷à 3).

Îñíîâíàÿ òåîðåìà àëãåáðû

Â ýòîì ðàçäåëå ìû îòîæäåñòâëÿåì ïëîñêîñòü R2
è ìíîæåñòâî êîìïëåêñíûõ ÷èñåë C. Ïóñòü P (z)

def

= zn +
an−1z

n−1 + · · · + a1z + a0 � ìíîãî÷ëåí ñ êîìïëåêñíûìè êîý��èöèåíòàìè. Îáîçíà÷èì ur(t) = P (ωr(t)), ãäå
ωr îïðåäåëÿåòñÿ òàê æå, êàê â ðàçäåëå ïðî òåîðåìó Áðàóýðà âûøå. Òàêæå ïóñòü wr,n(t) = ωr(t)

n
(âîçâåäåíèå

êîìïëåêñíîãî ÷èñëà â ñòåïåíü n).

Çàäà÷à 5. a) Äîêàæèòå, ÷òî w1,n = ι · . . . · ι (n �ìíîæèòåëåé�). á) Äîêàæèòå, ÷òî ind(wr,n) = n ïðè ëþáîì

r > 0. â) Äîêàæèòå, ÷òî ñóùåñòâóåò ÷èñëî R > 0 òàêîå, ÷òî ïðè ëþáîì r ≥ R êðèâûå ur è wr,n ãîìîòîïíû.

Óêàçàíèå. Ïîëîæèì γs(t) = Ps(ωr(t)), ãäå Ps(z) = zn+san−1z
n−1+ · · ·+sa1z+sa0; òîãäà γ0 = wr,n è γ1 = ur

Íóæíî äîêàçàòü ñóùåñòâîâàíèå R òàêîãî, ÷òî ïðè r ≥ R êðèâàÿ γs ñ ïðîèçâîëüíûì s ∈ [0, 1] íå ïðîõîäèò
÷åðåç íà÷àëî êîîðäèíàò 0 ∈ C.

Çàäà÷à 6 (îñíîâíàÿ òåîðåìà àëãåáðû). Äîêàæèòå, ÷òî ñóùåñòâóåò êîìïëåêñíîå ÷èñëî z òàêîå, ÷òî P (z) = 0.

Óêàçàíèå. �àññìîòðèòå ñåìåéñòâî çàìêíóòûõ êðèâûõ vs = usR, s ∈ [0, 1], è ñðàâíèòå èíäåêñû êðèâûõ v0 è
v1.
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Òåîðåìà î âîçàõ

Ïóñòü Ω � êðóã èç ðàçäåëà ïðî òåîðåìó Áðàóýðà âûøå, è a, b : [0, 1] → Ω � äâå êðèâûå (íåïðåðûâíûå

îòîáðàæåíèÿ), ñîåäèíÿþùèõ ïàðû äèàìåòðàëüíî ïðîòèâîïîëîæíûõ òî÷åê åãî ãðàíèöû: a(0) = (−1, 0), a(1) =
(1, 0) è b(0) = (0,−1), b(1) = (0, 1). Îïðåäåëèì îòîáðàæåíèå D : [0, 1]2 → R2

�îðìóëîé D(p, q) = a(p) − b(q),
p, q ∈ [0, 1]. Îáîçíà÷èì Qr : [0, 1] → [0, 1]2 íåïðåðûâíóþ êðèâóþ, îáõîäÿùóþ ïî ïåðèìåòðó (ñ ïîñòîÿííîé

ñêîðîñòüþ ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè) ãðàíèöó êâàäðàòà ñî ñòîðîíîé r (r ∈ [0, 1]), öåíòð êîòîðîãî ëåæèò â

òî÷êå (1/2, 1/2).

Çàäà÷à 7. Îáîçíà÷èì ur(t) = D(Qr(t)). Äîêàæèòå, ÷òî ind(u1) = 1, à ind(u0) = 0, åñëè ñîîòâåòñòâóþùèå

êðèâûå íå ïðîõîäÿò ÷åðåç íà÷àëî êîîðäèíàò.

Óêàçàíèå. Êàê îáû÷íî, íóæíî äîêàçàòü, ÷òî êðèâàÿ u1 ãîìîòîïíà êðèâîé ι èç ñâîéñòâà 3.

Çàäà÷à 8. Äîêàæèòå, ÷òî êðèâûå a è b ïåðåñåêàþòñÿ: ñóùåñòâóþò p, q ∈ [0, 1] òàêèå, ÷òî a(p) = b(q).

Çàäà÷à 9 (òåîðåìà î âîçàõ). Èç ãîðîäà A â ãîðîä B âåäóò äâå äîðîãè. Â ïîëäåíü èç ãîðîäà A âûåçæàþò

äâå òåëåãè � îäíà ïî ïåðâîé äîðîãå, äðóãàÿ ïî âòîðîé. Òåëåãè ñâÿçàíû äðóã ñ äðóãîì êàíàòîì äëèíîé 10 ì.

×åðåç äâà ÷àñà òåëåãè áëàãîïîëó÷íî ïðèáûâàþò â ãîðîä B. Â ïîëíî÷ü èç ãîðîäîâ âûåçæàþò äâà êðóãëûõ

âîçà äèàìåòðîì 10 ì êàæäûé � îäèí èç ãîðîäà A â ãîðîä B ïî ïåðâîé äîðîãå, à äðóãîé èç ãîðîäà B â ãîðîä

A ïî âòîðîé. Äîêàæèòå, ÷òî ãäå-òî ïî äîðîãå âîçû ñòîëêíóòñÿ äðóã ñ äðóãîì.

Òåîðåìà î ïðè÷åñûâàíèè åæà

Ïóñòü S2 = {(x, y, z) ∈ R3 | x2 + y2 + z2 = 1} � ñ�åðà åäèíè÷íîãî ðàäèóñà ñ öåíòðîì â íà÷àëå êîîðäèíàò.

Âåêòîðíûì ïîëåì íà ñ�åðå íàçûâàåòñÿ íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå X : S2 → R3
òàêîå, ÷òî äëÿ êàæäîé òî÷êè

a ∈ S2
ñ�åðû åå îáðàç X(a) ïåðïåíäèêóëÿðåí a (òî åñòü êàñàåòñÿ ñ�åðû â òî÷êå a, åñëè åãî îòëîæèòü îò

òî÷êè a).
Ïóñòü h ∈ [−1, 1]. Îáîçíà÷èì ph : [0, 1] → S2

ïàðàëëåëü íà øèðîòå h, òî åñòü êðèâóþ, êîòîðàÿ îáõîäèò

ïåðåñå÷åíèå ñ�åðû ñ ïëîñêîñòüþ z = h (ýòî îêðóæíîñòü) ñ ïîñòîÿííîé ñêîðîñòüþ ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè

(åñëè ñìîòðåòü ñî ñòîðîíû ñåâåðíîãî ïîëþñà). Îáîçíà÷èì vh(t) âåêòîð åäèíè÷íîé äëèíû, êàñàþùèéñÿ ïàðàëëåëè
ph â òî÷êå ph(t), è ïóñòü uh(t) � óãîë ìåæäó âåêòîðàìè X(ph(t)) è vh(t). Ýòîò óãîë ìû ñ÷èòàåì òî÷êîé

îêðóæíîñòè S1 ⊂ R2
; îí îïðåäåëåí, åñëè X(ph(t)) 6= 0. Òåì ñàìûì, åñëè âåêòîðíîå ïîëå X íå îáðàùàåòñÿ â

íóëü íà ïàðàëëåëè ph, òî uh äëÿ òàêîãî h � çàìêíóòàÿ êðèâàÿ íà ïëîñêîñòè, íå ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç íà÷àëî

êîîðäèíàò.

Çàäà÷à 10. a) Ïóñòü X(0, 0, 1) 6= 0. Äîêàæèòå, ÷òî ñóùåñòâóåò òàêîå ε > 0, ÷òî ïðè 1 − ε < h < 1 êðèâàÿ

uh îïðåäåëåíà è åå èíäåêñ ðàâåí 1. á) Äîêàæèòå, ÷òî åñëè âåêòîðíîå ïîëå X íèãäå íå îáðàùàåòñÿ â íóëü, òî

ind(uh) = 1 äëÿ âñåõ h 6= ±1.

Ïóñòü ϕ ∈ [0, π]. Îáîçíà÷èì òåïåðü qs êðèâóþ, îáõîäÿùóþïåðåñå÷åíèå îêðóæíîñòè ñ ïëîñêîñòüþ, ïðîõîäÿùåé

÷åðåç íà÷àëî êîîðäèíàò è ïåðïåíäèêóëÿðíîé âåêòîðó nϕ = (sinϕ, 0, cosϕ) (ýòî îêðóæíîñòü áîëüøîãî êðóãà)
ñ ïîñòîÿííîé ñêîðîñòüþ ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè, åñëè ñìîòðåòü ñî ñòîðîíû êîíöà âåêòîðà nϕ. Â ÷àñòíîñòè,

q0 = p0. Îïðåäåëèì òåïåðü ïëîñêóþ êðèâóþ vϕ òàê æå, êàê îïðåäåëÿëàñü êðèâàÿ uh âûøå, òîëüêî âìåñòî

êðèâîé ph áóäåì èñïîëüçîâàòü êðèâóþ qϕ. Êðèâàÿ vϕ îïðåäåëåíà, åñëè âåêòîðíîå ïîëå X íå îáðàùàåòñÿ â

íóëü â òî÷êàõ êðèâîé qϕ.

Çàäà÷à 11. Äîêàæèòå, ÷òî ind vπ = −1.

Çàäà÷à 12 (òåîðåìà î ïðè÷åñûâàíèè åæà). Äîêàæèòå, ÷òî íà ñ�åðå S2
ñóùåñòâóåò òî÷êà, â êîòîðîé âåêòîðíîå

ïîëå X îáðàùàåòñÿ â íóëü.

Óêàçàíèå. Åñëè X íèãäå íå îáðàùàåòñÿ â íóëü, òî êðèâûå vϕ îïðåäåëåíû ïðè âñåõ ϕ ∈ [0, π] è, î÷åâèäíî,
íåïðåðûâíî çàâèñÿò îò ϕ. �àññìîòðèòå èõ èíäåêñû.

Çàäà÷à 13. a) Ïîñòðîéòå ïðèìåð âåêòîðíîãî ïîëÿ íà ñ�åðå, êîòîðîå îáðàùàåòñÿ â íóëü òîëüêî â îäíîé

òî÷êå. á) Ïîñòðîéòå ïðèìåð âåêòîðíîãî ïîëÿ íà òîðå, êîòîðîå íèãäå íå îáðàùàåòñÿ â íóëü.


