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6. �ÎÌÎÒÎÏÈ×ÅÑÊÀß ÝÊÂÈÂÀËÅÍÒÍÎÑÒÜ Ì �ÎÌÎÌÎ�ÔÈÇÌ F∗.

Çàäà÷à 1. a) Ïóñòü U ⊂ R
2
îòêðûòî è ëèíåéíî ñâÿçíî, a ∈ U . Äîêàæèòå, ÷òî V

def

= U \ {a} ëèíåéíî ñâÿçíî,
à ãðóïïà π1(V, b) áåñêîíå÷íà äëÿ âñÿêîãî b ∈ V . á) Äîêàæèòå, ÷òî ïðè ãîìåîìîð�èçìå êðóãà (ñ ãðàíèöåé) â
ñåáÿ òî÷êè ãðàíèöû ïåðåõîäÿò â òî÷êè ãðàíèöû. â) Äîêàæèòå, ÷òî öèëèíäð S1 × [0, 1] è ëåíòà Ìåáèóñà íå

ãîìåîìîð�íû. ßâëÿþòñÿ ëè îíè ãîìîòîïè÷åñêè ýêâèâàëåíòíûìè?

Óêàçàíèå. Â ëåêöèè 7 áûëî äîêàçàíî, ÷òî ïëîñêîñòü R
2
íå ãîìåîìîð�íà (õîòÿ ãîìîòîïè÷åñêè ýêâèâàëåíòíà)

çàìêíóòîé ïîëóïëîñêîñòè Π
def

= {(x, y) ∈ R
2 | y ≥ 0}.

Çàäà÷à 2. Äîêàæèòå, ÷òî ëåíòà Ìåáèóñà M ãîìîòîïè÷åñêè ýêâèâàëåíòíà îêðóæíîñòè, à åå êðàé ∂M
ãîìåîìîð�åí îêðóæíîñòè. Ïóñòü ι : ∂M → M� òàâòîëîãè÷åñêîå âëîæåíèå (êàæäîé òî÷êå ãðàíèöû ñîïîñòàâëÿåòñÿ

îíà ñàìà, íî óæå êàê òî÷êà ëåíòû Ìåáèóñà). Îïèøèòå ãîìîìîð�èçì ι∗ : π1(∂M, a) → π1(M, a), ãäå a �

ïðîèçâîëüíàÿ òî÷êà ãðàíèöû.

Êîíå÷íûì ãðà�îì íàçûâàåòñÿ òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî, ïîëó÷åííîå ñêëåèâàíèåì êîíå÷íîãî ÷èñëà

îòðåçêîâ (íàçûâàåìûõ ðåáðàìè ãðà�à) ïî êàêîìó-íèáóäü îòîæäåñòâëåíèþ èõ êîíöîâ (òî÷êè, ïîëó÷åííûå

ïðè îòîæäåñòâëåíèè, íàçûâàþòñÿ âåðøèíàìè). �åáðî ãðà�à íàçûâàåòñÿ ïåòëåé, åñëè åãî êîíöû îòîæäåñòâåíû

(ÿâëÿþòñÿ îäíîé è òîé æå âåðøèíîé).

Çàäà÷à 3. a) Ïóñòü e� ðåáðî êîíå÷íîãî ãðà�àG, íå ÿâëÿþùååñÿ ïåòëåé, àG/e� òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî,

ïîëó÷åííîå ñòÿãèâàíèåì â òî÷êó ðåáðà e. Äîêàæèòå, ÷òî G/e ãîìåîìîð�íî êîíå÷íîìó ãðà�ó. Êàê ñâÿçàíû
êîëè÷åñòâà âåðøèí è ðåáåð ó G è G/e? á) Äîêàæèòå, ÷òî G/e ãîìîòîïè÷åñêè ýêâèâàëåíòíî G. â) Äîêàæèòå,
÷òî êîíå÷íûé ãðà� ëèíåéíî ñâÿçåí òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà äëÿ ëþáûõ äâóõ åãî âåðøèí a è b ñóùåñòâóåò
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ðåáåð e1, . . . , ek òàêàÿ, ÷òî äëÿ ëþáîãî i = 1, . . . , k êîíöû ðåáðà ei � âåðøèíû ci è ci+1,

ïðè ýòîì c1 = a è ck+1 = b. ã) Äîêàæèòå, ÷òî ëèíåéíî ñâÿçíûé ãðà� ãîìîòîïè÷åñêè ýêâèâàëåíòåí áóêåòó

îêðóæíîñòåé. Êàê ñâÿçàíû äðóã ñ äðóãîì êîëè÷åñòâî ýòèõ îêðóæíîñòåé, êîëè÷åñòâî âåðøèí è êîëè÷åñòâî

ðåáåð ãðà�à?
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