
ÍÌÓ, ÂÅÑÍÀ 2021 �. ÒÎÏÎËÎ�Èß

7. ÍÀÊ�ÛÒÈß.

Çàäà÷à 1. Íàêðûòèå p : E → B ñ ëèíåéíî ñâÿçíîé áàçîé B íàçûâàåòñÿ íîðìàëüíûì, åñëè ïîäãðóïïà

p∗(π1(E, b)) ⊂ π1(B, p(b)) íîðìàëüíà (b ∈ E � ïðîèçâîëüíàÿ òî÷êà). Äîêàæèòå, ÷òî íàêðûòèå íå íîðìàëüíî

òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñóùåñòâóþò ïåòëÿ γ : [0, 1] → E, γ(0) = γ(1) = b è íåçàìêíóòûé ïóòü δ : [0, 1] → E,
δ(0) 6= δ(1) òàêèå, ÷òî p ◦ δ = p ◦ γ.

Äåéñòâèåì ãðóïïû G íà ìíîæåñòâå X íàçûâàåòñÿ ãîìîìîð�èçì A ãðóïïû G â ãðóïïó áèåêöèé ìíîæåñòâà

X â ñåáÿ. Èíûìè ñëîâàìè, äëÿ êàæäîãî g ∈ G îïðåäåäåíî îòîáðàæåíèå A(g) : X → X , ïðè÷åì A(gh) =
A(h) ◦ A(g), îòêóäà âûòåêàåò, ÷òî A(e) = idX è A(g−1) = A(g)−1

. Äåéñòâèå A ãðóïïû G íà òîïîëîãè÷åñêîì

ïðîñòðàíñòâå íàçûâàåòñÿ òî÷íî äèñêðåòíûì, åñëè äëÿ êàæäîé òî÷êè a ∈ X ñóùåñòâóåò îòêðûòîå ìíîæåñòâî

U ⊂ X , a ∈ U , òàêîå ÷òî ìíîæåñòâà U è A(g)(U) ïåðåñåêàþòñÿ òîëüêî ïðè g = e (êîãäà îíè, ðàçóìååòñÿ,

ñîâïàäàþò).

Çàäà÷à 2. a) Äîêàæèòå, ÷òî äåéñòâèå ãðóïïû Z íà X = R, ïðè êîòîðîì A(n)(t) = t + n (ãäå n ∈ Z, t ∈ R),

òî÷íî äèñêðåòíî. Îáîáùèòå ýòî óòâåðæäåíèå íà ñëó÷àé äåéñòâèÿ ãðóïïû G = Z
k
íà ïðîñòðàíñòâå X = R

k
:

A(n)(x) = x + n; çäåñü n = (n1, . . . , nk) ∈ Zk
, à x = (x1, . . . , xk) ∈ Rk

. á) Äîêàæèòå, ÷òî äåéñòâèå ãðóïïû

Z/2Z = {1,−1} íà ñ�åðå Sn
, ïðè êîòîðîì A(g)(x) = gx (óìíîæåíèå âåêòîðà x ∈ Sn ⊂ Rn+1

íà ÷èñëî g = ±1),
òî÷íî äèñêðåòíî. â) Íàçîâåì òî÷êè (x, y), (x′, y′) ∈ R2

ýêâèâàëåíòíûìè, åñëè ñóùåñòâóþò k, ℓ ∈ Z òàêèå, ÷òî

x′ = x + k, y′ = (−1)ky + ℓ. Îïèøèòå ãðóïïó G è åå òî÷íî äèñêðåòíîå äåéñòâèå íà R2
òàêîå, ÷òî êàæäûé

êëàññ ýêâèâàëåíòíîñòè ïî îïèñàííîìó îòíîøåíèþ ÿâëÿåòñÿ îðáèòîé.

Çàäà÷à 3. a) ÏóñòüA� òî÷íî äèñêðåòíîå äåéñòâèå ãðóïïûG íà ëèíåéíî ñâÿçíîì òîïîëîãè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå

E, è ïóñòüB = X/A� ïðîñòðàíñòâî îðáèò ýòîãî äåéñòâèÿ (ñ �àêòîð-òîïîëîãèåé). Äîêàæèòå, ÷òî îòîáðàæåíèå

p : E → B, ñîïîñòàâëÿþùåå êàæäîìó ýëåìåíòó a ∈ E åãî îðáèòó, ÿâëÿåòñÿ íîðìàëüíûì íàêðûòèåì, ñëîé

êîòîðîãî � ãðóïïà G (ñ äèñêðåòíîé òîïîëîãèåé). á) Äîêàæèòå, ÷òî �àêòîð π1(B, p(b))/p∗(π1(E, b)) (äëÿ

ïðîèçâîëüíîé òî÷êè b ∈ E) èçîìîð�åí ãðóïïå G. â) Îáðàòíîå óòâåðæäåíèå: ïóñòü p : E → B � íîðìàëüíîå

íàêðûòèå ñ ëèíåéíî ñâÿçíûì E. Ïîñòðîéòå òî÷íî äèñêðåòíîå äåéñòâèå ãðóïïû π1(B, p(b))/p∗(π1(E, b)) íà E
òàêîå, ÷òî ñóùåñòâóåò ãîìåîìîð�èçì f : B → E/A, äëÿ êîòîðîãî êîìïîçèöèÿ f ◦p : E → E/A � îòîáðàæåíèå,

ñîïîñòàâëÿþùåå êàæäîìó ýëåìåíòó a ∈ E åãî îðáèòó.

Óêàçàíèå. Êîðîòêî ãîâîðÿ, óòâåðæäåíèå çàäà÷è 3a îçíà÷àåò, ÷òî íàêðûòèå, ïîðîæäåííîå (òî÷íî äèñêðåòíûì)

äåéñòâèåì ãðóïïû, íîðìàëüíî. Óòâåðæäåíèå çàäà÷è 3â � îáðàòíîå: ëþáîå íîðìàëüíîå íàêðûòèå ïîðîæäàåòñÿ

òî÷íî äèñêðåòíûì äåéñòâèåì ãðóïïû. Óòâåðæäåíèå çàäà÷è 3á ïîêàçûâàåò, êàê ýòà ãðóïïà ñâÿçàíà ñ òîïîëîãèåé

íàêðûòèÿ.

Çàäà÷à 4. a) Äîêàæèòå, ÷òî �àêòîð R2
ïî îòíîøåíèþ ýêâèâàëåíòíîñòè èç çàäà÷è 2â ãîìåîìîð�åí áóòûëêå

Êëåéíà. á) Äîêàæèòå, ÷òî �óíäàìåíòàëüíàÿ ãðóïïà áóòûëêè Êëåéíà èçîìîð�íà ãðóïïå ñ äâóìÿ îáðàçóþùèìè

a, b è ñîîòíîøåíèåì aba = b. â) Ïóñòü T2 = R2/Z2
� äâóìåðíûé òîð, à îòîáðàæåíèå f : T2 → T2

çàäàíî

�îðìóëîé f(x, y) = (−x, y + 1/2). Äîêàæèòå, ÷òî �àêòîð-ïðîñòðàíñòâî K = T2/
(

(x, y) ∼ f(x, y)∀(x, y) ∈ T2
)

ãîìåîìîð�íî áóòûëêå Êëåéíà, à ñòàíäàðòíîå îòîáðàæåíèå (ïðîåêöèÿ) p : T2 → K � äâóëèñòíîå íàêðûòèå.

ã) Îïèøèòå ïîäãðóïïó p∗(π1(T
2)) ⊂ π1(K); óáåäèòåñü, ÷òî îíà äåéñòâèòåëüíî èçîìîð�íà Z2 = π1(T

2) è èìååò
èíäåêñ 2.

Íàïîìíèì, ÷òî ãðà� � ðåçóëüòàò ñêëåéêè íåêîòîðîãî (íå îáÿçàòåëüíî êîíå÷íîãî) ìíîæåñòâà îòðåçêîâ ïî

êàêîìó-íèáóäü îòîæäåñòâëåíèþ èõ êîíöîâ. �ðà� íàçûâàåòñÿ ëîêàëüíî êîíå÷íûì, åñëè âàëåíòíîñòü êàæäîé



b

a

•
•

•

•
•

•

•
•

•

•
•

•

•

•

•

•

• •

•

•

•

•

• • ••

•
•

•

•
•

•

•
•

•

•
•

•

•

•

•

•

• ••

�èñ. 1. Íàêðûòèÿ íàä áóêåòîì äâóõ îêðóæíîñòåé
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åãî âåðøèíû êîíå÷íà, ò.å. êàæäûé êëàññ ýêâèâàëåíòíîñòè ïðè ñêëåéêå ñîäåðæèò êîíå÷íîå ÷èñëî ýëåìåíòîâ

(êîíöîâ îòðåçêîâ).

Çàäà÷à 5. Äîêàæèòå, ÷òî ïîäìíîæåñòâî X ⊂ Γ ëîêàëüíî êîíå÷íîãî ãðà�à G êîìïàêòíî òîãäà è òîëüêî

òîãäà, êîãäà îíî çàìêíóòî è ëåæèò â îáúåäèíåíèè êîíå÷íîãî ìíîæåñòâà ðåáåð.

Çàäà÷à 6. a) Äîêàæèòå, ÷òî ãðà� Γa, èçîáðàæåííûé íà ðèñ. 1a (áåñêîíå÷íîå äåðåâî), îäíîñâÿçåí. á) Ïîñòðîéòå

íàêðûòèå pa : Γa → S1 ∨ S1
íàä áóêåòîì èç äâóõ îêðóæíîñòåé. Äîêàæèòå, èñïîëüçóÿ ðåçóëüòàò çàäà÷è

6a, ÷òî π1(S
1 ∨ S1) � ñâîáîäíàÿ ãðóïïà F2 ñ äâóìÿ îáðàçóþùèìè. â) Äîêàæèòå, ÷òî ãðà� Γa ñòÿãèâàåì

(ãîìîòîïè÷åñêè ýêâèâàëåíòåí òî÷êå).

Óêàçàíèå. Âíà÷àëå äàéòå òî÷íîå îïðåäåëåíèå ãðà�à Γa (êàêèå â íåì âåðøèíû è ðåáðà).

Çàäà÷à 7. a) Ïîñòðîéòå íàêðûòèå pb : Γb → S1 ∨ S1
, ãäå ãðà� Γb èçîáðàæåí íà ðèñ. 1b. á) Âû÷èñëèòå

ïîäãðóïïó (pb)∗(π1(Γb)) ⊂ F2, (ò.å. óêàæèòå êðèòåðèé òîãî, ÷òî äàííûé ýëåìåíò x ∈ F2 ïðèíàäëåæèò ýòîé

ïîäãðóïïå). â) Íîðìàëüíà ëè ïîäãðóïïà (pb)∗(π1(Γb)) ⊂ F2? ã) Îïèøèòå π1(Γb) êàê ãðóïïó, òî åñòü çàäàéòå

îáðàçóþùèìè è ñîîòíîøåíèÿìè.

Çàäà÷à 8. a) , á) , â) , ã) . Òå æå âîïðîñû ïðî ãðà�, èçîáðàæåííûé íà ðèñ. 1.

Çàäà÷à 9. a) Òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî Γ ÿâëÿåòñÿ ñâÿçíûì n-ëèñòíûì íàêðûòèåì áóêåòà èç k îêðóæíîñòåé.
Äîêàæèòå, ÷òî Γ ãîìåîìîð�íî êîíå÷íîìó ãðà�ó, è íàéäèòå ÷èñëî âåðøèí è ðåáåð ýòîãî ãðà�à. á) Èñïîëüçóÿ

ðåçóëüòàòû çàäà÷è 9a è çàäà÷è 3 ëèñòêà 6, äîêàæèòå, ÷òî åñëè ãðóïïà G ÿâëÿåòñÿ ïîäãðóïïîé ñâîáîäíîé

ãðóïïû Fk ñ k îáðàçóþùèìè, è èíäåêñ |Fk : G| = n êîíå÷åí, òî G èçîìîð�íà ñâîáîäíîé ãðóïïå Fp. Âûðàçèòå

÷èñëî p ÷åðåç n è k. Ïðîäóìàéòå âîçìîæíîñòü ÷èñòî àëãåáðàè÷åñêîãî äîêàçàòåëüñòâà ýòîãî óòâåðæäåíèÿ.

Çàäà÷à 10. Êîìïëåêñíîå ÷èñëî c íàçûâàåòñÿ êðèòè÷åñêèì çíà÷åíèåì ìíîãî÷ëåíà P : C → C, åñëè íàéäåòñÿ

z ∈ C òàêîå, ÷òî P (z) = c, P ′(z) = 0. a) Ïóñòü UP ⊂ C � ìíîæåñòâî íåêðèòè÷åñêèõ çíà÷åíèé ìíîãî÷ëåíà

P , è VP
def

= P−1(UP ) ⊂ C. Äîêàæèòå, ÷òî îòîáðàæåíèå P : VP → UP � n-ëèñòíîå íàêðûòèå, ãäå n �

ñòåïåíü ìíîãî÷ëåíà P . á) Äîêàæèòå, ÷òî UP ãîìîòîïè÷åñêè ýêâèâàëåíòíî áóêåòó îêðóæíîñòåé, à π1(UP , b) �
ñâîáîäíàÿ ãðóïïà. Óêàæèòå ÿâíî îáðàçóþùèå ýòîé ãðóïïû. â) Îïèøèòå äåéñòâèå π1(UP , b) íà ñëîå P

−1(b) ⊂
VP (ïîäíÿòèÿìè ïåòåëü) â ñëó÷àå P (z) = zn, b = 1. ã) Òîò æå âîïðîñ äëÿ P (z) = zn − nz − 1, b = 0.

Óêàçàíèå. Â çàäà÷å 10á ïîëåçíî ïðèäóìàòü íå îäíó, à íåñêîëüêî ñèñòåì îáðàçóþùèõ.


