
ÍÌÓ, ÂÅÑÍÀ 2021 �. ÒÎÏÎËÎ�Èß

8. ÊËÅÒÎ×ÍÛÅ �ÀÇÁÈÅÍÈß.

1. Îáùàÿ òîïîëîãèÿ êëåòî÷íûõ ïðîñòðàíñòâ

Ïðè ðåøåíèè çàäà÷ ìîæíî (è íóæíî!) ñâîáîäíî ïîëüçîâàòüñÿ òåîðåìîé î êëåòî÷íîé àïïðîêñèìàöèè.

Çàäà÷à 1. a) Äîêàæèòå, ÷òî êëåòî÷íîå ïðîñòðàíñòâî êîìïàêòíî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíî ñîñòîèò èç

êîíå÷íîãî êîëè÷åñòâà êëåòîê. á) Âñÿêîå ëè êëåòî÷íîå ïðîñòðàíñòâî õàóñäîð�îâî?

Çàäà÷à 2. Äîêàæèòå, ÷òî êëåòî÷íàÿ òîïîëîãèÿ â îñòîâå skn(X) ⊂ X ñîâïàäàåò ñ òîïîëîãèåé, èíäóöèðîâàííîé

èç X (òîïîëîãèåé ïîäìíîæåñòâà); çäåñü X � êëåòî÷íîå ïðîñòðàíñòâî ñ êëåòî÷íîé òîïîëîãèåé.

Çàäà÷à 3. a) Äîêàæèòå, ÷òî êîìïîíåíòû ëèíåéíîé ñâÿçíîñòè êëåòî÷íîãî ïðîñòðàíñòâà îòêðûòû è çàìêíóòû,

à ñàìî îíî ñâÿçíî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ëèíåéíî ñâÿçíî. á) Äîêàæèòå, ÷òî ëèíåéíî ñâÿçíîå êëåòî÷íîå

ïðîñòðàíñòâî ãîìîòîïè÷åñêè ýêâèâàëåíòíî êëåòî÷íîìó ïðîñòðàíñòâó ñ åäèíñòâåííîé íóëüìåðíîé êëåòêîé.

Çàäà÷à 4. Ïóñòü X � ëèíåéíî ñâÿçíîå êëåòî÷íîå ïðîñòðàíñòâî, à ιn : skn(X) → X � òàâòîëîãè÷åñêîå

âëîæåíèå. a) Äîêàæèòå, ÷òî îòîáðàæåíèå (ι2)∗ : Π1(sk2(X)) → Π1(X)� ýêâèâàëåíòíîñòü êàòåãîðèé. á*) Ïðèâåäèòå

ïðèìåð ïðîñòðàíñòâà X , äëÿ êîòîðîãî ι2 íå ÿâëÿåòñÿ ãîìîòîïè÷åñêîé ýêâèâàëåíòíîñòüþ.

Çàäà÷à 5. a) ÏóñòüX � êëåòî÷íîå ïðîñòðàíñòâî, ñîñòîÿùåå èç êîí÷åíîãî íàáîðà êëåòîê e1, . . . , eN ; íàèáîëüøàÿ

ðàçìåðíîñòü êëåòêè ðàâíà n. Äîêàæèòå, ÷òî X ïîëó÷àåòñÿ èç ñâîåãî (n− 1)-îñòîâà skn−1(X) ïðèêëåèâàíèåì
âñåõ n-ìåðíûõ êëåòîê ïî õàðàêòåðèñòè÷åñêîìó îòîáðàæåíèþ ãðàíèöû, ò.å. ãîìåîìîð�íî �àêòîð-ïðîñòðàíñòâó

skn−1(X) ⊔
⊔

i∈In
Bn,i (ãäå Bn,i � çàìêíóòûé n-ìåðíûé øàð äëÿ ëþáîãî i ∈ In) ïî îòíîøåíèþ u ∼ χi(u),

ãäå u ∈ ∂Bn,i, χi : ∂Bn,i → skn−1(X) � îãðàíè÷åíèå õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî îòîáðàæåíèÿ i-é n-ìåðíîé êëåòêè

íà ãðàíèöó øàðà. á*) Ïðèâåäèòå ïðèìåð áåñêîíå÷íîãî êëåòî÷íîãî ïðîñòðàíñòâà ñ êëåòêàìè ðàçìåðíîñòè, íå

ïðåâûøàþùåé n, äëÿ êîòîðîãî óòâåðæäåíèå, àíàëîãè÷íîå ïóíêòó 5a, íåâåðíî.

Çàäà÷à 6. Äîêàæèòå, ÷òî â ñâîáîäíîé ãðóïïå ñ 2 îáðàçóþùèìè a è b ýëåìåíòû ab è ba íå ñîâïàäàþò.

2. Ïðèìåðû êëåòî÷íûõ ïðîñòðàíñòâ

Çàäà÷à 7. Äîêàæèòå, ÷òî â ïðèìåðàõ 1�7 ëåêöèè 12 ïîñòðîåííûå êëåòî÷íûå ðàçáèåíèÿ äåéñòâèòåëüíî

ÿâëÿþòñÿ òàêîâûìè äëÿ óêàçàííûõ ïðîñòðàíñòâ (ñ�åð, ñ�åðû ñ ðó÷êàìè, RPn
è ò.ä.) � èíûìè ñëîâàìè,

÷òî òîïîëîãèÿ, ïðîåêòèâíàÿ îòíîñèòåëüíî õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ îòîáðàæåíèé êëåòîê, ñîâïàäàåò ñ îáû÷íîé

òîïîëîãèåé â ýòèõ ïðîñòðàíñòâàõ.

Çàäà÷à 8. a) Ñîâïàäàåò ëè êëåòî÷íàÿ òîïîëîãèÿ â S∞
(ïðèìåð 8 ëåêöèè 12) ñ òîïîëîãèåé, ïðîåêòèâíîé

îòíîñèòåëüíî âñåõ òàâòîëîãè÷åñêèõ âëîæåíèé ιn : skn(S
∞) → S∞

? á) Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáîãî n ≥ 0 îñòîâ
skn(S

∞) ñòÿãèâàåì â îñòîâå skn+1(S
∞) â òî÷êó. Âûâåäèòå îòñþäà, ÷òî òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî S∞

(ñ

êëåòî÷íîé òîïîëîãèåé) ñòÿãèâàåìî.

Çàäà÷à 9. Äîêàæèòå, ÷òî êëåòî÷íàÿ òîïîëîãèÿ íà ñ÷åòíîì áóêåòå îòðåçêîâ (ñ åñòåñòâåííûì êëåòî÷íûì

ðàçáèåíèåì � óòî÷íèòå!) ñîâïàäàåò ñ òîïîëîãèåé çàäà÷è 8 ëèñòêà 2 (è, ñëåäîâàòåëüíî, íåìåòðèçóåìà).

Çàäà÷à 10. Ïîñòðîéòå êëåòî÷íîå ðàçáèåíèå è âû÷èñëèòå �óíäàìåíòàëüíóþ ãðóïïó a) îáúåäèíåíèÿ äâóìåðíîé

ñ�åðû è åå äèàìåòðà, á) ñèììåòðè÷åñêîãî êâàäðàòà îêðóæíîñòè ��àêòîðà S1×S1
ïî îòíîøåíèþ ýêâèâàëåíòíîñòè

(x, y) ∼ (y, x), x, y ∈ S1
, â) ñèììåòðè÷åñêîãî êóáà îêðóæíîñòè (îïðåäåëåíèå ïðèäóìàéòå ñàìîñòîÿòåëüíî),

ã) ñèììåòðè÷åñêîãî êâàäðàòà òîðà T2 = S1 × S1
, ä) äîïîëíåíèÿ R3 \ {(x, y, 0) ∈ R3 | x2 + y2 = 1}.

Çàäà÷à 11. Äîêàæèòå, ÷òî ñòàíäàðòíîå ðàçáèåíèå CPn = {pt} ⊔ C ⊔ · · · ⊔ Cn
ïðåäñòàâÿëåò ñîáîé êëåòî÷íîå

ðàçáèåíèå, è âûâåäèòå èç ýòîãî, ÷òî CPn
îäíîñâÿçíî.

Çàäà÷à 12. Äîêàæèòå, ÷òî ñ�åðû ñ g ðó÷êàìè ïðè ðàçëè÷íûõ g, ïðîåêòèâíàÿ ïëîñêîñòü, ëåíòà Ìåáèóñà è

áóòûëêà Êëåéíà ïîïàðíî ãîìîòîïè÷åñêè íå ýêâèâàëåíòíû.

Çàäà÷à 13. Ïóñòü a ∈ R è Ga � �óíäàìåíòàëüíàÿ ãðóïïà äîïîëíåíèÿ â R3 \ (Ω ∪ ωa), ãäå Ω = {(x, y, 0) ∈
R3 | x2 + y2 = 1} è ωa = {(x, 0, z) ∈ R3 | (x − a)2 + z2 = 1} (äâå îêðóæíîñòè). Äîêàæèòå, ÷òî G1 = Z2

, à

G3 � ñâîáîäíàÿ ãðóïïà ñ 2 îáðàçóþùèìè (è, êàê ñëåäñòâèå, ñîîòâåòñòâóþùèå äîïîëíåíèÿ ãîìîòîïè÷åñêè íå
ýêâèâàëåíòíû).
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