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Ëèñòîê 1.

Çàäà÷à 1. Ïóñòü ‖x‖2 =
√
x21 + x22 è ‖x‖∞ = max{|x1|, |x2|}. Äîêàæèòå, ÷òî ïðîñòðàíñòâà

(R2, ‖ · ‖∞) è (R2, ‖ · ‖2) ïîëíû, ãîìåîìîðôíû, íî íå èçîìåòðè÷íû.
Çàäà÷à 2. Äîêàæèòå, ÷òî â ïîëíîì íîðìèðîâàííîì ïðîñòðàíñòâå âñÿêàÿ ïîñëåäîâàòåëü-

íîñòü âëîæåííûõ çàìêíóòûõ øàðîâ èìååò îáùóþ òî÷êó.
Çàäà÷à 3∗. Ïóñòü ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî X ñ íîðìîé ‖ · ‖1 ïîëíî è ñ íîðìîé ‖ · ‖2 ïîëíî.

Èñïîëüçóÿ òåîðåìó Áýðà äîêàæèòå, ÷òî èç îöåíêè ‖ · ‖1 ≤ C1‖ · ‖2 ñëåäóåò ‖ · ‖2 ≤ C2‖ · ‖1.
Çàäà÷à 4. Ïóñòü fn, f ∈ C∞[0, 1]. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî fn → f , åñëè

max
x∈[0,1]

∣∣f (j)
n (x)− f (j)(x)

∣∣→ 0

ïðè n → ∞ äëÿ âñåõ j ≥ 0. Äîêàæèòå, ÷òî òàêàÿ ñõîäèìîñòü çàäàåòñÿ ìåòðèêîé, íî íå
çàäàåòñÿ íîðìîé.
Çàäà÷à 5. Äîêàæèòå, ÷òî ïîëíîå áåñêîíå÷íîìåðíîå ïðîñòðàíñòâî íåëüçÿ ïðåäñòàâèòü

â âèäå ñ÷åòíîãî îáúåäèíåíèÿ êîíå÷íîìåðíûõ ïðîñòðàíñòâ. Ìîæíî ëè íà ïðîñòðàíñòâå
ìíîãî÷ëåíîâ ââåñòè íîðìó òàê, ÷òî îíî ñòàíåò ïîëíûì?
Ïóñòü X, Y � âåêòîðíûå ïðîñòðàíñòâà íàä R. Îòîáðàæåíèå L : X 7→ Y íàçûâàåòñÿ ëè-

íåéíûì, åñëè L(αx + βy) = αL(x) + βL(y) äëÿ âñåõ α, β ∈ R è x, y ∈ X. Ëèíåéíîå îòîá-
ðàæåíèå åùå íàçûâàþò ëèíåéíûì îïåðàòîðîì. Åñëè Y = R, òî L íàçûâàþò ëèíåéíûì
ôóíêöèîíàëîì.
Çàäà÷à 6. Ïóñòü L,L1, . . . , Ln � ëèíåéíûå ôóíêöèîíàëû è ÿäðî L ñîäåðæèò ∩kKerLk.

Äîêàæèòå, ÷òî L = c1L1 + . . .+ cnLn.
Çàäà÷à 7. Äîêàæèòå, ÷òî íåïðåðûâíîñòü ëèíåéíîãî ôóíêöèîíàëà ðàâíîñèëüíà çàìêíó-

òîñòè åãî ÿäðà. Âåðíî ëè àíàëîãè÷íîå óòâåðæäåíèå äëÿ ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ?
Çàäà÷à 8. Äîêàæèòå, ÷òî íîðìèðîâàííîå ïðîñòðàíñòâî X êîíå÷íîìåðíî òîãäà è òîëüêî

òîãäà, êîãäà âñÿêèé ëèíåéíûé ôóíêöèîíàë íà X íåïðåðûâåí.
Ïîëîæèì

‖L‖ = sup
x : ‖x‖≤1

‖L(x)‖

Çàäà÷à 9.
(a) Äîêàæèòå, ÷òî âåëè÷èíà ‖L‖ êîíå÷íà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà L � íåïðåðûâíûé

îïåðàòîð.
(b) Äîêàæèòå, ÷òî ‖L‖ � íîðìà íà ëèíåéíîì ïðîñòðàíñòâå íåïðåðûâíûõ ëèíåéíûõ

îïåðàòîðîâ.
(c) Äîêàæèòå, ÷òî ‖L1 ◦ L2‖ ≤ ‖L1‖‖L2‖.
(d)∗ Äîêàæèòå, ÷òî ïðîñòðàíñòâî ëèíåéíûõ íåïðåðûâíûõ îïåðàòîðîâ ñî çíà÷åíèÿìè â

ïîëíîì íîðìèðîâàííîì ïðîñòðàíñòâå ÿâëÿåòñÿ ïîëíûì ïðîñòðàíñòâîì îòíîñèòåëüíî íîð-
ìû ‖L‖.
Çàäà÷à 10. Ïóñòü L(x) = Ax : Rn 7→ Rn, ãäå A � ìàòðèöà n × n è ðàññìàòðèâàåòñÿ

ïðîñòðàíñòâî Rn ñ åâêëèäîâîé íîðìîé. Äîêàæèòå, ÷òî ‖L‖ ðàâíà
√
λ, ãäå λ � íàèáîëüøåå

ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå ìàòðèöû A∗A.
Çàäà÷à 11. Âîçüìåì íà Rn íîðìó ‖x‖ = max |xi|. Íàéäèòå íîðìó îïåðàòîðà, çàäàííîãî

ìàòðèöåé A.
Çàäà÷à 12. Ïóñòü L � ëèíåéíûé íåïðåðûâíûé îïåðàòîð íà ïîëíîì íîðìèðîâàííîì ïðî-

ñòðàíñòâå.
(a) Äîêàæèòå, ÷òî ðÿä eL =

∑∞
n=0

Ln

n!
ñõîäèòñÿ ïî íîðìå â ïðîñòðàíñòâå íåïðåðûâíûõ

îïåðàòîðîâ.
(b) Ïóñòü L1 ◦ L2 = L2 ◦ L1. Äîêàæèòå, ÷òî e

L1+L2 = eL1 ◦ eL2 .
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