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Ëèñòîê 4.

Çàäà÷à 1. Ïóñòü A ñîñòîèò èç ìíîæåñòâ, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ îáúåäèíåíèåì êîíå÷íîãî ÷èñëà
äèçúþíêòíûõ ïîëóèíòåðâàëîâ [a, b) ∈ [0, 1). Äîêàæèòå, ÷òî A ÿâëÿåòñÿ àëãåáðîé, íî íå ÿâëÿåòñÿ
ñèãìà-àëãåáðîé.
Çàäà÷à 2. Ïóñòü S � íåêîòîðûé êëàññ ìíîæåñòâ â X. Ïóñòü A1 � ïóñòîå ìíîæåñòâî, ìíîæåñòâà

èç íàáîðà S è èõ äîïîëíåíèÿ. ×åðåç A2 îáîçíà÷èì íàáîð âñåõ êîíå÷íûõ ïåðåñå÷åíèé ìíîæåñòâ èç
A1. Äîêàæèòå, ÷òî íàáîð A3, ñîñòîÿùèé èç âñåõ êîíå÷íûõ îáúåäèíåíèé ìíîæåñòâ èç A2, ñîâïàäàåò
ñ àëãåáðîé, ïîðîæäåííîé íàáîðîì S.
Çàäà÷à 3. Ïóñòü A � ñèãìà-àëãåáðà è ìíîæåñòâî S /∈ A. Äîêàæèòå, ÷òî

σ({A, S}) =
{
(A ∩ S) ∪ (B ∩ (X \ S)) : A,B ∈ A

}
.

Çàäà÷à 4. Äîêàæèòå, ÷òî âñÿêîå ìíîæåñòâî A ⊂ σ(S) ïðèíàäëåæèò σ({Sn}) äëÿ íåêîòîðîãî íå
áîëåå ÷åì ñ÷åòíîãî íàáîðà ìíîæåñòâ Sn èç S.
Çàäà÷à 5. Äîêàæèòå, ÷òî áîðåëåâñêàÿ ñèãìà-àëãåáðà B(R) ñîâïàäàåò ñ ñèãìà-àëãåáðîé ïîðîæ-

äåííîé (a) âñåìè èíòåðâàëàìè ñ ðàöèîíàëüíûìè êîíöàìè, (b) âñåìè çàìêíóòûìè ëó÷àìè,
(c) âñåìè îòðåçêàìè.
Çàäà÷à 6. Ïóñòü fn � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (X,A) � èçìåðèìûõ ôóíêöèé. Äîêàæèòå, ÷òî ôóíê-

öèè supn fn(x) è infn fn(x) èçìåðèìû. Ïðèâåäèòå ïðèìåð, ÷òî äëÿ íåñ÷åòíîãî íàáîðà ôóíêöèé
ýòî óòâåðæäåíèå íåâåðíî.
Çàäà÷à 7.
(a) Ïóñòü f : R × Y → R è ïðè êàæäîì y ôóíêöèÿ x → f(x, y) íåïðåðûâíà íà R, à ïðè

êàæäîì x ôóíêöèÿ y → f(x, y) èçìåðèìà îòíîñèòåëüíî ñèãìà àëãåáðû A íà Y . Äîêàæèòå, ÷òî f
èçìåðèìà îòíîñèòåëüíî ñèãìà-àëãåáðû B(R)⊗A.

(b) Ïóñòü f(x, y) ïðè êàæäîì y èíòåãðèðóåìà ïî Ðèìàíó íà [a, b] ïî x, è ïðè êàæäîì x ýòà
ôóíêöèÿ ÿâëÿåòñÿ (Y,B) � èçìåðèìîé ïî y. Äîêàæèòå, ÷òî

F (y) =

∫ b

a
f(x, y) dx

ÿâëÿåòñÿ èçìåðèìîé ôóíêöèåé íà (Y,B).
Çàäà÷à 8. Ïóñòü f èçìåðèìà îòíîñèòåëüíî ñèãìà-àëãåáðû, ïîðîæäåííîé ôóíêöèåé g (ò.å. îòíî-

ñèòåëüíî g−1(B(R))). Äîêàæèòå, ÷òî f = F (g) äëÿ íåêîòîðîé áîðåëåâñêîé ôóíêöèè F .
Çàäà÷à 9. Íà àëãåáðå, ñîñòîÿùåé èç êîíå÷íûõ îáúåäèíåíèé ïîïàðíî íåïåðåñåêàþùèõñÿ ïî-

ëóèíòåðâàëîâ [a, b) â R çàäàíà ìåðà µ ôîðìóëîé µ([a, b)) = F (b) − F (a), ãäå F � ìîíîòîííàÿ
îãðàíè÷åííàÿ è íåïðåðûâíàÿ ñëåâà ôóíêöèÿ íà R. Äîêàæèòå, ÷òî ñóùåñòâóåò êîìïàêòíûé êëàññ,
ïðèáëèæàþùèé ìåðó µ.
Çàäà÷à 10.
(a) Äîêàæèòå, ÷òî âñÿêîå îòêðûòîå ìíîæåñòâî â Rn ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå íå áîëåå ÷åì

ñ÷åòíîãî îáúåäèíåíèÿ äèçúþíêòíûõ îòêðûòûõ øàðîâ è ìíîæåñòâà ìåðû íóëü.
(b) Äîêàæèòå, ÷òî åñëè L(x) = b+ Cx, òî λ(C(A)) = |detC|λ(A).
(c) Ïóñòü µ � âåðîÿòíîñòíàÿ áîðåëåâñêàÿ ìåðà íà åäèíè÷íîì êóáå. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äëÿ ëþ-

áûõ äâóõ ìíîæåñòâ B1 è B2, îòëè÷àþùèõñÿ ñäâèãîì, âåðíî ðàâåíñòâî µ(B1) = µ(B2). Äîêàæèòå,
÷òî µ � ìåðà Ëåáåãà.
Çàäà÷à 11. Äîêàæèòå, ÷òî íà ïðÿìîé åñòü òàêîå áîðåëåâñêîå ìíîæåñòâî B, ÷òî äëÿ âñÿêîãî

èíòåðâàëà I ìíîæåñòâà B ∩ I è (R \B) ∩ I èìåþò ïîëîæèòåëüíóþ ìåðó Ëåáåãà.
Çàäà÷à 12. Ïóñòü A � ìíîæåñòâî ïîëîæèòåëüíîé ìåðû Ëåáåãà íà ÷èñëîâîé ïðÿìîé. Äîêàæèòå,

÷òî ìíîæåñòâî A−A ñîäåðæèò èíòåðâàë.
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