7 1: Ĺŋćăřĺăŋšŋżě ŕőďŕřőśšřăŋśšćă. 31

x7. Ńĺŋěľŋżě őŕěřăšőřż ĺ łőřřěń£űĺĺ.

Őśŋőćŋżě őŕřěďěńěŋĺ£ ĺ śőčńăÿěŋĺ£. Ŋă ŕřőš£ęěŋĺĺ ćśěľ ¡šőľ šěňż śĺňćőńőň V őąőğŋăůăěšś£ ćěłšőřŋőě ŕřőśšřăŋśšćő ŋăď őśŋőćŋżň ŕőńěň k.

Ŋěŋşńěćőľ ćěłšőř v ∈ V ŋăğżćăěšś£ śőąśšćěŋŋżň ćěłšőřőň ńĺŋěľŋőčő őŕěřăšőřă A : V → V ś śőąśšćěŋŋżň ůĺśńőň λ, ěśńĺ Av = λv.

Ňŋőęěśšćő śőąśšćěŋŋżţ ćěłšőřőć, őšćěůă¿źĺţ śőąśšćěŋŋőňş ůĺśńş λ, őąřăğşěš ćěłšőřŋőě ŕőďŕřőśšřăŋśšćő ć V , łőšőřőě ňż ąşďěň őąőğŋăůăšĳ ůěřěğ V_λ ĺ ŋăğżćăšĳ śőąśšćěŋŋżň ŕőďŕřőśšřăŋśšćőň őŕěřăšőřă.

Łőřŋěćżň ćěłšőřőň ńĺŋěľŋőčő őŕěřăšőřă A, őšćěůă¿źĺň śőąśšćěŋŋőňş ůĺśńş λ, ŋăğżćăěšś£ šăłőľ ćěłšőř v ∈ V , ďń£ łőšőřőčő ŋăľďěšś£ šăłőě ŋăšşřăńĳŋőě ůĺśńő n, ůšő (A−λE)^n = 0 (E | ěďĺŋĺůŋżľ ĺńĺ šőęďěśšćěŋŋżľ őŕěřăšőř ŋă V ).

Ňŋőęěśšćő ćśěţ łőřŋěćżţ ćěłšőřőć, őšćěůă¿źĺţ śőąśšćěŋŋőňş ůĺśńş λ ńĺŋěľŋőčő őŕěřăšőřă A, őąřăğşěš ćěłšőřŋőě ŕřőśšřăŋśšćő L(λ), łőšőřőě ŋćăğżćăěšś£ łőřŋěćżň ŕőďŕřőśšřăŋśšćőň ńĺŋěľŋőčő őŕěřăšőřă A.

Ţăřăłšěřĺśšĺůěśłĺň ňŋőčőůńěŋőň őŕěřăšőřă A ŋăğżćăěšś£ ňŋőčőůńěŋ χ_A(t) = det(A − tE), čďě A | ňăšřĺűă ńĺŋěľŋőčő őŕěřăšőřă A ć ŋěłőšőřőň ąăğĺśě, A | ěďĺŋĺůŋă£ ňăšřĺűă. Ţăřăłšěřĺśšĺůěśłĺľ ňŋőčőůńěŋ ŋě ğăćĺśĺš őš ćżąőřă ąăğĺśă; ěčő łőřŋĺ ŋăğżćă¿šś£ śőąśšćěŋŋżňĺ ĺńĺ ţăřăłšěřĺśšĺůěśłĺňĺ ğŋăůěŋĺ£ňĺ őŕěřăšőřă A.

Ŕőďŕřőśšřăŋśšćő U ⊂ V ŋăğżćăěšś£ ĺŋćăřĺăŋšŋżň őšŋőśĺšěńĳŋő őŕěřăšőřă A (ĺńĺ Aĺŋćăřĺăŋšŋżň), ěśńĺ AU ⊂ U.

7.1. Ĺŋćăřĺăŋšŋżě ŕőďŕřőśšřăŋśšćă.

7.1.1. Ďőłăęĺšě A-ĺŋćăřĺăŋšŋőśšĳ śńěďş¿źĺţ ŕőďŕřőśšřăŋśšć: ker A, im A, im A^r, V_λ, L(λ). 7.1.2. Ďőłăęĺšě, ůšő śőąśšćěŋŋŋżě ćěłšőřż, őšćěůă¿źĺě řăğńĺůŋżň śőąśšćěŋŋżň ğŋăůěŋĺ£ň, | ńĺŋěľŋő ŋěğăćĺśĺňż.

7.1.3. Ďőłăęĺšě, ůšő łőřŋěćżě ćěłšőřż, őšćěůă¿źĺě řăğńĺůŋżň śőąśšćěŋŋżň ğŋăůěŋĺ£ň, | ńĺŋěľŋő ŋěğăćĺśĺňż.

7.1.4. Ŕşśšĳ ŕőďŕřőśšřăŋśšćő U | A-ĺŋćăřĺăŋšŋő. Ďőłăęĺšě, ůšő

(ă) ŋă ŕőďŕřőśšřăŋśšćě U łőřřěłšŋő ğăďăŋ ńĺŋěľŋżľ őŕěřăšőř A|_U (őčřăŋĺůěŋĺě A ŋă U), ŕřĺůěň ďĺăčřăňňă: U^{A|U}−→ U ↓ ↓ U^A−→ U łőňňşšăšĺćŋă;

(ą) ŋă ťăłšőřŕřőśšřăŋśšćě V/U śşźěśšćşěš ěďĺŋśšćěŋŋżľ ńĺŋěľŋżľ őŕěřăšőř B, ŕřĺ łőšőřőň ďĺăčřăňňă: V^A−→ V ↓ ↓ V/U^B−→ V/U łőňňşšăšĺćŋă.

İšőš őŕěřăšőř ňż ąşďěň ŋăğżćăšĳ ťăłšőřőŕěřăšőřőň.

(ć) ěśńĺ V | ŕř£ňă£ śşňňă A-ĺŋćăřĺăŋšŋżţ ŕőďŕřőśšřăŋśšć V = U ⊕W , šő śşźěśšćşěš

ĺğőňőřťĺğň α : W → V/U, ŕřĺ łőšőřőň ďĺăčřăňňă: V^π−→ V/U^α←− W A ↓ ↓ A|W ↓ V^π−→ V/U^α←− W łőňňşšăšĺćŋă.

7.1.5. Ďőłăęĺšě, ůšő ŕřőśšřăŋśšćő V řăśŕăďăěšś£ ć ŕř£ňş¿ śşňňş ker A ĺ im A (A | ńĺŋěľŋżľ őŕěřăšőř ŋă V ) šőčďă ĺ šőńĳłő šőčăďă, łőčďă ťăłšőřőŕěřăšőř ŋă V/ ker A ĺňěěš ŋşńěćőě £ďřő.

7.2. Ŕřĺňěřż ńĺŋěľŋżţ őŕěřăšőřőć.

7.2.6. Ŋăľďĺšě śőąśšćěŋŋżě ćěłšőřż, śőąśšćěŋŋżě ůĺśńă, ĺŋćăřĺăŋšŋżě ŕőďŕřőśšřăŋśšćă ĺ ňăšřĺűş (ďń£ łőŋěůŋőňěřŋżţ ŕřőśšřăŋśšć) śńěďş¿źĺţ őŕěřăšőřőć: (ă)^d_{dx} ć R_n[x] (ňŋőčőůńěŋż ŋăď R, śšěŕěŋĳ łőšőřżţ ŋě ŕřěćőśţőďĺš n); (ą)^{dk}_{dxk} ć R_n[x];

(ć)^d_{dx} ĺ^{dk}_{dxk} ć ŕřőśšřăŋśšćě łćăğĺňŋőčőůńěŋőć

e^{λx}R_n[x] = {e^{λx}(a_0 + a_1x + · · · + a_nx^n)| a_i ∈R};

(č) ∂ = ∑ x_i∂/∂x_i ć ŕřőśšřăŋśšćě R[x_1, x_2, . . . , x_n].

7.2.7. Ć ŕřőśšřăŋśšćě ňŋőčőůńěŋőć Rn[x] ć łăłőň-ŋĺąşďĳ ąăğĺśě ğăŕĺśăšĳ ňăšřĺűş ńĺŋěľŋőčő őŕěřăšőřă, ŕěřěćőď£źěčő ňŋőčőůńěŋ f(x) ć ňŋőčőůńěŋ 1∫ 0 (x^2y + xy^2)f(y)dy. Ŋăľďĺšě řăğňěřŋőśšĳ ěčő őąřăğă, śőąśšćěŋŋżě ůĺśńă ĺ śőąśšćěŋŋżě ćěłšőřż.

7.2.8. Ŋăľďĺšě śőąśšćěŋŋżě ůĺśńă ńĺŋěľŋőčő őŕěřăšőřă A ŋă Rn[x], ŕěřěćőď£źěčő ňŋőčőůńěŋ f(x) ć ňŋőčőůńěŋ f(ax + b) (a ĺ b | ťĺłśĺřőćăŋż).

7.2.9. Ŕřĺćěďĺšě ŕřĺňěř ńĺŋěľŋőčő őŕěřăšőřă A ć šřěţňěřŋőň ŕřőśšřăŋśšćě, ďń£ łőšőřőčő

(ă) V ≠ ker A ⊕ im A, (ą) V = ker A ⊕ im A, ŋő A ŋě £ćń£ěšś£ őŕěřăšőřőň ŕřőěłšĺřőćăŋĺ£.

7.3. Ŕřĺňěřż śőąśšćěŋŋżţ ůĺśěń ĺ ĺŋćăřĺăŋšŋżţ ŕőďŕřőśšřăŋśšć.

7.3.10. Ćż£śŋĺšě, ŕřĺ łăłĺţ şśńőćĺ£ţ őŕěřăšőř, ğăďăćăěňżľ ć ŋěłőšőřň ąăğĺśě ňăšřĺűěľ

0 0 . . . 0 λ_n 0 0 . . . λ_{n−1} 0 . . . . . . . . . . . . . . . 0 λ_2 . . . 0 0 λ_1 0 . . . 0 0

ĺňěěš ąăğĺś ĺğ śőąśšćěŋŋżţ ćěłšőřőć.

7.3.11. Ďőłăęĺšě, ůšő ěśńĺ λ | śőąśšćěŋŋőě ůĺśńő őŕěřăšőřă A ĺ f(t) - ŋěłőšőřżľ ňŋőčőůńěŋ ŋăď ŕőńěň k, šő f(λ) | śőąśšćěŋŋőě ůĺśńő őŕěřăšőřă f(A).

7 4: Łőňŕńěłśŋżě śőąśšćěŋŋżě ćěłšőřż ćěźěśšćěŋŋżţ őŕěřăšőřőć. 33

7.3.12. Ďőłăęĺšě, ůšő ěśńĺ ń¿ąőľ ćěłšőř v ∈ V £ćń£ěšś£ śőąśšćěŋŋżň ćěłšőřőň ďń£ őŕěřăšőřă A ŋă V , šő A | čőňőšěšĺ£, šő ěśšĳ A = λE.

7.3.13. Ŋăľďĺšě ćśě ĺŋćăřĺăŋšŋżě ŕőďŕřőśšřăŋśšćă

(ă) ďĺăčőŋăńĳŋőčő őŕěřăšőřă;

(ą) őŕěřăšőřă, ňăšřĺűă łőšőřőčő ć ŋěłőšőřőň ąăğĺśě ĺňěěš ćĺď:

λ 1 0 · · · 0 0 λ 1 · · · 0 · · · · · · · · · · · · · · · 0 0 0 · · · λ .

7.3.14. Ŕşśšĳ őŕěřăšőřż A ĺ B ć ăřĺťňěšĺůěśłőň ńĺŋěľŋőň ŕřőśšřăŋśšćě R^3 ğăďăŋż śćőĺňĺ ňăšřĺűăňĺ ć śšăŋďăřšŋőň ąăğĺśě: A = 5 −1 −1 −1 5 −1 −1 −1 5 B = −6 2 3 2 −3 6 3 6 2 .

Ŋăľďĺšě ćśě ŕőďŕřőśšřăŋśšćă, őďŋőćřěňěŋŋő ĺŋćăřĺăŋšŋżě łăł őšŋőśĺšěńĳŋő A, šăł ĺ őšŋőśĺšěńĳŋő B.

7.3.15. Ŕşśšĳ λ1, λ2, . . . , λn | śőąśšćěŋŋżě ůĺśńă ńĺŋěľŋőčő őŕěřăšőřă A ć n-ňěřŋőň ŕřőśšřăŋśšćě V ŋăď C . Ŋăľďĺšě śőąśšćěŋŋżě ůĺśńă őŕěřăšőřă A łăł őŕěřăšőřă ć śőőšćěšśšćş¿źěň 2n-ňěřŋőň ćěźěśšćěŋŋőň ŕřőśšřăŋśšćě.

7.3.16. Ŋăľďĺšě śőąśšćěŋŋżě ğŋăůěŋĺ£ ŕőćőřőšă ćěźěśšćěŋŋőľ ěćłńĺďőćőľ ŕńőśłőśšĺ ŋă şčőń φ ĺ śőąśšćěŋŋżě ćěłšőřż ¡šőčő ŕřěőąřăğőćăŋĺ£ ć łőňŕńěłśĺťĺłăűĺĺ ŕńőśłőśšĺ.

7.3.17. Ŕşśšĳ ďăŋ ńĺŋěľŋżľ őŕěřăšőř A ć n-ňěřŋőň łőňŕńěłśŋőň ŕřőśšřăŋśšćě. Ďőłăęĺšě, ůšő (ă) A ĺňěěš őďŋőňěřŋőě ĺ (n − 1)-ňěřŋőě ĺŋćăřĺăŋšŋőě ŕőďŕřőśšřăŋśšćő. (ą) Śşźěśšćşěš ąăğĺś, ć łőšőřőň ňăšřĺűă őŕěřăšőřă A ĺňěěš ćěřţŋěšřěşčőńĳŋżľ ćĺď. (ć) Ěśńĺ, łřőňě šőčő, A^m = id ďń£ ŋěłőšőřőčő ŋăšşřăńĳŋőčő m, šő tr(A^{−1} = trA.

7.4. Łőňŕńěłśŋżě śőąśšćěŋŋżě ćěłšőřż ćěźěśšćěŋŋżţ őŕěřăšőřőć.

Ąşďěň řăśśňăšřĺćăšĳ R^n ⊂ C^n , ďń£ z = z_1 z_2 . . z_n ∈ C^n ŕőńőęĺň:

Re(z) =

Rez_1 Rez_2 . . Rez_n ∈ R^n; Im(z) =

Imz_1 Imz_2 . . Imz_n ∈ R^n; —z = Re(z) − Im(z).

7.4.18.

(ă) Ŕőłăęĺšě, ůšő łőňŕńěłśŋőě śőŕř£ęěŋĺě —. : C^n → C^n őąńăďăěš śńěďş¿źĺňĺ śćőľśšćăňĺ: λz = —λ—z ĺ —z = z.

(ą) Őŕĺÿĺšě ŕőďňŋőęěśšćă: ćěźěśšćěŋŋżţ ćěłšőřőć | R^n ⊂ C^n ĺ ůĺśšő ňŋĺňżţ iR^n ⊂

C^n , ĺśŕőńĳğş£ łőňŕńěłśŋőě śőŕř£ęěŋĺě.

(ć) Ćżřăğĺšě Re(z) ĺ Im(z) ůěřěğ z ĺ —z.

7.4.19. Ďőłăęĺšě, ůšő ďń£ ćś£łőčő łőŋěůŋőňěřŋőčő łőňŕńěłśŋőčő ŕřőśšřăŋśšćă V , śŋăąęěŋŋőčő ăŋšĺńĺŋěľŋőľ ĺŋćőń¿űĺěľ τ : V → V , čďě τ (v + u) = τ (v) + τ (u), τ (λv) = —λτ (v)S ĺ τ^2 = id_V , śşźěśšćşěš ĺğőňőřťĺğň α : V →

C^n , ďń£ łőšőřőčő łőňňşšăšĺćŋă śńěďş¿źă£ ďĺăčřăňňă: V^τ−→ V α ↓ α ↓ C^{n id}−→ C^n .

7.4.20. Ć şśńőćĺ£ţ ŕřěďżďşźěľ ğăďăůĺ ŕőłăęĺšě, ůšő ňŋőęěśšćő ćěźěśšćěŋŋżţ ćěłšőřőć

R(V ) = α^{−1}(R^n) £ćń£ěšś£ ćěźěśšćěŋŋżň ńĺŋěŋľŋżň ŕőďŕřőśšřăŋśšćőň V ĺ ŋě ğăćĺśĺš

őš ćżąőřă α. (Şłăğăŋĺě: őŕĺÿĺšě R(V ) ć šěřňĺŋăţ τ ).

7.4.21. Ć şśńőćĺ£ţ ğăď. 4.0.2 őŕĺÿĺšě řăğńőęěŋĺ£ v = Re(v) + Im(v) ćěłšőřă ĺğ V ŋă ćěźěśšćěŋŋş¿ ĺ ňŋĺňżě ůăśšĺ ĺ ŕőłăęĺšě, ůšő ¡šő řăğńőęěŋĺě ŋě ğăćĺśĺš őš őšőęďěśšćńěŋĺ£

V ś C^n .

7.4.22. Ďőłăęĺšě, ůšő V £ćń£ěšś£ łőňŕńěłśĺťĺłăűĺěľ R(V ).

İšőš ťăłš śŕřăćěďńĺć ĺ ďń£ ąěśłőŋěůŋőňěřŋżţ ŕřőśšřăŋśšć. Ŕőŕřőąşľšě ďăšĳ ďőłăğăšěńĳśšćő, ŋě ĺśŕőńĳğş¿źěě łőŋěůŋőňěřŋőśšĳ V .

7.4.23. Ńĺŋěľŋżľ őŕěřăšőř AC : V → V ŋăğżćăěšś£ ćěźěśšćěŋŋżň, ěśńĺ őŋ łőňňşšĺřşěš ś ăŋšĺńĺŋěľŋőľ ĺŋćőń¿űĺěľ τ . Ďőłăęĺšě, ůšő (ă) A_C £ćń£ěšś£ łőňŕńěłśĺťĺłăűĺěľ ćěźěśšćěŋŋőčő ńĺŋěľŋőčő őŕěřăšőřă

A : R(V ) → R(V ),

(ą) ěśńĺ v | śőąśšćěŋŋżľ ćěłšőř A_C ś śőąśšćěŋŋżň ůĺśńőň λ, šő τ (v) | śőąśšćěŋŋŋżľ ćěłšőř A_C ś śőąśšćěŋŋżň ğŋăůěŋĺěň —λ, (ć) ěśńĺ v | śőąśšćěŋŋżľ ćěłšőř őŕěřăšőřă A_C , šő ⟨Re(v), Im(v)⟩ ⊂ R(V ) | A-ĺŋćăřĺăŋšŋőě ŕőďŕřőśšřăŋśšćő.

7.4.24. Ńĺŋěľŋżľ őŕěřăšőř A ć R^3 ğăďăŋ ć śšăŋďăřšŋőň ąăğĺśě ňăšřĺűěľ

4 −5 7 1 −4 9 −4 0 5 .

Ŋăľďĺšě śőąśšćěŋŋżě ůĺśńă, śőąśšćěŋŋżě ćěłšőřż ĺ ĺŋćăřĺăŋšŋżě ŕőďŕřőśšřăŋśšćă őŕěřăšőřőć A ĺ A_C .

7.4.25. Ŋăľďĺšě śőąśšćěŋŋżě ćěłšőřż, śőąśšćěŋŋżě ůĺśńă ĺ őŕĺÿĺšě ĺŋćăřĺăŋšŋżě ŕőďŕřőśšřăŋśšćă, řăğňěřŋőśšĳ łőšőřżţ ŋě ŕřěćőśţőďĺš ďćşţ, ďń£ őŕěřăšőřă d/dx ć C^∞(R).

7.4.26. Ŋăľďĺšě ňăšřĺűş ś űěńżňĺ łőťťĺűĺěŋšăňĺ, łćăďřăš łőšőřőľ řăćěŋ

4 −5 7 1 −4 9 −4 0 5 .

7.5. Ăńčěąřă ńĺŋěľŋżţ őŕěřăšőřőć.

Őŕěřăšőř ŋăğżćăěšś£ ďĺăčőŋăńĺğĺřşěňżň, ěśńĺ śşźěśšćşěš ąăğĺś, ć łőšőřőň ňăšřĺűă ¡šőčő őŕěřăšőřă ĺňěěš ďĺăčőŋăńĳŋżľ ćĺď.

7.5.27. Ŋăľďĺšě śőąśšćěŋŋżě ğŋăůěŋĺ£ ńĺŋěľŋżţ őŕěřăšőřőć, şďőćńěšćőř£¿źĺţ şřăćŋěŋĺ- £ň: (ă) P^2 = P ŕřőěłšőř), (ą) I^2 = E (ĺŋćőń¿űĺ£), (ć) P^2 = αP .

Ąşďşš ńĺ ¡šĺ őŕěřăšőřż ďĺăčőŋăńĺğĺřşěňż?

7.5.28. Ďőłăęĺšě, ůšő ńĺŋěľŋżľ őŕěřăšőř A, şďőćńěšćőř£¿źĺľ şřăćŋěŋĺ¿ (A − αE)(A −

βE) = 0, ďĺăčőŋăńĺğĺřşěň ŕřĺ α ≠ β.

7.5.29. Ďőłăęĺšě, ůšő őŕěřăšőř A, şďőćńěšćőř£¿źĺľ şřăćŋěŋĺ¿ A^3 − 6A^2 + 11A − 6E = 0, ďĺăčőŋăńĺğĺřşěň.

7.5.30. Ďőłăęĺšě řăćŋőśĺńĳŋőśšĳ śńěďş¿źĺţ şśńőćĺľ ŋă őŕěřăšőř B:

(ă) B | ŋĺńĳŕőšěŋšěŋ (šő ěśšĳ B^k = 0 ďń£ ŋěłőšőřőčő k), (ą) ćśě śőąśšćěŋŋżě ůĺśńă őŕěřăšőřă B řăćŋż ŋşń¿, (ć) ěśńĺ ker B ≠ 0, šő ker B^i | śőąśšćěŋŋőě ŕőďŕřőśšřăŋśšćő ker B^{i+1}, (č) ěśńĺ im B ≠ V , šő im B^{i+1} | śőąśšćěŋŋőě ŕőďŕřőśšřăŋśšćő im B^i, (ď) ć ŕřőśšřăŋśšćě V ňőęŋő ćżąřăšĳ šăłőľ ąăğĺś

e_(1)_1, e_(1)_2, . . . , e_(1)_{k1} , e_(2)_1, e_(2)_2, . . . , e_(2)_{k2} , . . . , e_(s)_1, e_(s)_2, . . . , e_(s)_{ks} ,

ůšő ďń£ ćśěţ i = 1, ...s ĺ j ≠ k_i Be^{(i)}_j = e^{(i)}_{j+1}, ă Be^{(i)}_{ki} = 0. 7.6. Ąĺńĺŋěľŋżě ťşŋłűĺĺ łăł őŕěřăšőřż V −→ V^∗.

Ůěřěğ g(., .) ąşďěš őąőğŋăůăšĳś£ ąĺńĺŋěľŋă£ ťşŋłűĺ£ ŋă V ; ůěřěğ g_v | ¡ńěňěŋš ĺğ V^∗, ğăďăŋŋżľ ťőřňşńőľ: g_v(w) = g(v, w); ůěřěğ ~g | śőőšćěšśšćş¿źěě ńĺŋěľŋőě őšőąřăęěŋĺě (łőřřěń£űĺ£), ŕřĺ łőšőřőň v → g_v.

7.6.31. Ďőłăęĺšě, ůšő

(ă) śőőšćěšśšćĺě g → ~g | (ěśšěśšćěŋŋżľ) ńĺŋěľŋżľ ĺğőňőřťĺğň ňěęďş ŕřőśšřăŋśšćăňĺ ąĺńĺŋěľŋżţ ťşŋłűĺľ ŋă V ĺ ńĺŋěľŋżţ őšőąřăęěŋĺľ V −→ V^∗, (ą) ňăšřĺűă Čřăňă ąĺńĺŋěľŋőľ ťşŋłűĺĺ g ć ąăğĺśě e_1, e_2, . . . , e_n ŕřőśšřăŋśšćă V šřăŋśŕőŋĺřőćăŋă ł ňăšřĺűě ~g ć ŕăřě ąăğĺśőć e_1, e_2, . . . , e_n ; e^1, e^2, . . . , e^n, čďě ŕőśńěďŋĺľ | ąăğĺś ć V^∗, ďşăńĳŋżľ ł ąăğĺśş e_1, e_2, . . . , e_n .

7.6.32. Ŕşśšĳ V | ńĺŋěľŋőě ŕřőśšřăŋśšćő ŋăď C , g : V × V −→ C | ¡řňĺšőćă ťşŋłűĺ£ (ńĺŋěľŋă£ ŕő ŕěřćőňş ăřčşňěŋšş ĺ ¡řňĺšőćő śĺňňěšřĺůŋă£: g(v, w) = g(w, v)). Ďőłăęĺšě, ůšő (ă) g_v ∈ V^∗ | ŕřőśšřăŋśšćş ăďďĺšĺćŋżţ őšőąřăęěŋĺľ f : V −→ C , £ćń£¿źĺţś£ ăŋšĺńĺŋěľŋżňĺ: f(λv) = —λf(v);

(ą) ~g : v → g_v | C -ńĺŋěľŋőě őšőąřăęěŋĺě V −→ V^∗;

7.6.33. Śťőřňşńĺřşľšě ĺ řěÿĺšě ğăďăůş, ăŋăńőčĺůŋş¿ ğăď. 6.0.1 ďń£ ¡řňĺšőćőľ ťşŋłűĺĺ ĺğ ŕřěďżďşźěľ ğăďăůĺ.

Őŕřěďěńěŋĺě. Śőŕř£ęěŋŋżň őšőąřăęěŋĺěň ł ńĺŋěľŋőňş őšőąřăęěŋĺ¿ A : V −→ W ŋăğżćăěšś£ őšőąřăęěŋĺě A^∗ : W^∗ −→ V^∗ , ŕěřěćőď£źěě f ∈ W^∗ ć f ∘ A ∈ V^∗.

7.6.34.

(ă) Ďőłăęĺšě, ůšő ąĺńĺŋěľŋă£ ťşŋłűĺ£ g śĺňňěšřĺůŋă (łőśőśĺňňěšřĺůŋă) šőčďă ĺ šőńĳłő šőčďă, ~g^∗ = ~g (śőőšćěšśšćěŋŋő ~g^∗ = −~g).

(ą) Ďăľšě őŕřěďěńěŋĺě —A^∗ ŋăď C ĺ ŕőłăęĺšě, ůšő g ¡řňĺšőćă šőčďă ĺ šőńĳłő šőčďă, łőčďă ~g = ~g^∗.

7.6.35. Ŕőłăęĺšě, ůšő ŋăď ŕőńěň ţăřăłšěřĺśšĺłĺ ≠ 2 ń¿ąă£ ąĺńĺŋěľŋă£ ťşŋłűĺ£ őďŋőğŋăůŋő řăśłńăďżćăěšś£ ć śşňňş śĺňňěšřĺůŋőľ ĺ łőśőśĺňňěšřĺůŋőľ ąĺńĺŋěľŋżţ ťşŋłűĺľ. Ŕěřěťőřňşńĺřşľšě ¡šőš ťăłš ďń£ łőřřěń£űĺľ.

7.6.36. Ďőłăęĺšě, ůšő ŋăď C g(v, w) ¡řňĺšőćő śĺňňěšřĺůŋă šőčďă ĺ šőńĳłő šőčďă, łőčďă

h(v, w) = g(iv, w) ¡řňĺšőćő śĺňňěšřĺůŋă.

7.6.37. Ŕşśšĳ dim V = n ĺ ąĺńĺŋěľŋă£ ťşŋłűĺ£ g ŋěćżřőęďěŋă. Ďőłăęĺšě, ůšő śĺśšěňă ćěłšőřőć {e_1, e_2, . . . , e_n} ⊂ V ńĺŋěľŋő ŋěğăćĺśĺňă šőčďă ĺ šőńĳłő šőčďă, łőčďă ňăšřĺűă ‖g(e_i, e_j)‖ ŋěćżřőęďěŋă.

7.6.38.

(ă) Ďőłăęĺšě, ůšő ŋăď ŕőńěň K ţăřăłšěřĺśšĺłĺ ≠ 2 ń¿ąă£ śĺňňěšřĺůŋă£ ąĺńĺŋěľŋă£ ťşŋłűĺ£ g : V × V −→ K őďŋőğŋăůŋő ćőśśšăŋăćńĺćăěšś£ ŕő śćőěňş őčřăŋĺůěŋĺ¿ ŋă ďĺăčőŋăńĳ ´ = {(v, v)} ⊂ V × V ;

(ą) Ďőłăęĺšě, ůšő ěśńĺ g|_Δ ≡ 0 , šő g łőśőśĺňňěšřĺůŋă.

7.6.39. Ďőłăęĺšě, ůšő ćěźěśšćěŋŋă£ ĺ ňŋĺňă£ ůăśšĺ ¡řňĺšőćőľ ťşŋłűĺĺ £ćń£¿šś£, śőőšćěšśšćěŋŋő, śĺňňěšřĺůŋőľ ĺ łőśőśĺňňěšřĺůŋőľ ćěźěśšćěŋŋżňĺ ąĺńĺŋěľŋżňĺ ťşŋłűĺ£- ňĺ. 7.6.40. Ŕřĺćěďĺšě ŕřĺňěř ŋěćżřőęďěŋŋőľ ąĺńĺŋěľŋőľ ťşŋłűĺĺ g ŋă ŕřőśšřăŋśšćě V ĺ ŕőďŕřőśšřăŋśšćă L šăł, ůšőąż őčřăŋĺůěŋĺě g|_L ążńő ćżřőęďěŋŋőľ ąĺńĺŋěľŋőľ ťşŋłűĺěľ.

7.6.41. Ďőłăęĺšě, ůšő ěśńĺ g|L | ŋěćżřőęďěŋő, šő

V = L ⊕ L^⊥, čďě L^⊥ = {w ∈ V |g(l, w) = 0 ∀l ∈ L}. 7.6.42. Ŕşśšĳ g | śĺňňěšřĺůŋă£ ąĺńĺŋěľŋă£ ťşŋłűĺ£ ŋă łőŋěůŋőňěřŋőň ŕřőśšřăŋśšćě V ŋăď ŕőńěň K. Ďőłăęĺšě, ůšő ć V śşźěśšćşěš ąăğĺś, ć łőšőřőň ňăšřĺűă Čřăňă ťşŋłűĺĺ g ĺňěěš ćĺď: (ă) E_{r+} 0 0 0 −E_r� 0 0 0 0

, čďě E_r | ěďĺŋĺůŋă£ ňăšřĺűă řăğňěřă r × r ,ěśńĺ K = R; (ą) ( Er 0 0 0 ) , ěśńĺ K = C ; (ć) E_{r+} 0 0 0 aE_r� 0 0 0 0

, ěśńĺ K = Z/pZ, p ≠ 2, ŕřĺůěň a ≠ 0 | ŋě £ćń£ěšś£ łćăďřăšőň ć Z/pZ.

Őŕřěďěńĺň ůĺśńő r_0 = dim V − (r_+ + r_−) Ŋăąőř ůĺśěń (r_0, r_+, r_−) ć ŕěřćőň śńşůăě ŋăğżćăěšś£ śĺčŋăšşřőľ ťşŋłűĺĺ g.

Ąĺńĺŋěľŋżě ťşŋłűĺĺ g ĺ g^′, ğăďăŋŋżě śőőšćěšśšćěŋŋő ŋă V ĺ V^′, ŋăğżćă¿šś£ ĺğőňěšřĺůŋżňĺ ĺńĺ ¡łćĺćăńěŋšŋżňĺ, ěśńĺ śşźěśšćşěš őŕěřăšőř ĺğőňěšřĺĺ φ : V −→ V^′ | ńĺŋěŋľŋżľ ĺğőňőřťĺğň, ŕřĺ łőšőřőň g(v, w) = g^′(φ(v), φ(w)).

7.6.43.

(ă) Ďőłăęĺšě, ůšő ďćě śĺňňěšřĺůŋżě ąĺńĺŋěľŋżě ťşŋłűĺĺ ŋăď R ĺğőňěšřĺůŋż šőčďă ĺ šőńĳłő šőčďă, łőčďă őŋĺ ĺňě¿š őďĺŋăłőćş¿ śĺčŋăšşřş ("ğăłőŋ ĺŋěřűĺĺ").

(ą) Ďőłăęĺšě, ůšő ďćě śĺňňěšřĺůŋżě ąĺńĺŋěľŋżě ťşŋłűĺĺ g ĺ g^′ ŋăď C ĺğőňěšřĺůŋż šőčďă ĺ šőńĳłő šőčďă, łőčďă řăćŋż ĺţ řăŋčĺ ĺ dim V = dim V^′.

(ć) Ďőłăęĺšě, ůšő ďćě śĺňňěšřĺůŋżě ąĺńĺŋěľŋżě ťşŋłűĺĺ ŋăď Z/pZĺğőňěšřĺůŋż šőčďă ĺ šőńĳłő šőčďă, łőčďă ĺţ ŋăąőřż ůĺśěń (r_0, r_+, r_−) śőćŕăďă¿š.

7.6.44.

(ă) Ŕőłăęĺšě, ůšő ďń£ ¡řňĺšőćőľ ťşŋłűĺĺ ŋă łőŋěůŋőňěřŋőň łőňŕńěłśŋőň ŕřőśšřăŋśšćě śşźěśšćşěš ąăğĺś, ć łőšőřőň ňăšřĺűă Čřăňă g śőćŕăďăěš ś ňăšřĺűěľ ĺğ ğăď. 6.0.12(ă).

(ą) Ďőłăęĺšě, ůšő ďćě ¡řňĺšőćż ťşŋłűĺĺ ĺğőňěšřĺůŋż šőčďă ĺ šőńĳłő šőčďă, łőčďă őŋĺ ĺňě¿š őďĺŋăłőćş¿ śĺčŋăšşřş (r_0, r_+, r_−).

7.6.45. Ďőłăęĺšě, ůšő łőśőśĺňňěšřĺůŋă£ ąĺńĺŋěľŋă£ ťşŋłűĺ£ g ŋă ŕřőśšřăŋśšćě V ŋăď

ŕőńěň ţăřăłšěřĺśšĺłĺ ≠ 2 ć ŋěłőšőřőň ąăğĺśě ĺňěěš ňăšřĺűş

0 E_r 0 −E_r 0 0 0 0 0 ĺ ůĺśńă

r ĺ dim V őŕřěďěń£¿š g ś šőůŋőśšĳ¿ ďő ĺğőňěšřĺĺ.

7.6.46. Ŋăľďĺšě śĺčŋăšşřş ąĺńĺŋěľŋżţ ťşŋłűĺľ, ğăďăŋŋżţ ć śšăŋďăřšŋőň ąăğĺśě ŕřőśšřăŋśšćă R^n ňăšřĺűăňĺ: (ă) 0 1 1 1 0 1 1 1 0 ,

(ą) 1 −1 1 −1 −1 1 1 −2 1 1 1 0 1 −2 0 −2 ,

(ć) I 0 . . . 0 0 I . . . 0 . . . . . . . . . . . . 0 0 . . . I , čďě I 2 × 2-ňăšřĺűă ( 0 1 1 0 ) .