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1. Полученные результаты
В отчетный период исследовались пространства Никольского и Бесова на конечномер-

ных и бесконечномерных пространствах. Основные результаты, полученные за этот год
заключаются в следующем:

1. Получено эквивалентное описании пространств Никольского и Бесова в терминах
действия на пробные функции, в духе классического определения Соболевевских про-
странств;

2. На основе идей из пункта 1 определены пространства Никольского и Бесова на бес-
конечномерном пространстве с гауссовской мерой;

3. Начато исследование взаимосвязи функциональных пространств из пункта 2 с уже
имеющимися гауссовскими классами дробной дифференцируемости;

4. Дана характеризация гауссовских пространств Никольского и Бесова из пункта 2 в
терминах полугруппы Орншиейна–Уленбека;

5. Получена теорема вложения логарифмического типа для гауссовских классов Ни-
кольского и Бесова.

Напомним, что пространство Никольского Bα
p,∞(Rn) при p ∈ [1,+∞) и α ∈ (0, 1) состоит

из всех таких функций f ∈ Lp(Rn), что для некоторой абсолютной постоянной C и каждого
вектора h ∈ Rn выполнено(∫

Rn
|f(x+ h)− f(x)|p dx

)1/p
≤ C|h|α.

Иначе это можно переформулировать в виде

‖fh − f‖p ≤ C|h|α,
где fh(x) := f(x − h). Более общая шкала пространств Бесова Bα

p,θ(Rn) с параметрами
α ∈ (0, 1), p ∈ [1,∞), θ ∈ [1,∞] состоит из всех таких функций f ∈ Lp(Rn), что(∫

Rn

[
|h|−α‖fh − f‖p

]θ|h|−ndh)1/θ

<∞.

Интерес к этим классическим аналитическим объектам вызван не только вопросами тео-
рии функций, но и недавними исследованиями по теории вероятностей. В частности, в ра-
боте [1] доказан следующий результат. Рассмотрим вероятностное пространство (Rn,B, µ),
где B — сигма алгебра Борелевских множеств на Rn, а вероятностная мера µ являет-
ся равномерно распределенной на выпуклом подмножестве Rn или является стандартной
гауссовской мерой, т.е. мерой с плотностью

(1) (2π)−n/2 exp(−|x|2/2).

Теорема 1. Для всякого натурального числа d найдется такая постоянная C(d), завися-
щая только от d, что для произвольного многочлена f степени d на Rn выполнено

σ
1/d
f ‖ρf (· − h)− ρf‖1 ≤ C(d)|h|1/d,

где σ2
f — дисперсия f , как случайной величины на вероятностном пространстве (Rn,B, µ),

ρf — плотность распределения случайной величины f . То есть, теорема утверждает, что
плотность ρf ∈ B1/d

1,∞(R).
В силу того, что оценка не зависит от размерности, результат легко переносится на

бесконечномерный случай, в частности на случай классической меры Винера. В работе
1
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[2] был получен аналогичный результат для многомерных полиномиальных отображений
гауссовских мер. Более того, теорема 1 и результаты из [2] позволяют усилить и обобщить
результаты Нурдина, Поли [3] и Нурдина, Нуаларта, Поли [4] об оценках расстояния по
вариации между кратными стохастическими интегралами через метрику Канторовича,
задающую сходимость случайных величин по распределению (слабую сходимость рас-
пределений). Таким образом, пространства Никольского и Бесова естественным образом
возникают при изучении вопросов теории вероятностей.

Одним из ключевых моментов в доказательстве теоремы 1 было следующее достаточное
условие принадлежности функции f ∈ L1(R) пространству Bα

1,∞(R). Пусть для любой
функции ϕ ∈ C∞b (R) выполнено

(2)
∫
ϕ′(x)f(x) dx ≤ C‖ϕ‖α∞‖ϕ′‖1−α∞ .

Тогда ‖fh−f‖1 ≤ 21−αC|h|α для произвольного h и в частности f ∈ Bα
1,∞(R). В [2] использо-

ван многомерный вариант данного утверждения. Возник естественный вопрос, является
ли условие (2) необходимым для принадлежности функции пространству Никольского
Bα

1,∞(R)? Также возникает вопрос об аналогичной эквивалентной характеризации классов
Bα
p,∞(Rn) и общих пространств Бесова Bα

p,θ(Rn). Ответам на эти вопросы в первую очередь
и было посвящено исследование за отчетный год.

В работе [9] получен положительный ответ на вопрос выше об эквивалентном описании
пространств Никольского в терминах действия на пробные функции, что схоже с класси-
ческим определением пространств Соболева. А именно, верна следующая теорема.
Теорема 2. Для функции f ∈ Lp(Rn) при α ∈ (0, 1) выполнено:

f ∈ Bα
p,∞(Rn)⇔

∫
Rn

divΦ(x)f(x) dx ≤ C‖Φ‖αp
p−1
‖divΦ‖1−αp

p−1
∀Φ ∈ C∞0 (Rn,Rn).

В частности, эта теорема показывает, что в одномерном случае при p = 1 условие (2)
является как достаточным, так и необходимым. В [10] получено обобщение этой теоремы
на общие пространства Бесова. Для начала напомним, что Lp-модулем непрерывности
функции f называется функция ωp(f, ·), заданная равенством

ωp(f, ε) := sup
|h|≤ε
‖fh − f‖p.

В работе [10] доказана эквивалентность модуля непрерывности ωp(f, ·) и определенного в
этой работе модуля непрерывности σp(f, ·):

σp(f, ε) := sup
{∫

Rn
divΦ(x)f(x)dx, Φ ∈ C∞0 (Rn,Rn), ‖divΦ‖ p

p−1
≤ 1, ‖Φ‖ p

p−1
≤ ε
}
.

А именно, выполнено соотношение:

2−1ωp(f, 2ε) ≤ σp(f, ε) ≤ 6nωp(f, ε).

Отсюда легко следует следующая теорема.
Теорема 3. Функция f ∈ Lp(Rn) принадлежит пространству Бесова Bα

p,θ(Rn) тогда и
только тогда, когда (∫ ∞

0

[
s−ασp(f, s)

]θ
s−1ds

)1/θ
<∞.

Получив такую характеризацию пространств Бесова и Никольского в классическом слу-
чае, возникает естественное желание использовать полученное описание в качестве опре-
деления в неклассической ситуации, когда сдвиг функции f 7→ fh плохо определен (или
вообще такую операцию определить нельзя). Такое например происходит уже в конеч-
номерном случае, если рассматривать весовые пространства Lp(γ), где γ — стандартная
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гауссовская мера на Rn (т.е. мера с плотностью (1)). В этом случае операция сдвига функ-
ции может выводить за пределы пространства Lp(γ). В тоже время, в гауссовском случае
корректно определен естественный аналог дивергенции:

divγΦ =
n∑
i=1

(∂iΦi − xiΦi) = divΦ− 〈x,Φ〉,

т.е. это оператор “сопряженный” к градиенту:∫
X

(divγΦ)ϕdγ = −
∫
X

〈Φ,∇ϕ〉 dγ, ∀Φ ∈ C∞0 (Rn,Rn), φ ∈ C∞0 (Rn).

Таким образом, заменив обычный оператор дивергенции гауссовским оператором divγ,
можно принять свойство из теоремы 2 за определение гауссовских классов Никольского
(конечно, все интегральные нормы при таком определение тоже должны браться отно-
сительно гауссовской меры). Аналогично, простой заменой дивергенции на divγ, опреде-
ляется функция σγ,p(f, ·) — гауссовский аналог модуля непрерывности σp(f, ·). Это дает
возможность перейти к рассмотрению общих классов Бесова Bα

p,θ(γ) на гауссовском про-
странстве . Также отметим, что все конструкции переносятся на бесконечномерный случай
(в частности, оператор гауссовской дивергенции divγ становится так называемым интегра-
лом Скорохода).

Вторым основным направлением исследования было изучение свойств определенных
выше функциональных пространств Бесова и Никольского по гауссовским мерам. В этом
направлении было получено несколько важных результатов. Во-первых, было получено
описание гауссовских пространств Никольского и Бесова в терминах свойств полугруп-
пы Орнштейна–Уленбека (аналог полугруппы теплопроводности для гауссовской меры).
Во-вторых, было начато исследование взаимосвязи так определенных функциональных
классов с уже известными классами дробной дифференцируемости на пространстве с гаус-
совской мерой. Третьим основным результатом в данном направление является теорема
вложения логарифмического типа для классов Бесова по гауссовской мере. Классическое
логарифмическое неравенство Соболева для гауссовской меры утверждает, что∫

f 2 ln(|f |‖f‖−12 )dγ ≤
∫
|∇f |2dγ.

В работе [10] получен аналог данного неравенства для функций из определенного выше
гауссовского пространства Бесова Bα

p,θ(γ). А именно, верна следующая теорема.
Теорема 4. Для любой функции f ∈ Bα

p,θ(γ), где p ∈ (1,∞), и для любого числа
β ∈ (0, α) функция |f || ln |f ||β/2 принадлежит пространству Lp(γ). Более того,(∫

|f |p
∣∣ln(|f |‖f‖−1p )

∣∣pβ/2 dγ)1/p ≤ C‖f‖Bαp,θ(γ)

для некоторой постоянной C = C(p, θ, α, β).

За отчетный период опубликовано 3 заметки в Докладах Академии наук ([5], [6], [7]) и
еще одна заметка [8] находится в печати. Также выложено 2 архивных препринта [9], [10].
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4. Педагогическая деятельность
Весна 2017: семинары по теории вероятностей и математической статистике, семинары
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по математическому анализу на Факультете Компьютерных Наук ВШЭ; семинары по
математическому анализу на мехмате МГУ.


