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Þ. Áåëîâ

1. Ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå â 2020-ì ãîäó

1.1. Ôðåéìû Ãàáîðà. Â 2020-ì ãîäó ÿ ïîëó÷èë íåñêîëüêî íîâûõ ðåçóëüòàòîâ â òåî-
ðèè ôðåéìîâ Ãàáîðà. Ïóñòü ôóíêöèÿ g ïðèíàäëåæèò ïðîñòðàíñòâó L2(R). Äëÿ êàæ-
äîé ïðÿìîóãîëüíîé ðåøåòêè αZ×βZ ðàññìîòðèì ñèñòåìó Ãàáîðà G(g, α, β), α, β > 0,
ñâÿçàííóþ ñ ýòîé ðåøåòêîé

G(g, α, β) := {e2πiαmxg(x− βn)}m,n∈Z = {gm,n}m,n∈Z.
Òàêèì îáðàçîì, ñèñòåìà Ãàáîðà ýòî ñèñòåìà ÷àñòîòíî-âðåìåííûõ ñäâèãîâ ôèêñèðî-
âàííîé ôóíêöèè. Ãëàâíûé âîïðîñ òåîðèè ôðåéìîâ Ãàáîðà � äëÿ äàííîé ôóíêöèè g
îïèñàòü ôðåéì ìíîæåñòâî F, ò.å. ìíîæåñòâî ïàð ïàðàìåòðîâ (α, β), äëÿ êîòîðûõ ñè-
ñòåìà Ãàáîðà îáðàçóåò ôðåéì:

A‖f‖2
2 ≤

∑
m,n∈Z

|(f, gm,n)|2 ≤ B‖f‖2
2, äëÿ ëþáîé ôóíêöèè f ∈ L2(R).

Õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî åñëè ïëîòíîñòü ðåøåòêè ñëèøêîì ìàëà (αβ > 1), òî ñèñòåìà
Ãàáîðà íèêîãäà íå áóäåò ôðåéìîì. Äëÿ êðèòè÷åñêîé ïëîòíîñòè 1 ôðåéì îïåðàòîð
óíèòàðíî ýêâèâàëåíòåí îïåðàòîðó óìíîæåíèÿ íà ôèêñèðîâàííóþ ôóíêöèþ (ïðåîá-
ðàçîâàíèå Çàêà ôóíêöèè g), è ïîýòîìó çàäà÷à ñâîäèòñÿ ê îòäåëåííîñòè îò 0 ýòîé
ôóíêöèè. Â ÷àñòíîñòè, åñëè ôóíêöèÿ g è åå ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå ĝ áûñòðî óáûâàþò,
òî ñèñòåìà Ãàáîðà íå óäîâëåòâîðÿåò ôðåéì-íåðàâåíñòâó ïðè αβ = 1.
Ïåðâûé ïîëíûé îòâåò â çàäà÷å î ôðåéìàõ Ãàáîðà áûë ïîëó÷åí Ê. Ñåéïîì è Ð.

Âîëñòåéíîì. Â 1992-ì ãîäó îíè ïîêàçàëè, ÷òî äëÿ ãàóññîâñêîé ôóíêöèè g(x) := e−πx
2

ôðåéì ìíîæåñòâî ñîâïàäàåò ñ ïîäãðàôèêîì ãèïåðáîëû {(α, β) : αβ < 1}. Äî 2011-
ãî ãîäà áûëî èçâåñòíî âñåãî ëèøü ÷åòûðå (ñ òî÷íîñòüþ äî ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå è
ðàñòÿæåíèé) ôóíêöèè g, äëÿ êîòîðûõ áûë èçâåñòåí ïîëíûé îòâåò. Êðîìå ãàóññèàíà
ýòî ãèïåðáîëè÷åñêèé ñåêàíñ, îäíîñòîðîííÿÿ ýêñïîíåíòà (e−xχ[0,∞)(x)) è ÿäðî Ïóàññîíà
1/(1 + x2).
Â 2011-ì ãîäó áûëî çàìå÷åíî, ÷òî âñå òàêèå ôóíêöèè (ñ òî÷íîñòüþ äî ïðåîáðàçî-

âàíèÿ Ôóðüå) ïðèíàäëåæàò îäíîìó êëàññó � ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííûõ ôóíêöèé,
ââåäåííîìó Øîíáåðãîì â 1951-ì ãîäó. Â 2011 ãîäó Ê. Ãðîõåíèã ñîâìåñòíî ñ È. Ñòî-
êëåðîì îïèñàëè ôðåéì-ìíîæåñòâî äëÿ ëþáîé ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííîé ôóíêöèè
g êîíå÷íîãî òèïà

g(x) =
n∏
k=1

1

x+ iωk
, ωk ∈ R \ {0}.

Â 2017-ì ãîäó Ê. Ãðîõåíèãó è Äæ. Ðîìåðî óäàëîñü ðàñïðîñòðàíèòü ýòîò ðåçóëüòàò íà
ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííûå ôóíêöèè g êîíå÷íîãî ãàóññîâñêîãî òèïà

g(x) = e−ax
2

n∏
k=1

1

x+ iωk
, ωk ∈ R \ {0}, a > 0.

1
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Â ïðîøåäøåì 2020-ì ãîäó ìíå (ñîâìåñòíî ñ À.È. Êóëèêîâûì è Þ.È. Ëþáàðñêèì)
óäàëîñü ïîëó÷èòü íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ äëÿ òîãî, ÷òîáû ñèñòåìà Ãàáîðà
áûëà ôðåéìîì äëÿ ïðîèçâîëüíîé ðàöèîíàëüíîé ôóíêöèè g. Ýòè óñëîâèÿ ïîçâîëèëè
âûÿâèòü íåñêîëüêî íîâûõ êëàññîâ ôóíêöèé, äëÿ êîòîðûõ ôðåéì ìíîæåñòâî ìîæåò
áûòü ïîëíîñòüþ îïèñàíî � ôóíêöèè òèïà Ãåðãëîòöà è (ïðîèçâîëüíûå) ñóììû äâóõ
ÿäåð Êîøè.

Òåîðåìà 1. Ïóñòü

g(x) =
N∑
k=1

ak
x+ iωk

, ak > 0, ωk > 0.

Òîãäà ñèñòåìà Ãàáîðà G(g, α, β) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ôðåéì òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà αβ ≤ 1.

Òåîðåìà 2. Ïóñòü

g(x) =
a1

x+ iω1

+
a2

x+ iω2

, a1, a2, ω1, ω2 ∈ R \ {0}.

Òîãäà åñëè a1 + a2 6= 0, òî ñèñòåìà Ãàáîðà G(g, α, β) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ôðåéì
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà αβ ≤ 1. Åñëè a1 + a2 = 0, òî ñèñòåìà Ãàáîðà G(g, α, β)
ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ôðåéì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà αβ < 1.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, óäàëîñü ïîêàçàòü, ÷òî ñèñòåìà Ãàáîðà åñòü ôðåéì äëÿ èððàöèî-
íàëüíûõ ïëîòíîñòåé.

Òåîðåìà 3. Ïóñòü ðàöèîíàëüíàÿ ôóíêöèÿ g òàêîâà, ÷òî ĝ(ξ) 6= 0, ξ 6= 0, è αβ 6∈ Q.
Òîãäà ñèñòåìà Ãàáîðà G(g, α, β) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ôðåéì ïðè αβ < 1.

Òàêæå óäàëîñü ïîñòðîèòü ìíîãî ñèñòåì Ãàáîðà, îòâå÷àþùèõ ðàöèîíàëüíûì ôóíê-
öèÿì g, êîòîðûå íå óäîâëåòâîðÿþò ôðåéì-íåðàâåíñòâó ïðè íåêîòîðûõ α, β, òàêèõ ÷òî
αβ < 1 è αβ 6∈ Q.

1.2. Ïîëíîòà áèîðòîãîíàëüíîé ñèñòåìû â ïðîñòðàíñòâå PWE. Óäàëîñü óëó÷-
øèòü ðåçóëüòàò, ïîëó÷åííûé â ïðîøëîì ãîäó, è ðàñïðîñòðàíèòü òåîðåìó Þíãà íà
ñëó÷àé òðåõ èíòåðâàëîâ. Ïóñòü E îáúåäèíåíèå íå áîëåå ÷åì òðåõ èíòåðâàëîâ.

Òåîðåìà 4. Åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Λ ⊂ R òàêîâà, ÷òî ñèñòåìà èç âîñïðîèç-
âîäÿùèõ ÿäåð {kλ}λ∈Λ â ïðîñòðàíñòâå PWE ïîëíà è ìèíèìàëüíà è 2πD+(Λ) =
lim supR→∞(2R)−1 card{Λ ∩ (−R,R)} = |E|, òî áèîðòîãîíàëüíàÿ ñèñòåìà {gλ} ïîë-
íà (ò.å. êîýôôèöèåíòû ôîðìàëüíîãî ðÿäà Ôóðüå îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿþò f).

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ýòîé òåîðåìû ïðèøëîñü âîñïîëüçîâàòüñÿ èäåÿìè èç äîêàçà-
òåëüñòâà çíàìåíèòîãî ðåçóëüòàòà Ã. Êîçìû è Ø. Íèöàí î áàçèñàõ èç ýêñïîíåíò íà
êîíå÷íîì îáúåäèíåíèè èíòåðâàëîâ è äðóãèìè íîâûìè èíñòðóìåíòàìè.
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Îòâåò íà âîïðîñ î ïîëíîòå áèîðòîãîíàëüíîé ñèñòåìû â ñëó÷àå ïðîèçâîëüíîãî êî-
íå÷íîãî îáúåäèíåíèÿ èíòåðâàëîâ îñòàåòñÿ íåèçâåñòíûì.

1.3. Ïî÷òè èíâàðèàíòíûå ïîäïðîñòðàíñòâà â ïðîñòðàíñòâàõ òèïà Ôîêà. Â
2020-ì ãîäó ÿ (ñîâìåñòíî ñ À. Àëåìàíîì, À. Áàðàíîâûì è Õ. Õåäåíìàëüìîì) èññëå-
äîâàë ñòðóêòóðó ìíîæåñòâà èíâàðèàíòíûõ (îòíîñèòåëüíî îáðàòíîãî ñäâèãà F (z) 7→
(F (z)−F (λ))/(z− λ)) è ïî÷òè èíâàðèàíòíûõ ïîäïðîñòðàíñòâ â ïðîñòðàíñòâàõ öåëûõ
ôóíêöèé òèïà Ôîêà FpW

FpW = {F − öåëàÿ :

∫
C
|F (z)|pW (z)dm(z) <∞}.

Â ÷àñòíîñòè, ïîëó÷åííûå ðàíåå òåîðåìû áûëè îáîáùåíû íà ïîêàçàòåëè p ∈ (1,∞).

• Ïóñòü FpW ïðîñòðàíñòâî òèïà Ôîêà êîíå÷íîãî ïîðÿäêà òàêîå, ÷òî ïîëèíîìû
ñîäåðæàòñÿ â íåì è ñîñòàâëÿþò âñþäó ïëîòíîå ïîäìíîæåñòâî. Òîãäà ëþáîå
ïîäïðîñòðàíñòâî, èíâàðèàíòíîå îòíîñèòåëüíî îáðàòíîãî ñäâèãà, êîíå÷íîìåðíî
è ñîâïàäàåò ñî ìíîæåñòâîì ïîëèíîìîâ ñòåïåíè íå âûøå n. Â ÷àñòíîñòè, ýòî
îçíà÷àåò, ÷òî îïåðàòîð îáðàòíîãî ñäâèãà âñåãäà îäíîêëåòî÷åí.
• Ïóñòü FpW , 1 < p < ∞, ïðîñòðàíñòâî òèïà Ôîêà ñ ðàäèàëüíûì âåñîì òàêîå,
÷òî ïîëèíîìû ñîäåðæàòñÿ â íåì è ñîñòàâëÿþò âñþäó ïëîòíîå ïîäìíîæåñòâî.
Òîãäà ëþáîå ïîäïðîñòðàíñòâî, èíâàðèàíòíîå îòíîñèòåëüíî îáðàòíîãî ñäâèãà,
êîíå÷íîìåðíî è ñîâïàäàåò ñ ìíîæåñòâîì ïîëèíîìîâ ñòåïåíè íå âûøå n.
• Ïóñòü FpW , 1 < p < ∞, ïðîñòðàíñòâî òèïà Ôîêà íóëåâîãî ýêñïîíåíöèàëüíîãî
òèïà, òîãäà âñå ïî÷òè èíâàðèàíòíûå (îòíîñèòåëüíî îáðàòíîãî ñäâèãà) ïîäïðî-
ñòðàíñòâà óïîðÿäî÷åíû ïî âêëþ÷åíèþ.
• Äëÿ ëþáîãî α ≥ 1 ïðîñòðàíñòâî Fpa = Fpexp(−|z|α) ñîäåðæèò íåòðèâèàëüíûå áåñ-
êîíå÷íîìåðíûå ïî÷òè èíâàðèàíòíûå ïîäïðîñòðàíñòâà.
• Ïóñòü FpW ïðîñòðàíñòâî òèïà Ôîêà êîíå÷íîãî ïîðÿäêà n è ìèíèìàëüíîãî òèïà
ïðè ïîðÿäêå n. Òîãäà ëþáîå ïî÷òè èíâàðèàíòíîå ïîäïðîñòðàíñòâî èíâàðèàíò-
íîå îòíîñèòåëüíî ïîâîðîòà R2π/n òðèâèàëüíî (ñîñòîèò èç ïîëèíîìîâ ñòåïåíè
íå âûøå n). Ýòè ðåçóëüòàòû áûëè ïîëó÷åíû ïðè ïîìîùè òîíêèõ îöåíîê ïðå-
îáðàçîâàíèÿ Êîøè íà ïëîñêîñòè è òåõíèêè, àíàëîãè÷íîé òåõíèêå äå Áðàíæà,
êîòîðóþ îí èñïîëüçîâàë ïðè äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû îá óïîðÿäî÷åííîñòè ïîä-
ïðîñòðàíñòâ äå Áðàíæà. Íåêîòîðûå äîïîëíèòåëüíûå òåõíè÷åñêèå òðóäíîñòè
âîçíèêàþò â íåãèëüáåðòîâîì ñëó÷àå p 6= 2.

Ýòè ðåçóëüòàòû âîøëè â ïðåïðèíò [2], ïðèíÿòûé ê ïå÷àòè â æóðíàë International
Matehmatics Researsch Notices.

1.4. Äðóãèå ðåçóëüòàòû. Â 2020-ì ãîäó áûëà çàêîí÷åíà ðàáîòà î ïîëíûõ è ìèíè-
ìàëüíûõ ñèñòåìàõ èç âîñïðîèçâîäÿùèõ ÿäåð â êëàññè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå Ôîêà F .
Ýòè ðåçóëüòàòû áûëè îïóáëèêîâàíû â æóðíàëå Applied and Computational Harmonic
Analysis ([1]). Òàêæå â 2020-ì ãîäó áûë ïîäãîòîâëåí ïðåïðèíò î íàñëåäñòâåííîé ïîë-
íîòå ñèñòåì èç ýêñïîíåíò, [3].

Â ýòîì ãîäó ÿ ïðîäîëæèë èçó÷åíèå çàäà÷è âåñîâîé àïïðîêñèìàöèè â ïðîñòðàíñòâå
Ôîêà è çàäà÷è î íåäåëèìûõ èíòåðâàëàõ â öåïî÷êå ïîäïðîñòðàíñòâ äàííîãî ïðîñòðàí-
ñòâà äå Áðàíæà.
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äåÿòåëüíîñòü

Â 2019-ì ãîäó ïîä ìîèì ðóêîâîäñòâîì çàùèùåíà âûïóñêíàÿ ðàáîòû áàêàëàâðà (Ê.
Ãàâàçà), êóðñîâàÿ ðàáîòà â áàêàëàâðèàòå (Ì. Ìèðîíîâ), è íà÷àòà ðàáîòà íàä òðåìÿ
ìàãèñòåðñêèìè âûïóñêíûìè ðàáîòàìè, ïëàíèðóþùèìèñÿ ê çàùèòå â 2021-ì ãîäó. Â
ëàáîðàòîðèè èì Ï.Ë. ×åáûøåâà ÿ ðóêîâîæó ñåìèíàðîì ïî êîìïëåñêíîìó àíàëèçó.

Äî 1 èþëÿ 2020 ãîäà ÿ ðóêîâîäèë ìàãèñòåðñêîé ïðîãðàììîé "Ñîâðåìåííàÿ
ìàòåìàòèêà" â ÑÏáÃÓ. ßâëÿþñü ÷ëåíîì Îðãàíèçàöèîííîãî êîìèòåòà ïî ïîäãîòîâêå
Ìåæäóíàðîäíîãî ìàòåìàòè÷åñêîãî êîíãðåññà ìàòåìàòèêîâ â 2022-ì ãîäó.


