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Çîòîâ Àíäðåé Âëàäèìèðîâè÷

1. Ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå â ýòîì ãîäó:

Êâàíòîâî-êëàññè÷åñêàÿ äóàëüíîñòü äëÿ ñïèíîâûõ
öåïî÷åê ñ ãðàíèöåé

Ââåäåíèå. Â ñâîåì ïðîñòåéøåì âèäå êâàíòîâî-êëàññè÷åñêàÿ äóàëüíîñòü ÿâëÿåòñÿ ñëåä-
ñòâèåì êëàññè÷åñêîãî ïðåäåëà óðàâíåíèé Êíèæíèêà-Çàìîëîä÷èêîâà, êîòîðûå ñëåäóÿ Í.
Ðåøåòèõèíó çàïèøåì â âèäå êâàíòîâûõ íåñòàöèîíàðíûõ óðàâíåíèé Øðåäèíãåðà äëÿ ìî-
äåëè Ãîäåíà (èëè êâàíòîâîé ñèñòåìû Øëåçèíãåðà):

κ∂ziΨ = HG

i Ψ , Ψ ∈ H , i = 1 , . . . , N , (1.1)

ãäå H � ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî ìîäåëè Ãîäåíà. Â ïðîñòåéøåì ñëó÷àå H = (C2)⊗N , à HG

i

� êâàíòîâûå ãàìèëüòîíèàíû Ãîäåíà

HG

i = w(i) + ~
∑
k 6=i

Pik

zi − zk
, i = 1, . . . , N , w = diag(ω,−ω) (1.2)

è îïåðàòîð ïåðåñòàíîâêè Pik i-îé è k-îé òåíçîðíûõ êîìïîíåíò â H èìååò âèä (çàïèñàííûé
êàê â ñòàíäàðòíîì áàçèñå, òàê è â áàçèñå ìàòðèö Ïàóëè):

Pik =
2∑

a,b=1

E
(i)
abE

(k)
ba =

1

2

3∑
α=0

σ(i)
α σ

(k)
α , E

(i)
ab = 1⊗ 1 . . . 1⊗ Eab ⊗ 1︸ ︷︷ ︸

íà i-îì ìåñòå

. . . 1⊗ 1 . (1.3)

Çäåñü âåðõíèé èíäåêñû îçíà÷àþò íîìåð êîìïîíåíòû â H, â êîòîðîé äåéñòâóåò äàííàÿ ìàò-
ðèöà. Íàïðèìåð, w(i) � ìàòðèöà òâèñòîâ diag(ω,−ω), äåéñòâóþùàÿ â i-îé êîìïîíåíòå. Ñ
ôèçè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ îïåðàòîð Pik îïèñûâàåò îáìåííîå âçàèìîäåéñòâèå i-îãî è k-îãî
ñïèíîâ.

Ñëåäóþùèì øàãîì íàì ïîíàäîáèòñÿ êîíñòðóêöèÿ Ìàöóî-×åðåäíèêà, ñâÿçûâàþùàÿ ñè-
ñòåìó óðàâíåíèé (1.1) ñ ìíîãî÷àñòè÷íîé êâàíòîâîé èíòåãðèðóåìîé ìîäåëüþ Êàëîäæåðî-
Ìîçåðà. Ïîäåéñòâóåì îïåðàòîðîì κ∂zi íà îáå ÷àñòè ñâîåãî (i-îãî) óðàâíåíèÿ ÊÇ. Ñëîæèì
âñå ïîëó÷åííûå óðàâíåíèÿ è óìíîæèì ðåçóëüòàò ñëåâà íà ñïåöèàëüíûé (ïîñòîÿííûé) êî-
âåêòîð 〈Ω| ∈ H∗, îáëàäàþùèé ñâîéñòâîì èíâàðèàíòíîñòè: ∀i, k 〈Ω|Pik = 〈Ω|. Íåòðóäíî
óáåäèòüñÿ, ÷òî â ðåçóëüòàòå òàêîé ïðîåêöèè Ψ = |Ψ〉 → 〈Ω|Ψ〉 ïîëó÷èòñÿ ñòàöèîíàðíîå
óðàâíåíèå Øðåäèíãåðà(

− κ2

2

N∑
i=1

∂2zi + (~− κ)~
N∑
i<j

1

(zi − zj)2
)
〈Ω|Ψ〉 = E〈Ω|Ψ〉 , (1.4)
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ãäå ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå E = E(ω) åñòü ôóíêöèÿ îò ïàðàìåòðà òâèñòà.

Ðàññìîòðèì êâàçèêëàññè÷åñêèé ïðåäåë κ→ 0 â (1.1). Â ýòîì ïðåäåëå Ψ èìååò ðàçëîæå-
íèå âèäà Ψ = (Ψ0 + κΨ1 + . . .)eS/κ ñ íåêîòîðîé ôóíêöèåé S = S(z1, . . . , zN), ÷òî ïðèâîäèò ê
çàäà÷å

HG

i ψ = HG

i ψ , HG

i = ∂ziS, ψ = Ψ0 ∈ H , i = 1, . . . , N (1.5)

íà ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ (êîììóòèðóþùèõ) êâàíòîâûõ ãàìèëüòîíèàíîâ Ãîäåíà. Â òî æå
âðåìÿ êâàçèêëàññè÷åñêèé ïðåäåë ñïåêòðàëüíîé çàäà÷è (1.4) äàåò íåêîòîðîå çíà÷åíèåHCM =
E0(ω) (ôèêñàöèþ óðîâíÿ) äëÿ êëàññè÷åñêîãî ãàìèëüòîíèàíà Êàëîäæåðî-Ìîçåðà

HCM =
1

2

N∑
i=1

p2i −
N∑
i<j

g2

(qi − qj)2
, pi = q̇i (1.6)

ñî ñëåäóþùåé èäåíòèôèêàöèåé ïåðåìåííûõ è ïàðàìåòðîâ:

qj = zj , g = ~ and q̇j = HG

j , j = 1 , ... , N . (1.7)

Òî åñòü îòìå÷åííûå òî÷êè â ìîäåëè Ãîäåíà îòîæäåñòâëÿþòñÿ ñ êîîðäèíàòàìè êëàññè÷åñêèõ
÷àñòèö Êàëîäæåðî, èõ ñêîðîñòè � ñ ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè êâàíòîâûõ ãàìèüòîíèàíîâ
Ãîäåíà, à êîíñòàíòà ñâÿçè g � ñ ïîñòîÿííîé Ïëàíêà ~. Èíûìè ñëîâàìè, êâàíòîâàÿ çàäà÷à
ìîäåëè Ãîäåíà (1.5) îêàçûâàåòñÿ ñâÿçàííîé ñ òî÷êîé ïåðåñå÷åíèÿ ïàðû ëàãðàíæåâûõ ïîä-
ìíîãîîáðàçèé â ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå êëàññè÷åñêîé ìåõàíèêè èíòåãðèðóåìîé ñèñòåìû.
Ýòî ÿâëåíèå è íàçûâàåòñÿ êâàíòîâî-êëàññè÷åñêîé äóàëüíîñòüþ.

Â íàøèõ ïðîøëûõ ðàáîòàõ ðåçóëüòàò (1.7) áûë óòî÷íåí ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ðàññìîò-
ðèì ïàðó Ëàêñà äëÿ êëàññè÷åñêîé ìîäåëè Êàëîäæåðî

LCM

ij ({q̇l} , {ql} , g) = δij q̇i + g
1− δij
qi − qj

, i, j = 1 , . . . , N, (1.8)

MCM

ij = δij
∑
k 6=i

g

(qi − qk)2
− (1− δij)

g

(qi − qj)2
, i, j = 1 , . . . , N, (1.9)

òî åñòü ìàòðè÷íîå N ×N óðàâíåíèå Ëàêñà L̇ = [L,M ] ýêâèâàëåíòíî óðàâíåíèÿì äâèæåíèÿ

ṗi = q̈i = −
∑
k 6=i

2g2

(qi − qk)3
, i = 1 , . . . , N . (1.10)

Ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ìàòðèöû Ëàêñà Spec(LCM) = {I1, . . . , IN} ÿâëÿþòñÿ ïåðåìåííûìè

äåéñòâèÿ, òàê êàê çàêîíû ñîõðàíåíèÿ èìåþò âèä HCM

k =
1

k
tr (LCM)k =

1

k

N∑
i=1

Iki .

Êâàíòîâóþ ìîäåëü Ãîäåíà (1.5) ìîæíî ðåøèòü, èñïîëüçóÿ àëãåáðàè÷åñêèé àíçàö Áåòå.
Ñïåêòð HG

i ãàìèëüòîíèàíîâ äëÿ ñîñòîÿíèé ψ ñ M ïåðåâåðíóòûìè ñïèíàìè íàõîäèòñÿ â
âèäå

HG

i = ω +
N∑
k 6=i

~
zi − zk

+
M∑
γ=1

~
µγ − zi

, i = 1, . . . , N , (1.11)
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ãäå ïàðàìåòðû {µα , α = 1, . . . ,M} � êîðíè Áåòå, óäîâëåòâîðÿþùèå ñèñòåìå M óðàâíåíèé
Áåòå (BE)

2ω + ~
N∑
k=1

1

µα − zk
= 2~

M∑
γ 6=α

1

µα − µγ
, α = 1, . . . ,M . (1.12)

Ìîæíî äîêàçàòü ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå: ïðè ïîäñòàíîâêå â ìàòðèöó Ëàêñà (1.8) äàííûõ
ìîäåëè Ãîäåíà ñ îòîæäåñòâëåíèåì (1.7), ãäå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ çàäàíû â âèäå (1.11),
à êîðíè Áåòå óäîâëåòâîðÿþò (1.12), ïîëó÷èòñÿ ìàòðèöà, ó êîòîðîé ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ
(ïåðåìåííûå äåéñòâèÿ) èìåþò âèä:

SpecLCM
(
{HG

j }, {zj} , ~
)∣∣∣
BE

= {ω , . . . , ω︸ ︷︷ ︸
N−M

, −ω , . . . ,−ω︸ ︷︷ ︸
M

} . (1.13)

Òî åñòü óðîâíè êëàññè÷åñêèõ ãàìèëüòîíèàíîâ îïðåäåëÿþòñÿ ïàðàìåòðàìè òâèñòà è êðàòíî-
ñòÿìè � êâàíòîâûìè ÷èñëàìè çàïîëíåíèÿ. Ñ òåõíè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ äàííîå óòâåðæäåíèå
îñíîâàíî íà äåòåðìèíàíòíîì òîæäåñòâå

det
N×N

(
L − λI

)
= (ω − λ)N−M det

M×M

(
L̃ − λI

)
. (1.14)

äëÿ ïàðû ìàòðèö

Lij = δij

(
ω +

N∑
k 6=i

~
qi − qk

+
M∑
γ=1

~
µγ − qi

)
+ (1− δij)

~
qi − qj

, i, j = 1, . . . , N (1.15)

è

L̃αβ = δαβ

(
ω −

M∑
γ 6=α

~
µα−µγ

−
N∑
k=1

~
qk−µα

)
+ (1− δαβ)

~
µα−µβ

, α, β = 1, . . . ,M . (1.16)

Â ýòîì ãîäó â ðàìêàõ ïðîåêòà ðåøàëàñü àíàëîãè÷íàÿ çàäà÷à äëÿ ñèñòåì Êàëîäæåðî-
Ìîçåðà, ñâÿçàííûõ ñ ñèñòåìàìè êîðíåé êëàññè÷åñêèõ ñåðèé. Äëÿ òàêèõ ìîäåëåé ãàìèëüòî-
íèàí çàäàåòñÿ â âèäå

H =
1

2

N∑
a=1

p2a − g22
N∑
a<b

( 1

(qa − qb)2
+

1

(qa + qb)2

)
− g24

N∑
a=1

1

(2qa)2
− g21

N∑
a=1

1

q2a
, (1.17)

à ïðåäñòàâëåíèå Ëàêñà ðàçìåðà (2N + 1)× (2N + 1) èìååò áëî÷íî-äèàãîíàëüíûé âèä:

L =

 P + A B C
−B −P − A −C
−CT CT 0

 , M =

 Ǎ+ d B̌ Č
−B̌ −Ǎ+ d −Č
−ČT ČT d0

 . (1.18)

ãäå P,A,B áëîêè ðàçìåðà N ×N , C � ñòîëáåö äëèíû N :

Pab = q̇aδab , Aab =
g2(1− δab)
qa − qb

, (C)a =
g1
qa
, Bab =

g2(1− δab)
qa + qb

+
g4
√

2δab
2qa

(1.19)

è

Ǎab = −g2(1− δab)
(qa − qb)2

, (Č)a = −g1
q2a
, B̌ab = −g2(1− δab)

(qa + qb)2
− g4
√

2δab
2q2a

, (1.20)
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Â M -ìàòðèöå ïðèñóòñòâóåò äèàãîíàëüíàÿ ÷àñòü dab = δabda ñ

da =
g21
g2

1

q2a
+ g4
√

2
1

(2qa)2
+ g2

∑
c 6=a

( 1

(qa − qc)2
+

1

(qa + qc)2

)
, d0 = 2g2

N∑
c=1

1

q2c
. (1.21)

Ãàìèëüòîíèàí (1.17) H = (1/4)trL2 äàåò óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ, êîòîðûå çàïèñûàþòñÿ â
ôîðìå óðàâíåíèé Ëàêñà ñ ïàðîé (1.18) ïðè äîïîëíèòåëüíîì óñëîâèè íà êîíñòàíòû ñâÿçè
g2, g4 è g1:

g1(g
2
1 − 2g22 +

√
2g2g4) = 0 . (1.22)

Êëàññè÷åñêèì ñèñòåìàì êîðíåé îòâå÷àþò ñëåäóþùèå ÷àñòíûå ñëó÷àè, óäîâëåòâîðÿþùèå
(1.22):

� BN (so2N+1): g4 = 0, g21 = 2g22, ðàçìåð ìàòðèöû Ëàêñà (2N + 1)× (2N + 1);

� CN (sp2N): g1 = 0, ðàçìåð ìàòðèöû Ëàêñà 2N × 2N ;

� DN (so2N): g1 = 0, g4 = 0, ðàçìåð ìàòðèöû Ëàêñà 2N × 2N .

(1.23)

Ñ êâàíòîâîé ñòîðîíû óêàçàííûå âûøå ñèñòåìû Êàëîäæåðî îêàçûâàþòñÿ ñâÿçàííûìè ñ
ìîäåëÿìè Ãîäåíà ñ ãðàíèöåé, êîòîðûå ïîëó÷àþòñÿ â ïðåäëå èç îòêðûòîé ñïèíîé öåïî÷êè.
Öåïî÷êà çàäàåòñÿ ñ ïîìîùüþ ñòàíäàðòíîé ÕÕÕ R-ìàòðèöû ßíãà: Rη

12(u) = 1⊗1+(η/u)P12,
óäîâëåòâîðÿþùåé êâàíòîâîìó óðàâíåíèþ ßíãà-Áàêñòåðà:

Rη
12(u1 − u2)R

η
13(u1)R

η
23(u2) = Rη

23(u2)R
η
13(u1)R

η
12(u1 − u2), (1.24)

à òàêæå K-ìàòðèöàìè K± � ðåøåíèÿìè óðàâíåíèÿ îòðàæåíèÿ:

Rη
12(u1 − u2)K−1 (u1)R

η
12(u1 + u2)K

−
2 (u2)= K−2 (u2)R

η
12(u1 + u2)K

−
1 (u1)R

η
12(u1 − u2),

Rη
12(−u1 + u2)(K

+
1 )T1(u1)R

η
12(−u1 − u2 − 2η)(K+

2 )T2(u2) =

= (K+
2 )T2(u2)R

η
12(−u1 − u2 − 2η)(K+

1 )T1(u1)R
η
12(−u1 + u2) .

(1.25)

Äëÿ íàøèõ öåëåé âûáèðàþòñÿ ðåøåíèÿ âèäà

K−(u) =


1 +

αη

u
0

0 −1 +
αη

u

 , K+(u) =


1− βη

u+ η
0

0 −1− βη

u+ η

 (1.26)

ñ ïðîèçâîëüíûìè ïàðàìåòðàìè α, β. Òðàíñôåð-ìàòðèöà öåïî÷êè èìååò âèä:

T(u) = tr0

(
K+

0 (u)Rη
01(u− z1)...R

η
0N(u− zN)K−0 (u)Rη

0N(u+ zN)...Rη
01(u+ z1)

)
, (1.27)

à â ïðåäåëå ε→ 0 ñ ïîäñòàíîâêîé η = ε~ ïîëó÷èì

T(u) = 2 + ε~γ(u) + ε2~2TG(u) +O(ε3) , (1.28)

4



ãäå γ(u) =
∑
i

(
1

u− zi
+

1

u+ zi

)
ñêàëÿðíàÿ ôóíêöèÿ, è

TG(u) = −2αβ

u2
+

1

~

N∑
i=1

( HG

i

u− zi
− HG

i

u+ zi

)
, (1.29)

ãäå

1

~
HG

i =
ξσ

(i)
3

zi
+

N∑
k 6=i

( Pik

zi − zk
+
σ
(i)
3 Pikσ

(i)
3

zi + zk

)
, ξ = α− β (1.30)

Ýòî è åñòü ãàìèëüòîíèàíû ìîäåëè Ãîäåíà ñ ãðàíèöåé. Àíçàö Áåòå äàåò ñëåäóþùèå âûðà-
æåíèÿ äëÿ ñïåêòðà êâàíòîâûõ ãàìèëüòîíèàíîâ:

1

~
HG

i =
1

~
HG

i ({zk}N , {µγ}M , ξ) =

=
ξ

zi
+

N∑
k 6=i

( 1

zi − zk
+

1

zi + zk

)
−

M∑
γ=1

( 1

zi − µγ
+

1

zi + µγ

)
.

(1.31)

Íàáîð M êîðíåé Áåòå {µγ}M óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèÿì Áåòå

2ξ

µγ
+

N∑
k=1

( 1

µγ − zk
+

1

µγ + zk

)
=

2

µγ
+

M∑
c 6=γ

( 2

µγ − µc
+

2

µγ + µc

)
, γ = 1, . . . ,M . (1.32)

Áóêâàëüíî âûøåîïèñàííûé ñëó÷àé îêàçûâàåòñÿ ñâÿçàííûì ñ ìîäåëÿìè Êàëîäæåðî-Ìîçåðà
òèïà CN è DN . Â ñëó÷àå æå ñèñòåìû êîðíåé BN íóæíî ðàññìîòðåòü òó æå ìîäåëü Ãîäåíà, íî
äëÿ N + 1 ñïèíîâ è ñ óñëîâèÿìè: ξ = 0, zN+1 = 0. Òîãäà ãàìèëüòîíèàíû Ãîäåíà ïðèíèìàþò
âèä

1

~
H̃G

i =
Pi,N+1

zi
+
σ
(i)
3 Pi,N+1σ

(i)
3

zi
+

N∑
k 6=i

( Pik

zi − zk
+
σ
(i)
3 Pikσ

(i)
3

zi + zk

)
, i = 1, . . . , N . (1.33)

Ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ è óðàâíåíèÿ Áåòå â ýòîì ñëó÷àå òàêîâû:

1

~
H̃G

i ({zk}N , {µγ}M) =
2

zi
+

N∑
k 6=i

( 1

zi − zk
+

1

zi + zk

)
−

M∑
γ=1

( 1

zi − µγ
+

1

zi + µγ

)
, (1.34)

è
N∑
k=1

( 1

µγ − zk
+

1

µγ + zk

)
= 2

M∑
c6=γ

( 1

µγ − µc
+

1

µγ + µc

)
, γ = 1, . . . ,M . (1.35)

Îñíîâíûì ðåçóëüòàòîì ÿâëÿåòñÿ

Òåîðåìà. Îòîæäåñòâèì îòìå÷åííûå òî÷êè â ìîäåëè Ãîäåíà zi ñ êîîðäèíàòàìè ÷àñòèö
Êàëîäæåðî

zj = qj , j = 1 , . . . , N (1.36)

è ñäåëàåì ïîäñòàíîâêó

q̇j = HG

j or q̇j = H̃G

j , j = 1 , . . . , N (1.37)
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â ìàòðèöó Ëàêñà (1.18), êîòîðóþ îáîçíà÷èì L({q̇j}, {qj}| g1, g2, g4). Çäåñü HG

j è H̃G

j ñîá-
ñòâåííûå çíà÷åíèÿ êâàíòîâûõ ãàìèëüòîíèàíîâ Ãîäåíà (1.31) è (1.34) ñîîòâåòñòâåííî.
Äëÿ êëàññè÷åñêèõ ñèñòåì êîðíåé (1.23) âûáåðåì êîíñòàíòû ñâÿçè ñëåäóþùèì îáðàçîì:

BN : H̃G

j èç (1.34), g1 =
√

2~, g2 = ~, g4 = 0, ðàçìåð ìàòðèöû Ëàêñà (2N + 1)× (2N + 1);

CN : HG

j èç (1.31), g1 = 0, g2 = ~, g4 =
√

2~ ξ, ðàçìåð ìàòðèöû Ëàêñà 2N × 2N ;

DN : HG

j èç (1.31) ñ ξ = 0, g1 = 0, g2 = ~, g4 = 0, ðàçìåð ìàòðèöû Ëàêñà 2N × 2N .

Åñëè äëÿ ëþáîãî M ≤ [N/2], êîðíè Áåòå {µγ} óäîâëåòâîðÿþò óðàâíåíèÿì Áåòå (áîëåå
òî÷íî, (1.35) äëÿ BN ñëó÷àÿ, (1.32) äëÿ CN è (1.32) ñ ξ = 0 äëÿ DN ñëó÷àÿ), òî åñòü HG

j

èëè H̃G

j ÿâëÿþòñÿ ñïåêòðîì ìîäåëè Ãîäåíà, òî òîãäà âñå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ìàòðèöû

Ëàêñà L({H̃G

j }, {qj}| g1, g2, g4) or L({HG

j }, {qj}| g1, g2, g4), à ñëåäîâàòåëüíî, è âñå èíòåãðàëû
äâèæåíèÿ ðàâíû íóëþ.

Òàêèì îáðàçîì êâàíòîâî-êëàññè÷åñêàÿ äóàëüíîñòü óñòàíîâëåíà â óêàçàííûõ ñëó÷àÿõ ñ
íóëåâûì óðîâíåì ïåðåìåííûõ äåéñòâèÿ.

Êâàíòîâî-êëàññè÷åñêîå ñîîòâåòñòâèå äëÿ ñóïåðñèììåòðè÷íûõ

ñïèíîâûõ öåïî÷åê ñ ãðàíèöåé

Âîçâðàùàÿñü ê ôîðìóëå (1.13), ìîæíî çàäàòüñÿ åñòåñòâåííûì âîïðîñîì. Ðàç ìåæäó êëàñ-
ñè÷åñêîé ñèñòåìîé ÷àñòèö è êâàíòîâîé ìîäåëüþ Ãîäåíà óñòàíîâëåíà äóàëüíîñòü, ìîæåò
ëè ýòî ïîìî÷ü ðåøèòü êâàíòîâóþ çàäà÷ó, ìèíóÿ àíçàö Áåòå. Äåéñòâèòåëüíî, çàôèêñèðóåì
îòîæäåñòâëåíèå qj = zj, g = ~ è ïîòðåáóåì, ÷òîáû ìàòðèöà Ëàêñà èìåëà ñïåêòð (refq12).
Òîãäà èç ñîîòíîøåíèÿ q̇j = HG

j ìîæåì ïîëó÷èòü ñïåêòð êâàíòîâûõ ãàìèëüòîíèàíîâ, íå
ðåøàÿ óðàâíåíèÿ Áåòå.

Â äåéñòâèòåëüíîñòè ýòî íå ñîâñåì òàê. Çàäà÷à î âû÷èñëåíèè ñêîðîñòåé ÷àñòèö ïî íàáîðó
ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé ñâîäèòñÿ ê ðåøåíèþ ñèñòåìû àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé. Îêàçûâàåò-
ñÿ, ÷òî ðåøåíèé ýòèõ óðàâíåíèé áîëüøå, ÷åì ñïåêòð ìîäåëè Ãîäåíà. Ñâÿçàíî ýòî ñ òåì, ÷òî
ñ îäíîé êëàññè÷åñêîé ìîäåëüþ Êàëîäæåðî-Ìîçåðà ñâÿçàíà äóàëüíîñòüþ íå îäíà ìîäåëü Ãî-
äåíà, à òðè. Òà, êîòîðóþ ìû óæå îïèñàëè, áûëà ïîñòðîåíà ïî ñòðóêòóðíîé ãðóïïå GL(2). Åå
åùå íóæíî äîïîëíèòü àíàëîãè÷íûìè ìîäåëÿìè ñ ñóïåðãðóïïàìè GL(1|1) è GL(0|2). Òîãäà
ìåæäó òðåìÿ ìîäåëÿìè Ãîäåíà è ñèñòåìîé Êàëîäæåðî óñòàíîâèòñÿ âçàèìíî-îäíîçíà÷íîå
ñîîòâåòñòâèå.

Â ýòîì ãîäó, â ïðîäîëæåíèå ê ðåçóëüòàòàì î ìîäåëÿõ Ãîäåíà ñ Ãðàíèöåé èññëåäîâàëñÿ è
ñëó÷àé òåõ æå ìîäåëåé ñ ãðàíèöåé, íî ïîñòðîåííûõ ïî ñóïåðàëãåáðàì Ëè gl(1|1) è gl(0|2).
Âûÿñíèëîñü, ÷òî êàê è äëÿ AN ñåðèè, âñå òðè ìîäåëè Ãîäåíà ñâÿçàíû ñ îäíîé è òîé æå
ìîäåëüþ Êàëîäæåðî, êàê ýòî ñôîðìóëèðîâàíî â Òåîðåìå.
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2. Îïóáëèêîâàííûå è ïîäàííûå â ïå÷àòü ðàáîòû

Îïóáëèêîâàííûå ðàáîòû
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4. Ðàáîòà â íàó÷íûõ öåíòðàõ è ìåæäóíàðîäíûõ ãðóïïàõ

ñîòðóäíèê: Ìàòåìàòè÷åñêèé öåíòð ìèðîâîãî óðîâíÿ ¾Ìàòåìàòè÷åñêèé èíñòèòóò èì.
Â.À. Ñòåêëîâà Ðîññèéñêîé àêàäåìèè íàóê¿ (ÌÖÌÓ ÌÈÀÍ)

ñîòðóäíèê: ¾Ìåæäóíàðîäíàÿ ëàáîðàòîðèÿ òåîðèè ïðåäñòàâëåíèé è ìàòåìàòè÷åñêîé ôè-
çèêè¿ â ÍÈÓ ÂØÝ

5. Ïåäàãîãè÷åñêàÿ äåÿòåëüíîñòü (âêëþ÷àÿ íàó÷íîå ðóêîâîäñòâî)

ñîðóêâîäèòåëü ñåìèíàðà ¾Ìåòîäû êëàññè÷åñêèõ è êâàíòîâûõ èíòåãðèðóåìûõ ñèñòåì¿,
Íàó÷íî-îáðàçîâàòåëüíûé öåíòð ïðè ÌÈÀÍ, âåñåííèé è îñåííèé ñåìåñòðû;

ïðîôåññîð ÌÔÒÈ, êóðñ ¾Òîåðèÿ ãðóïï è ïðåäñòàâëåíèé¿ äëÿ 2-îãî êóðñà, âåñåííèé
ñåìåñòð; êóðñ ¾Òåîðåòèêî-ãðóïïîâîé ïîäõîä â èíòåãðèðóåìûõ ñèñòåìàõ¿ äëÿ 4-îãî êóð-
ñà, îñåííèé ñåìåñòð, ¾Êàôåäðà òåîðåòè÷åñêîé àñòðîôèçèêè è êâàíòîâîé òåîðèè ïîëÿ¿ â
ÈÒÝÔå;

êóðñ ëåêöèé ¾Ãàìèëüòîíîâà ìåõàíèêà è êëàññè÷åñêèå èíòåãðèðóåìûå ñèñòåìû¿, âåñåí-
íèé ñåìåñòð 2020 ã., Èíñòèòóò òåîðåòè÷åñêîé è ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè ïðè ÌÃÓ (ITMP);
çàïèñàí íà ñàéò teach-in;

êóðñ ëåêöèé ¾Ââåäåíèå â èíòåãðèðóåìûå ñèñòåìû è äóàëüíîñòè¿, âåñåííèé ñåìåñòð 2020
ã., Ìàòåìàòè÷åñêèé èíñòèòóò èì. Â.À. Ñòåêëîâà Ðîññèéñêîé àêàäåìèè íàóê, ã. Ìîñêâà;
çàïèñàí íà ñàéò mathnet;

íàó÷íîå ðóêîâîäñòâî: 2 ñòóäåíòà ÌÔÒÈ, 1 àñïèðàíò ÌÔÒÈ, 2 àñïèðàíòà ÂØÝ, 2 àñ-
ïèðàíòà Ñêîëòåõà, 1 àñïèðàíò ÈÒÝÔ;

àññîöèèðîâàííûé ñîòðóäíèê: Èíñòèòóò òåîðåòè÷åñêîé è ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè â ÌÃÓ
èìåíè Ì.Â. Ëîìîíîñîâà.
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