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÷ ÜÔÏÍ ÐÏÐÕÌÑÒÎÏÍ ÏÂÚÏÒÅ, ÂÏÌØÛÁÑ ÞÁÓÔØ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÄÏÓÔÕÐÎÁ ÓÔÁÒÛÅËÌÁÓÓÎÉËÕ, ÒÁÓÓËÁ-
ÚÙ×ÁÅÔÓÑ Ï ÒÅÛÅÎÉÉ 13-Ê ÐÒÏÂÌÅÍÙ çÉÌØÂÅÒÔÁ É ÐÏÑ×É×ÛÉÈÓÑ ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÐÏÎÑÔÉÉ ÂÁÚÉÓÎÏÇÏ
ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Á É ÂÁÚÉÓÎÏÇÏ ×ÌÏÖÅÎÉÑ. (óÓÙÌËÉ ÄÁÀÔÓÑ ÐÏ ×ÏÚÍÏÖÎÏÓÔÉ ÎÅ ÎÁ ÏÒÉÇÉÎÁÌØÎÙÅ
ÒÁÂÏÔÙ, Á ÎÁ ÏÂÚÏÒÙ.)

ä×Å ÞÁÓÔÉ ÏÂÚÏÒÁ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙ ÄÒÕÇ ÏÔ ÄÒÕÇÁ. ÷ ÐÅÒ×ÏÊ ÞÁÓÔÉ ÐÒÉ×ÏÄÉÔÓÑ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÏÅ
ÉÚÌÏÖÅÎÉÅ ÉÄÅÉ ÒÅÛÅÎÉÑ 13-Ê ÐÒÏÂÌÅÍÙ çÉÌØÂÅÒÔÁ Ï ÓÕÐÅÒÐÏÚÉÃÉÑÈ á. î. ëÏÌÍÏÇÏÒÏ×ÙÍ
É ÷. é. áÒÎÏÌØÄÏÍ (ÐÏ ÍÏÔÉ×ÁÍ [Ar58]). ðÒÉ ÜÔÏÍ ÐÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ, ËÁË ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏ ÐÏÑ×É-
ÌÏÓØ ÐÏÎÑÔÉÅ ÂÁÚÉÓÎÏÇÏ ×ÌÏÖÅÎÉÑ. ðÒÉ×ÏÄÉÔÓÑ ÔÁËÖÅ ÒÅÛÅÎÉÅ ÐÒÏÂÌÅÍÙ ûÔÅÒÎÆÅÌØÄÁ Ï
ÈÁÒÁËÔÅÒÉÚÁÃÉÉ ÇÒÁÆÏ× (É ËÏÍÐÁËÔÏ×), ÂÁÚÉÓÎÏ ×ÌÏÖÉÍÙÈ × ÐÌÏÓËÏÓÔØ [St89, Sk95, KS97,
KS98], Á ÔÁËÖÅ ÅÅ ÏÂÏÂÝÅÎÉÊ [Ku00, Ku03, Ku03']. ÷ÔÏÒÁÑ ÞÁÓÔØ ÎÁÉÂÏÌÅÅ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÁ É
ÐÏÓ×ÑÝÅÎÁ ÒÅÛÅÎÉÀ ÐÒÏÂÌÅÍÙ áÒÎÏÌØÄÁ Ï ÈÁÒÁËÔÅÒÉÚÁÃÉÉ ÂÁÚÉÓÎÙÈ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔ× ÐÌÏÓËÏ-
ÓÔÉ [Ar58', St89, MKT03, Tr], Á ÔÁËÖÅ ÏÂÏÂÝÅÎÉÑÍ ÜÔÏÊ ÐÒÏÂÌÅÍÙ [Vo81, Vo82, SS06, RZ07].
ðÒÉ×ÏÄÉÔÓÑ (ÚÁÄÁÞÁ 8b) ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÏÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏÓÔÉ [MKT03].

âÌÁÇÏÄÁÒÀ ÷.é. áÒÎÏÌØÄÁ, á.á. âÁÒÁÎÁ, ó.í. ÷ÏÒÏÎÉÎÁ, ÷.á. ëÕÒÌÉÎÁ É é.î. ûÎÕÒÎÉ-
ËÏ×Á ÚÁ ÐÏÌÅÚÎÙÅ ÏÂÓÕÖÄÅÎÉÑ. þÁÓÔØ ÜÔÏÇÏ ÍÁÔÅÒÉÁÌÁ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÌÁÓØ ÎÁ ìÅÔÎÉÈ ëÏÎÆÅÒÅÎ-
ÃÉÑÈ ôÕÒÎÉÒÁ çÏÒÏÄÏ× 1997 É 2006 ÇÏÄÏ×.

ï òåûåîéé 13-ê ðòïâìåíù çéìøâåòôá
13-Ñ ÐÒÏÂÌÅÍÁ çÉÌØÂÅÒÔÁ.
ðÕÓÔØ ÄÁÎÏ ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÆÕÎËÃÉÊ F = {f�(x1; : : : ; xn�)}�∈A (ÎÅ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ËÏ-

ÎÅÞÎÏÅ). ïÐÒÅÄÅÌÉÍ ÐÏÎÑÔÉÅ ÓÕÐÅÒÐÏÚÉÃÉÉ ÆÕÎËÃÉÊ ÉÚ F (ÉÌÉ ÆÏÒÍÕÌÙ ÎÁÄ F ) ÉÎÄÕËÔÉ×ÎÏ:
1

(1) ÓÁÍÉ ÆÕÎËÃÉÉ f� É ×ÓÅ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÅ xj Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÓÕÐÅÒÐÏÚÉÃÉÑÍÉ ÆÕÎËÃÉÊ ÉÚ F .
(2) ÅÓÌÉ ÆÕÎËÃÉÉ f(x1; : : : ; xn); g1(: : :); : : : ; gn(: : :) Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÓÕÐÅÒÐÏÚÉÃÉÑÍÉ ÆÕÎËÃÉÊ ÉÚ

F (ÎÅ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ÒÁÚÌÉÞÎÙÍÉ), ÔÏ É ÆÕÎËÃÉÑ f(g1(: : :); : : : ; gn(: : :)) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÓÕÐÅÒÐÏÚÉÃÉÅÊ
ÆÕÎËÃÉÊ ÉÚ F .

îÁÐÒÉÍÅÒ, ÐÏÌÉÎÏÍ ∑ ak1:::knxk1
1 · · ·xknn ÅÓÔØ ÓÕÐÅÒÐÏÚÉÃÉÑ ÆÕÎËÃÉÊ f(x; y) = x + y É

g(x; y) = xy. ðÒÉÞÅÍ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ÍÏÖÎÏ ÉÓËÌÀÞÉÔØ, ÔÁË ËÁË xy = exp(ln x + ln y) ÄÌÑ
x; y > 0. (áÐÐÒÏËÓÉÍÁÃÉÏÎÎÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ ÷ÅÊÅÒÛÔÒÁÓÁ ÐÏËÁÚÙ×ÁÅÔ, ÞÔÏ ÆÕÎËÃÉÑ ÎÅÓËÏÌØËÉÈ
ÁÒÇÕÍÅÎÔÏ× ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÏ ÐÒÉÂÌÉÖÅÎÁ ÎÁ ËÏÍÐÁËÔÎÏÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å ÐÏÌÉÎÏÍÁÍÉ, Á
ÚÎÁÞÉÔ É ÓÕÐÅÒÐÏÚÉÃÉÑÍÉ ÆÕÎËÃÉÊ ÏÄÎÏÇÏ ÁÒÇÕÍÅÎÔÁ É ÓÌÏÖÅÎÉÑ.)

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ×ÏÐÒÏÓÙ. 2

1. íÏÖÎÏ ÌÉ ËÁÖÄÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ ÎÅÓËÏÌØËÉÈ ÁÒÇÕÍÅÎÔÏ× ÚÁÐÉÓÁÔØ × ×ÉÄÅ ÓÕÐÅÒÐÏÚÉÃÉÉ
ÆÕÎËÃÉÊ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ Ä×ÕÈ ÁÒÇÕÍÅÎÔÏ×?

2. íÏÖÎÏ ÌÉ ËÁÖÄÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ Ä×ÕÈ ÁÒÇÕÍÅÎÔÏ× ÚÁÐÉÓÁÔØ ËÁË ÓÕÐÅÒÐÏÚÉÃÉÀ ÆÕÎËÃÉÊ
ÏÄÎÏÇÏ ÁÒÇÕÍÅÎÔÁ É ÐÒÏÓÔÅÊÛÅÊ ÆÕÎËÃÉÉ Ä×ÕÈ ÁÒÇÕÍÅÎÔÏ× (ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÓÌÏÖÅÎÉÑ)?

ðÏÓËÏÌØËÕ ÐÌÏÓËÏÓÔØ É ÐÒÑÍÁÑ ÒÁ×ÎÏÍÏÝÎÙ, ÔÏ ÌÀÂÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ ÔÒÅÈ É ÂÏÌÅÅ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ
ÍÏÖÎÏ ×ÙÒÁÚÉÔØ × ×ÉÄÅ ÓÕÐÅÒÐÏÚÉÃÉÉ (×ÏÏÂÝÅ ÇÏ×ÏÒÑ, ÒÁÚÒÙ×ÎÙÈ) ÆÕÎËÃÉÊ Ä×ÕÈ ÐÅÒÅÍÅÎ-
ÎÙÈ [Ar58]. ðÏÜÔÏÍÕ ÕËÁÚÁÎÎÙÅ ×ÏÐÒÏÓÙ ÉÎÔÅÒÅÓÎÙ ÔÏÌØËÏ ÄÌÑ ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ. ÷
ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍ ×ÓÅ ÆÕÎËÃÉÉ ÐÒÅÄÐÏÌÁÇÁÀÔÓÑ ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÙÍÉ.

ñÓÎÏ, ÞÔÏ ÌÀÂÁÑ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔÓÑ ××ÉÄÅ ÓÕÐÅÒÐÏÚÉÃÉÉ ÆÕÎËÃÉÊ
Ä×ÕÈ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ. ðÒÏÓÔÅÊÛÉÅ ÎÅÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ | ËÏÒÎÉ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÈ ÕÒÁ×ÎÅ-
ÎÉÊ. ë 1900 ÇÏÄÕ ÂÙÌÏ ÉÚ×ÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ n-Ê ÓÔÅÐÅÎÉ Ó×ÏÄÉÔÓÑ (ÐÒÉ
ÐÏÍÏÝÉ ÒÁÄÉËÁÌÏ×) Ë ÔÁËÏÍÕ, Õ ËÏÔÏÒÏÇÏ ËÏÜÆÆÉÃÉÜÎÔÙ ÐÒÉ xn É x0 ÒÁ×ÎÙ 1, Á ÐÒÉ xn−1,

1ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÓÕÐÅÒÐÏÚÉÃÉÉ ÍÏÖÎÏ ÔÁËÖÅ ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ÁÔØ ÇÒÁÆÉÞÅÓËÉ, ÎÁ ÑÚÙËÅ ÓÈÅÍ.
2ñÓÎÏ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÆÕÎËÃÉÊ ÁÌÇÅÂÒÙ ÌÏÇÉËÉ ÏÔ×ÅÔÙ ÎÁ ÏÂÁ ×ÏÐÒÏÓÁ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙ. üÌÅÍÅÎÔÁÒÎÏÅ ÉÚÌÏÖÅÎÉÅ

ÂÏÌÅÅ ÇÌÕÂÏËÏÊ ÔÅÏÒÅÍÙ ðÏÓÔÁ ÓÍ. × [PSSZ] www.mcme.ru/circles/mat.htm.
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xn−2 É xn−3 ÒÁ×ÎÙ 0 (ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÏÓÔÁÅÔÓÑ n − 4 ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁ). ëÒÏÍÅ
ÔÏÇÏ, ÐÏÓÌÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á áÂÅÌÅÍ É çÁÌÕÁ ÎÅÒÁÚÒÅÛÉÍÏÓÔÉ × ÒÁÄÉËÁÌÁÈ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÈ
ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ ÓÔÅÐÅÎÉ ×ÙÛÅ 4, ÂÙÌÏ ÄÏËÁÚÁÎÏ, ÞÔÏ ÒÅÛÅÎÉÅ ÐÏÓÌÅÄÎÅÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ ×ÙÒÁÖÁÅÔÓÑ
ÞÅÒÅÚ ÔÜÔÁ-ÆÕÎËÃÉÀ n − 4 ÁÒÇÕÍÅÎÔÏ×. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, 'ÐÒÏÓÔÅÊÛÁÑ' ÆÕÎËÃÉÑ, ×ÙÒÁÖÅÎÉÅ
ËÏÔÏÒÏÊ ÞÅÒÅÚ ÆÕÎËÃÉÉ ÍÅÎØÛÅÇÏ ÞÉÓÌÁ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ÎÅ ÂÙÌÏ ÉÚ×ÅÓÔÎÏ | ÆÕÎËÃÉÑ x(a; b; c),
×ÙÒÁÖÁÀÝÕÀ ÒÅÛÅÎÉÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ x7 + ax3 + bx2 + cx + 1 = 0 ÓÅÄØÍÏÊ ÓÔÅÐÅÎÉ. ðÏÜÔÏÍÕ
çÉÌØÂÅÒÔ ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ÁÌ Ó×ÏÀ 13-À ÐÒÏÂÌÅÍÕ ÔÁË:

äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÓÅÄØÍÏÊ ÓÔÅÐÅÎÉ x7 + ax3 + bx2 + cx + 1 = 0 ÎÅÒÁÚÒÅÛÉÍÏ ×
ÔÅÒÍÉÎÁÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ Ä×ÕÈ ÁÒÇÕÍÅÎÔÏ×.

çÉÌØÂÅÒÔÕ ÕÄÁÌÏÓØ ÐÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÉÅ ÆÕÎËÃÉÉ ÔÒÅÈ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ÎÅ
Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÓÕÐÅÒÐÏÚÉÃÉÑÍÉ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÉÈ ÖÅ ÆÕÎËÃÉÊ Ä×ÕÈ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ. ÷ 1954 ÷ÉÔÕÛËÉÎ
ÄÏËÁÚÁÌ, ÞÔÏ ÎÅËÏÔÏÒÙÅ r ÒÁÚ ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ ÎÅ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÓÕÐÅÒÐÏ-
ÚÉÃÉÑÍÉ r ÒÁÚ ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ Ä×ÕÈ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ [Ar58, Vi04]. äÌÑ
ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÙÈ ÖÅ ÆÕÎËÃÉÊ ÇÉÐÏÔÅÚÁ çÉÌØÂÅÒÔÁ ÂÙÌÁ ÏÐÒÏ×ÅÒÇÎÕÔÁ × 1957 ÇÏÄÕ ëÏÌÍÏÇÏÒÏ-
×ÙÍ É áÒÎÏÌØÄÏÍ.

ôÅÏÒÅÍÁ ëÏÌÍÏÇÏÒÏ×Á-áÒÎÏÌØÄÁ. ìÀÂÁÑ ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔÓÑ ×
×ÉÄÅ ÓÕÐÅÒÐÏÚÉÃÉÉ ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÏÄÎÏÇÏ É Ä×ÕÈ ÁÒÇÕÍÅÎÔÏ×.

ðÒÉ×ÅÄÅÍ ÎÁÂÒÏÓÏË ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÜÔÏÊ ÔÅÏÒÅÍÙ. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ I = [−1; 1].

ôÅÏÒÅÍÁ ëÏÌÍÏÇÏÒÏ×Á: Ë ÓÕÐÅÒÐÏÚÉÃÉÑÍ ÆÕÎËÃÉÊ ÔÒÅÈ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ.
÷ÅÓÎÏÊ 1956 Ç. ëÏÌÍÏÇÏÒÏ×Õ ÕÄÁÌÏÓØ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÁÑ ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ

ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ ÔÒÅÈ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÓÕÐÅÒÐÏÚÉÃÉÅÊ ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÔÒÅÈ ÐÅÒÅÍÅÎ-
ÎÙÈ. ïÎ ÉÓÐÏÌØÚÏ×ÁÌ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ÐÏÎÑÔÉÅ. (åÓÌÉ ÜÔÏ ÐÏÎÑÔÉÅ ÐÏËÁÖÅÔÓÑ ÷ÁÍ ÓÌÏÖÎÙÍ, ÷Ù
ÍÏÖÅÔÅ ÓÒÁÚÕ ÐÅÒÅÊÔÉ Ë ÌÅÍÍÅ ëÏÌÍÏÇÏÒÏ×Á Ï ÆÕÎËÃÉÑÈ ÎÉÖÅ).

äÅÒÅ×ÏÍ Tf ËÏÍÐÏÎÅÎÔ ÍÎÏÖÅÓÔ× ÕÒÏ×ÎÑ ÆÕÎËÃÉÉ f : I → I ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÅ
ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï, ÔÏÞËÁÍÉ ËÏÔÏÒÏÇÏ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÙ Ó×ÑÚÎÏÓÔÉ ÍÎÏÖÅÓÔ× f−1(c), c ∈ I,
Á ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÍÅÖÄÕ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÁÍÉ A É B ÍÎÏÖÅÓÔ× f−1(c) É f−1(d) ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÆÏÒÍÕÌÏÊ
�(A;B) = min{|x− y| | x ∈ A; y ∈ B}.

îÁÐÒÉÍÅÒ, ÄÅÒÅ×Ï ËÏÍÐÏÎÅÎÔ ÍÎÏÖÅÓÔ× ÕÒÏ×ÎÑ ÆÕÎËÃÉÉ f : I2 → I, f(x; y) = xy, ÇÏÍÅÏ-
ÍÏÒÆÎÏ ÂÕË×Å X. óÍ. ÄÒÕÇÉÅ ÐÒÉÍÅÒÙ × [Ar58].

ïÞÅ×ÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÌÀÂÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ f : In → I ÏÔ n ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔÓÑ × ×ÉÄÅ ËÏÍÐÏ-
ÚÉÃÉÉ (In)−tf → (Tf )−f → (I) ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ f É tf . ðÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï Tf ÍÏÖÎÏ
ÓÞÉÔÁÔØ ÌÅÖÁÝÉÍ ÂÅÚ ÓÁÍÏÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÊ × Ë×ÁÄÒÁÔÅ I2. 3 ðÏÜÔÏÍÕ tf ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ ÐÁÒÏÊ
ÆÕÎËÃÉÊ uf ; vf : In → I. æÕÎËÃÉÀ f ÍÏÖÎÏ ÐÒÏÄÏÌÖÉÔØ ÎÁ ×ÅÓØ Ë×ÁÄÒÁÔ I2, Ô.Å. ÓÞÉÔÁÔØ
ÆÕÎËÃÉÅÊ Ä×ÕÈ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ. éÔÁË, ÉÍÅÅÍ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ëÒÏÎÒÏÄÁ

f(x1; : : : ; xn) = f(uf (x1; : : : ; xn); vf (x1; : : : ; xn)):

ìÅÍÍÁ ëÏÌÍÏÇÏÒÏ×Á Ï ÄÅÒÅ×ØÑÈ. óÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ ÔÁËÉÅ ÄÅÒÅ×ØÑ T1; : : : ; Tn+1 É ÆÕÎËÃÉÉ
ti : In → Ti, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ f : In → I ÏÔ n ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ
ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ g1; : : : ; gn+1 : In → I ÏÔ n ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ

Tgi = Ti; tgi = ti É f = g1 + : : :+ gn+1:

÷ÁÖÎÏ, ÞÔÏ ÄÅÒÅ×ØÑ Tgi ËÏÍÐÏÎÅÎÔ ÍÎÏÖÅÓÔ× ÕÒÏ×ÎÑ ÆÕÎËÃÉÊ gi (É ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÅ
ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ tgi) ÎÅ ÚÁ×ÉÓÑÔ ÏÔ f , ÈÏÔÑ ÓÁÍÉ ÆÕÎËÃÉÉ gi ÍÏÇÕÔ ÚÁ×ÉÓÅÔØ ÏÔ f . úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ
× ÐÒÉ×ÅÄÅÎÎÏÊ ÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ËÅ ÌÅÍÍÁ ëÏÌÍÏÇÏÒÏ×Á Ï ÄÅÒÅ×ØÑÈ ÎÅÔÒÉ×ÉÁÌØÎÁ ÄÁÖÅ ÄÌÑ n = 1
É n = 2.

éÚ ÌÅÍÍÙ ëÏÌÍÏÇÏÒÏ×Á Ï ÄÅÒÅ×ØÑÈ (ËÏÔÏÒÕÀ ÍÙ ÎÅ ÄÏËÁÚÙ×ÁÅÍ) É ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ ëÒÏÎÒÏÄÁ
×ÙÔÅËÁÅÔ ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ (ÄÏËÁÖÉÔÅ!).

3äÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÎÕÖÎÏ ÐÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ Tf Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÄÅÒÅ×ÏÍ, Ô. Å. ÏÄÎÏÍÅÒÎÙÍ ÓÔÑÇÉ×ÁÅÍÙÍ ÌÏËÁÌØÎÏ
Ó×ÑÚÎÙÍ ËÏÍÐÁËÔÏÍ. ðÒÉÍÅÒÙ ÄÅÒÅ×ØÅ× | ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á B É Hi ÎÁ ÒÉÓ. 3. ìÀÂÏÅ ÄÅÒÅ×Ï ÐÌÁÎÁÒÎÏ [Ku68].
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ìÅÍÍÁ ëÏÌÍÏÇÏÒÏ×Á Ï ÆÕÎËÃÉÑÈ. äÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ n ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÔÁËÏÊ ÎÁÂÏÒ ÉÚ 2n+2
ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÉ ui; vi : In → I (i = 1; : : : ; n + 1) ÏÔ n ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ
ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ f : In → I ÏÔ n ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ fi :
I2 → I (i = 1; : : : ; n+ 1) Ä×ÕÈ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ

f(x1; : : : ; xn) =
n+1∑

i=1
fi(ui(x1; : : : ; xn); vi(x1; : : : ; xn)):

÷ÁÖÎÏ, ÞÔÏ ÆÕÎËÃÉÉ ui; vi ÎÅ ÚÁ×ÉÓÑÔ ÏÔ f (ÐÒÉ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÏÍ n), ÈÏÔÑ ÆÕÎËÃÉÉ fi ÍÏÇÕÔ
ÚÁ×ÉÓÅÔØ ÏÔ f .

äÌÑ n = 1 É n = 2 ÌÅÍÍÁ ëÏÌÍÏÇÏÒÏ×Á Ï ÆÕÎËÃÉÑÈ (× ÐÒÉ×ÅÄÅÎÎÏÊ ÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ËÅ) ÔÒÉ×É-
ÁÌØÎÁ (ÐÏÄÕÍÁÊÔÅ, ÐÏÞÅÍÕ). äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÍÙ ÎÅ ÐÒÉ×ÏÄÉÍ. èÏÔÑ ÏÎÏ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ×ÁÖÎÙÍ
ÛÁÇÏÍ × ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Å ÔÅÏÒÅÍÙ ëÏÌÍÏÇÏÒÏ×Á-áÒÎÏÌØÄÁ, ÎÏ ÎÁÛÁ ÃÅÌØ | ÏÓ×ÅÔÉÔØ ÉÍÅÎÎÏ
ÔÅ ÛÁÇÉ, × ËÏÔÏÒÙÈ ÐÏÑ×ÉÌÏÓØ ÐÏÎÑÔÉÅ ÂÁÚÉÓÎÏÇÏ ×ÌÏÖÅÎÉÑ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÔÅÏÒÅÍÙ ëÏÌÍÏÇÏÒÏ×Á Ï ×ÙÒÁÚÉÍÏÓÔÉ ÞÅÒÅÚ ÆÕÎËÃÉÉ ÔÒÅÈ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ.
äÌÑ ÆÕÎËÃÉÉ f(x1; x2; x3; x4) ÞÅÔÙÒÅÈ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ÉÍÅÅÍ

f(x1; x2; x3; x4) = fx4(x1; x2; x3) =
4∑

i=1
fi;x4(ui(x1; x2; x3); vi(x1; x2; x3)) =

=
4∑

i=1
Fi(ui(x1; x2; x3); vi(x1; x2; x3); x4); ÇÄÅ Fi(a; b; c) = fi;c(a; b):

äÌÑ ÆÕÎËÃÉÉ ÂÏÌØÛÅÇÏ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Á ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ. QED
A. úÁ ÏÄÎÕ ËÏÐÅÊËÕ Á×ÔÏÍÁÔ ×ÙÄÁÅÔ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÚÁÄÁÎÎÏÊ ÷ÁÍÉ ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ ÔÒÅÈ

ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ÎÁ ÚÁÄÁÎÎÏÊ ÷ÁÍÉ ÔÒÏÊËÅ ÞÉÓÅÌ. úÁ ËÁËÕÀ ÓÕÍÍÕ ÷Ù ÚÁ×ÅÄÏÍÏ ÓÍÏÖÅÔÅ ×ÙÞÉ-
ÓÌÉÔØ ÚÁÄÁÎÎÕÀ ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ n ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ (ÐÒÉ ÕÓÌÏ×ÉÉ ÎÁÌÉÞÉÑ Õ ÷ÁÓ ÎÅÏÇÒÁ-
ÎÉÞÅÎÎÏÊ ÐÁÍÑÔÉ)?

ôÅÏÒÅÍÁ áÒÎÏÌØÄÁ: Ë ÓÕÐÅÒÐÏÚÉÃÉÑÍ ÆÕÎËÃÉÊ Ä×ÕÈ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ.
äÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÔÅÏÒÅÍÙ ëÏÌÍÏÇÏÒÏ×Á-áÒÎÏÌØÄÁ ÏÓÔÁÌÏÓØ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÕÀ ÎÅÐÒÅÒÙ×-

ÎÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ ÔÒÅÈ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ×ÙÒÁÚÉÔØ ÞÅÒÅÚ ÓÕÐÅÒÐÏÚÉÃÉÀ ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ Ä×ÕÈ
ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ. äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÐÏÌÅÚÎÏ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ÐÏÎÑÔÉÅ.

ðÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï T ⊂ I3 ÎÁÚÏ×ÅÍ ÂÁÚÉÓÎÙÍ, ÅÓÌÉ ÌÀÂÁÑ ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÎÁ T ÍÏÖÅÔ
ÂÙÔØ ÒÁÚÌÏÖÅÎÁ × ÓÕÍÍÕ ÔÒÅÈ ÆÕÎËÃÉÊ, ËÁÖÄÁÑ ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ÚÁ×ÉÓÉÔ ÔÏÌØËÏ ÏÔ ÏÄÎÏÊ ËÏ-
ÏÒÄÉÎÁÔÙ. éÌÉ, ÆÏÒÍÁÌØÎÏ, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ f : T → I ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ
ÔÁËÉÅ ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ f1; f2; f3 : I → I, ÞÔÏ

f(x; y; z) = f1(x) + f2(y) + f3(z) ÄÌÑ (x; y; z) ∈ T:

ìÅÍÍÁ áÒÎÏÌØÄÁ Ï ÄÅÒÅ×ØÑÈ. ìÀÂÏÅ ÄÅÒÅ×Ï ÍÏÖÎÏ ÂÁÚÉÓÎÏ ×ÌÏÖÉÔØ × I3.
äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÌÅÍÍÙ áÒÎÏÌØÄÁ ÉÓÐÏÌØÚÕÅÔ ÔÅÏÒÅÍÕ íÅÎÇÅÒÁ Ï ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÉ ÕÎÉ×ÅÒ-

ÓÁÌØÎÏÇÏ ÄÅÒÅ×Á. éÄÅÀ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÐÒÏÝÅ ×ÓÅÇÏ Õ×ÉÄÅÔØ ÎÁ ÐÒÉÍÅÒÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á
ÂÁÚÉÓÎÏÊ ×ÌÏÖÉÍÏÓÔÉ × ÐÌÏÓËÏÓÔØ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÄÅÒÅ×Á, ÉÚ ËÁÖÄÏÊ ×ÅÒÛÉÎÙ ËÏÔÏÒÏÇÏ ×ÙÈÏÄÉÔ
ÌÉÂÏ ÏÄÎÏ, ÌÉÂÏ ÔÒÉ ÒÅÂÒÁ | ÓÍ. ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÅ ÂÁÚÉÓÎÙÈ ×ÌÏÖÅÎÉÊ × ÐÏÓÌÅÄÎÅÍ ÐÕÎËÔÅ ÉÌÉ
[Ar58].

îÁ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, áÒÎÏÌØÄ ÄÏËÁÚÁÌ ÜÔÕ ÌÅÍÍÕ ÄÌÑ ÄÅÒÅ×ØÅ× Ó ÔÏÞËÁÍÉ ×ÅÔ×ÌÅÎÉÑ ÔÒÅÔØÅÇÏ
ÐÏÒÑÄËÁ. üÔÏÇÏ ÂÙÌÏ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÄÌÑ ÒÅÛÅÎÉÑ ÐÒÏÂÌÅÍÙ çÉÌØÂÅÒÔÁ. ïÂÝÉÊ ÓÌÕÞÁÊ ÌÅÍÍÙ
ÄÏËÁÚÁÎ ïÓÔÒÁÎÄÏÍ × 1965 [St89].

ìÅÍÍÁ áÒÎÏÌØÄÁ Ï ÆÕÎËÃÉÑÈ. óÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÔÁËÏÊ ÎÁÂÏÒ ÉÚ 9 ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÉ
uij : I2 → I (i; j = 1; 2; 3) Ä×ÕÈ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ f : I2 → I
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Ä×ÕÈ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ fij : I → I (i; j = 1; 2; 3) ÏÄÎÏÊ ÐÅÒÅ-
ÍÅÎÎÏÊ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ

f(x; y) =
3∑

i;j=1
fij(uij(x; y)):

÷ÁÖÎÏ, ÞÔÏ ÆÕÎËÃÉÉ uij ÎÅ ÚÁ×ÉÓÑÔ ÏÔ f , ÈÏÔÑ ÆÕÎËÃÉÉ fij ÍÏÇÕÔ ÚÁ×ÉÓÅÔØ ÏÔ f .
äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ÷ÏÚØÍÅÍ 'ÕÎÉ×ÅÒÓÁÌØÎÙÅ' ÄÅÒÅ×ØÑ T1; T2; T3 ÉÚ ÌÅÍÍÙ ëÏÌÍÏÇÏÒÏ×Á

Ï ÄÅÒÅ×ØÑÈ ÄÌÑ n = 2. ðÏ ÌÅÍÍÅ áÒÎÏÌØÄÁ Ï ÄÅÒÅ×ØÑÈ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ ÂÁÚÉÓÎÙÅ ×ÌÏÖÅÎÉÑ
(ui1; ui2; ui3) : Ti → I3. ÷ÏÚØÍÅÍ ÆÕÎËÃÉÉ fi ÉÚ ÔÅÏÒÅÍÙ ëÏÌÍÏÇÏÒÏ×Á Ï ÄÅÒÅ×ØÑÈ ÄÌÑ n = 2.
ìÅÍÍÁ áÒÎÏÌØÄÁ Ï ÆÕÎËÃÉÑÈ ×ÙÔÅËÁÅÔ ÉÚ ÒÁ×ÅÎÓÔ×

fi(x; y) = fi(ui1(x; y); ui2(x; y); ui3(x; y)) = fi1(ui1(x; y)) + fi2(ui2(x; y)) + fi3(ui3(x; y)): QED

ôÅÐÅÒØ ÔÅÏÒÅÍÁ ëÏÌÍÏÇÏÒÏ×Á-áÒÎÏÌØÄÁ ×ÙÔÅËÁÅÔ ÉÚ

f(x; y; z) = fz(x; y) =
3∑

i;j=1
fij;z(uij(x; y)) =

3∑

i;j=1
Fij(uij(x; y); z); ÇÄÅ Fij(t; z) = fij;z(t):

B. úÁ ÏÄÎÕ ËÏÐÅÊËÕ Á×ÔÏÍÁÔ ×ÙÄÁÅÔ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÚÁÄÁÎÎÏÊ ÷ÁÍÉ ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ Ä×ÕÈ
ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ÎÁ ÚÁÄÁÎÎÏÊ ÷ÁÍÉ ÐÁÒÅ ÞÉÓÅÌ. úÁ ËÁËÕÀ ÓÕÍÍÕ ÷Ù ÚÁ×ÅÄÏÍÏ ÓÍÏÖÅÔÅ ×ÙÞÉÓÌÉÔØ
ÚÁÄÁÎÎÕÀ ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ n ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ (ÐÒÉ ÕÓÌÏ×ÉÉ ÎÁÌÉÞÉÑ Õ ÷ÁÓ ÎÅÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÊ
ÐÁÍÑÔÉ)?

ôÅÏÒÅÍÁ ëÏÌÍÏÇÏÒÏ×Á: Ë ÆÕÎËÃÉÑÍ ÏÄÎÏÊ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ É ÓÌÏÖÅÎÉÀ.
÷ ÔÏÍ ÖÅ 1957 ÇÏÄÕ ëÏÌÍÏÇÏÒÏ× ÄÏËÁÚÁÌ ÅÝÅ ÂÏÌÅÅ ÓÉÌØÎÙÊ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ, ÉÚ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÔÁËÖÅ

×ÙÔÅËÁÅÔ ÒÅÛÅÎÉÅ ÐÒÏÂÌÅÍÙ çÉÌØÂÅÒÔÁ.
óÕÐÅÒÐÏÚÉÃÉÏÎÎÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ ëÏÌÍÏÇÏÒÏ×Á. ìÀÂÁÑ ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÐÒÅÄÓÔÁ-

×ÌÑÅÔÓÑ × ×ÉÄÅ ÓÕÐÅÒÐÏÚÉÃÉÉ ÓÌÏÖÅÎÉÑ É ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÏÄÎÏÊ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ.
âÏÌÅÅ ÔÏÞÎÏ, ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ n > 1 ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÎÁÂÏÒ (2n+ 1)n ÔÁËÉÈ ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÙÈ ÆÕÎË-

ÃÉÊ uij : I → I (i = 1; : : : ; 2n+1, j = 1; : : : ; n) ÏÄÎÏÊ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÏÊ
ÆÕÎËÃÉÉ f : In → I ÏÔ n ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ f1; : : : ; f2n+1 : I → I
ÏÄÎÏÊ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ

f(x1; : : : ; xn) =
2n+1∑

i=1
fi




n∑

j=1
uij(xj)


 :

úÄÅÓØ ×ÁÖÎÏ, ÞÔÏ ÆÕÎËÃÉÉ uij ÎÅ ÚÁ×ÉÓÑÔ ÏÔ f , ÈÏÔÑ ÆÕÎËÃÉÉ fij ÍÏÇÕÔ ÚÁ×ÉÓÅÔØ ÏÔ f . üÌÅ-
ÍÅÎÔÁÒÎÏÅ ÉÚÌÏÖÅÎÉÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÓÕÐÅÒÐÏÚÉÃÉÏÎÎÏÊ ÔÅÏÒÅÍÙ ëÏÌÍÏÇÏÒÏ×Á ÎÁÈÏÄÉÔÓÑ ×
[Ar58].

C**. úÁ ÏÄÎÕ ËÏÐÅÊËÕ Á×ÔÏÍÁÔ ÌÉÂÏ ÓËÌÁÄÙ×ÁÅÔ Ä×Á ÚÁÄÁÎÎÙÈ ÷ÁÍÉ ÞÉÓÌÁ, ÌÉÂÏ ×Ù-
ÄÁÅÔ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÚÁÄÁÎÎÏÊ ÷ÁÍÉ ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ ÏÄÎÏÊ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ × ÚÁÄÁÎÎÏÊ ÷ÁÍÉ
ÔÏÞËÅ. úÁ ËÁËÕÀ ÓÕÍÍÕ ÷Ù ÚÁ×ÅÄÏÍÏ ÓÍÏÖÅÔÅ ×ÙÞÉÓÌÉÔØ ÚÁÄÁÎÎÕÀ ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ
n ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ (ÐÒÉ ÕÓÌÏ×ÉÉ ÎÁÌÉÞÉÑ Õ ÷ÁÓ ÎÅÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÊ ÐÁÍÑÔÉ)?

ïÂ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÉÈ ÐÒÏÂÌÅÍÁÈ, Ó×ÑÚÁÎÎÙÈ Ó ÜÔÉÍ ×ÙÄÁÀÝÉÍÓÑ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÏÍ ëÏÌÍÏÇÏÒÏ×Á,
ÓÍ. [St89, Vi04]. ôÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÉÅ ÐÒÏÂÌÅÍÙ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÙ ÄÁÌÅÅ.

âÁÚÉÓÎÙÅ ×ÌÏÖÅÎÉÑ × ÍÎÏÇÏÍÅÒÎÙÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á.
ðÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï K ⊂ Rn ÎÁÚÏ×ÅÍ ÂÁÚÉÓÎÙÍ, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ f :

K → R ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ ÔÁËÉÅ ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ f1; : : : ; fn : R → R, ÞÔÏ

f(x1; : : : ; xn) = f1(x1) + : : :+ fn(xn) ÄÌÑ (x1; : : : ; xn) ∈ K:
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ðÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï K ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÂÁÚÉÓÎÏ ×ÌÏÖÉÍÙÍ × Rn, ÅÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ×ÌÏÖÅÎÉÅ K → Rn,
ÏÂÒÁÚ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÂÁÚÉÓÎÙÊ.

æÕÎËÃÉÉ ÎÁ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÍ n-ÍÅÒÎÏÍ ËÏÍÐÁËÔÅ ÕÖÅ ÎÅÌØÚÑ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÔØ ÓÅÂÅ ËÁË ÆÕÎË-
ÃÉÉ n ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ. ïÄÎÁËÏ ÐÏÎÑÔÉÅ ÂÁÚÉÓÎÏÊ ×ÌÏÖÉÍÏÓÔÉ ÄÏÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÁÎÁÌÏÇ ÒÁÚÌÏÖÉÍÏÓÔÉ
ÆÕÎËÃÉÊ ÎÁ ËÏÍÐÁËÔÁÈ × ÓÕÐÅÒÐÏÚÉÃÉÀ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ É ÓÌÏÖÅÎÉÑ.

éÚ ÓÕÐÅÒÐÏÚÉÃÉÏÎÎÏÊ ÔÅÏÒÅÍÙ ëÏÌÍÏÇÏÒÏ×Á ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ n-ÍÅÒÎÙÊ ËÕÂ ÂÁÚÉÓÎÏ ×ÌÏÖÉÍ
× R2n+1. äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, ÆÕÎËÃÉÉ ui =

n∑
j=1

uij (i = 1; : : : ; 2n + 1) ÉÚ ÔÅÏÒÅÍÙ ëÏÌÍÏÇÏÒÏ×Á
ÏÐÒÅÄÅÌÑÀÔ ÂÁÚÉÓÎÏÅ ×ÌÏÖÅÎÉÅ In → I2n+1, ÐÏÓËÏÌØËÕ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ f :
In → I ÏÔ n ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ f1; : : : ; f2n+1 : I → I ÏÄÎÏÊ
ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ

f(x1; : : : ; xn) = f1(u1(x1; : : : xn)) + : : :+ f2n+1(u2n+1(x1; : : : ; xn)): (∗)
ïÓÔÒÁÎÄ ÚÁÍÅÔÉÌ × 1965, ÞÔÏ ÜÔÏÔ ÆÁËÔ ÍÏÖÎÏ ÏÂÏÂÝÉÔØ.

ôÅÏÒÅÍÁ ïÓÔÒÁÎÄÁ. ìÀÂÏÊ n-ÍÅÒÎÙÊ ËÏÍÐÁËÔ ÂÁÚÉÓÎÏ ×ÌÏÖÉÍ × R2n+1 [St89].
îÁ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ ïÓÔÒÁÎÄ ÄÏËÁÚÁÌ ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ ÂÏÌÅÅ ÓÉÌØÎÙÊ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ, ÏÂÏÂÝÁÀÝÉÊ ÓÕ-

ÐÅÒÐÏÚÉÃÉÏÎÎÕÀ ÔÅÏÒÅÍÕ ëÏÌÍÏÇÏÒÏ×Á (Á ÎÅ ÔÏÌØËÏ ÅÅ ÓÌÅÄÓÔ×ÉÅ).
ðÕÓÔØ X1; : : : ; Xm | ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÙÅ ÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á. ðÏÌÏÖÉÍ n =

dimX1 + : : : + dimXm É X = X1 × : : :×Xm. ôÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ ÔÁËÉÅ ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÙÅ ÆÕÎË-
ÃÉÉ uij : Xj → R, (i = 1; : : : ; 2n + 1, j = 1; : : : ;m), ÞÔÏ ÄÌÑ ÆÕÎËÃÉÊ ui(x1; : : : ; xm) =
ui1(x1) + : : : + uim(xm) É ÌÀÂÏÊ ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ f : X → R ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÙÅ
ÆÕÎËÃÉÉ f1; : : : ; f2n+1 : R → R, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ ×ÙÐÏÌÎÅÎÏ (*).

ôÅÏÒÅÍÁ ûÔÅÒÎÆÅÌØÄÁ. äÌÑ ÌÀÂÏÇÏ n ≥ 2 ÌÀÂÏÊ n-ÍÅÒÎÙÊ ËÏÍÐÁËÔ ÎÅ ×ÌÏÖÉÍ
ÂÁÚÉÓÎÏ × R2n [St89].

ôÅÏÒÅÍÁ ïÓÔÒÁÎÄÁ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÕÓÉÌÅÎÉÅÍ ÔÅÏÒÅÍÙ îÅÂÌÉÎÇÁ{íÅÎÇÅÒÁ{ðÏÎÔÒÑÇÉÎÁ Ï ×ÌÏÖÉ-
ÍÏÓÔÉ ÌÀÂÏÇÏ n-ÍÅÒÎÏÇÏ ËÏÍÐÁËÔÁ × R2n+1 [Ku68]. ôÅÏÒÅÍÁ ûÔÅÒÎÆÅÌØÄÁ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÁÎÁÌÏÇÏÍ
ÐÒÉÍÅÒÁ n-ÍÅÒÎÙÈ ÐÏÌÉÜÄÒÏ×, ÎÅ ×ÌÏÖÉÍÙÈ × R2n [Pr04, Sk].

ïÞÅ×ÉÄÎÏ, ÞÔÏ K ÂÁÚÉÓÎÏ ×ÌÏÖÉÍ × R ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ K ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÉ
×ÌÏÖÉÍ × R. éÚ ÔÅÏÒÅÍ ïÓÔÒÁÎÄÁ É ûÔÅÒÎÆÅÌØÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÄÌÑ m > 2 ËÏÍÐÁËÔ K
ÂÁÚÉÓÎÏ ×ÌÏÖÉÍ × Rm ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ dimK < m=2. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÏÓÔÁ×ÁÌÏÓØ
ÎÅÉÚ×ÅÓÔÎÙÍ ÌÉÛØ ÏÐÉÓÁÎÉÅ ËÏÍÐÁËÔÏ×, ÂÁÚÉÓÎÏ ×ÌÏÖÉÍÙÈ × ÐÌÏÓËÏÓÔØ.

âÁÚÉÓÎÁÑ ×ÌÏÖÉÍÏÓÔØ × ÐÌÏÓËÏÓÔØ.
ðÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï K ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÂÁÚÉÓÎÏ ×ÌÏÖÉÍÙÍ × ÐÌÏÓËÏÓÔØ, ÅÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ×ÌÏÖÅÎÉÅ

K → R2, ÏÂÒÁÚ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÂÁÚÉÓÎÙÊ.
ðÒÏÂÌÅÍÁ ÏÐÉÓÁÎÉÑ ÇÒÁÆÏ× (É ËÏÍÐÁËÔÏ×), ÂÁÚÉÓÎÏ ×ÌÏÖÉÍÙÈ × ÐÌÏÓËÏÓÔØ, ÐÏÓÔÁ×ÌÅÎÁ

ûÔÅÒÎÆÅÌØÄÏÍ [St89]. ëÒÉÔÅÒÉÊ ÂÁÚÉÓÎÏÊ ×ÌÏÖÉÍÏÓÔÉ ÌÉÎÅÊÎÏ-Ó×ÑÚÎÙÈ ËÏÍÐÁËÔÏ× × ÐÌÏÓ-
ËÏÓÔØ ÐÏÌÕÞÅÎ × [Sk95]. äÌÑ ËÏÎÅÞÎÙÈ ÇÒÁÆÏ× ÏÎ ÆÏÒÍÕÌÉÒÕÅÔÓÑ ÏÓÏÂÅÎÎÏ ÐÒÏÓÔÏ.

ëÒÉÔÅÒÉÊ ÂÁÚÉÓÎÏÊ ×ÌÏÖÉÍÏÓÔÉ ÇÒÁÆÏ×. [Sk95, ÓÒ. Sk05] ëÏÎÅÞÎÙÊ ÇÒÁÆ K ÂÁÚÉÓÎÏ
×ÌÏÖÉÍ × R2 ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ×ÙÐÏÌÎÅÎÏ ÏÄÎÏ ÉÚ ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ Ä×ÕÈ ÜË×É×ÁÌÅÎÔ-
ÎÙÈ ÕÓÌÏ×ÉÊ:

(S) K ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÐÏÄÇÒÁÆÏ×, ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÎÙÈ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ S1, ÐÅÎÔÏÄÕ T5 ÉÌÉ ËÒÅÓÔÕ
Ó ÒÁÚ×ÅÔ×ÌÅÎÎÙÍÉ ËÏÎÃÁÍÉ C (ÒÉÓ. 1);

(U) K ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ × ÏÄÎÏÍ ÉÚ ÇÒÁÆÏ× Rn (ÒÉÓ. 2).
ïÐÒÅÄÅÌÉÍ ÇÒÁÆÙ Rn (ÒÉÓ. 2). ðÕÓÔØ U1 = T3, A | ×ÉÓÑÞÅÅ ÒÅÂÒÏ ÇÒÁÆÁ U1, a | ×ÉÓÑÞÁÑ

×ÅÒÛÉÎÁ ÒÅÂÒÁ A. çÒÁÆ Un+1 ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÉÚ Un ÒÁÚ×ÅÔ×ÌÅÎÉÅÍ ËÁÖÄÏÇÏ ×ÉÓÑÞÅÇÏ ÒÅÂÒÁ, ËÒÏÍÅ
A. ðÕÓÔØ Vn | ÇÒÁÆ, ÐÏÌÕÞÅÎÎÙÊ ÐÒÉËÌÅÉ×ÁÎÉÅÍ ÏÄÎÏÇÏ ÎÏ×ÏÇÏ ×ÉÓÑÞÅÇÏ ÒÅÂÒÁ Ë ËÁÖÄÏÊ
ÎÅ ×ÉÓÑÞÅÊ ×ÅÒÛÉÎÅ ÇÒÁÆÁ Un. ÷ÅÒÛÉÎÁ a ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ËÏÒÎÅÍ ÇÒÁÆÁ Vn. ðÕÓÔØ Rn | ÂÕËÅÔ
ÔÒÅÈ ËÏÐÉÊ Vn É ÄÕÇÉ, ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ ËÏÒÎÉ ÇÒÁÆÏ× Vn ÐÒÉËÌÅÉ×ÁÀÔÓÑ Ë ÏÄÎÏÊ ÉÚ ×ÅÒÛÉÎ ÄÕÇÉ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÎÁÍÅÞÅÎÏ × ËÏÎÃÅ ÓÌÅÄÕÀÝÅÇÏ ÐÁÒÁÇÒÁÆÁ.
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äÅËÁÒÔÏ×ÙÍ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅÍ X×Y Ä×ÕÈ ÍÎÏÖÅÓÔ× X É Y ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ ÐÁÒ
(a; b) ÔÁËÉÈ, ÞÔÏ a ∈ X É b ∈ Y .

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÂÁÚÉÓÎÏÇÏ ×ÌÏÖÅÎÉÑ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÏÞÅ×ÉÄÎÏ ÏÂÏÂÝÅÎÏ ÎÁ ×ÌÏÖÅÎÉÑ × ÐÒÏÉÚ-
×ÏÌØÎÏÅ ÄÅËÁÒÔÏ×Ï ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ X × Y . åÓÌÉ X É Y ÇÒÁÆÙ, ÔÏ ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÔØ
ÓÅÂÅ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ X × Y ËÁË Ä×ÕÍÅÒÎÙÊ ÏÂßÅËÔ (× ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÓÌÕÞÁÑÈ ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ
ÜÔÏÔ ÏÂßÅËÔ ÒÁÓÐÏÌÏÖÅÎ × ÔÒÅÈÍÅÒÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å). îÁÐÒÉÍÅÒ, T × I Ñ×ÌÑÅÔÓÑ 'ËÎÉÖËÏÊ
Ó ÔÒÅÍÑ ÓÔÒÁÎÉÃÁÍÉ', S1 × I | ÃÉÌÉÎÄÒÏÍ É S1 × S1 | ÔÏÒÏÍ. ôÅÏÒÅÍÁ 1.a ÂÙÌÁ ÏÂÏÂÝÅÎÁ
ÎÁ ÓÌÕÞÁÊ ÂÁÚÉÓÎÙÈ ×ÌÏÖÅÎÉÊ × ÄÅËÁÒÔÏ×Ù ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÇÒÁÆÏ× × [Ku00].

îÁÚÏ×ÅÍ ×ÅÒÛÉÎÕ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÇÒÁÆÁ ÕÖÁÓÎÏÊ, ÅÓÌÉ ÅÅ ÓÔÅÐÅÎØ ÂÏÌØÛÅ ÞÅÔÙÒÅÈ. îÁÚÏ×ÅÍ
×ÅÒÛÉÎÕ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÇÒÁÆÁ ÓÔÒÁÛÎÏÊ, ÅÓÌÉ ÅÅ ÓÔÅÐÅÎØ ÒÁ×ÎÁ ÞÅÔÙÒÅÍ, É ÏÎÁ ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ
ËÏÎÃÏÍ ÎÉ ÏÄÎÏÇÏ ×ÉÓÑÞÅÇÏ ÒÅÂÒÁ. äÅÆÅËÔÏÍ ÇÒÁÆÁ K ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÓÕÍÍÁ �(K) = (degA1 −
2) + : : :+ (degAk − 2); ÇÄÅ A1; : : : ; Ak | ×ÓÅ ÓÔÒÁÛÎÙÅ É ÕÖÁÓÎÙÅ ×ÅÒÛÉÎÙ ÇÒÁÆÁ K.

ëÒÉÔÅÒÉÊ ÂÁÚÉÓÎÏÊ ×ÌÏÖÉÍÏÓÔÉ ÇÒÁÆÏ× × ËÎÉÖËÕ Ó n ÓÔÒÁÎÉÃÁÍÉ. ëÏÎÅÞÎÏÅ
ÄÅÒÅ×Ï K Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÂÁÚÉÓÎÏ ×ÌÏÖÉÍÙÍ × R×Tn ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÌÉÂÏ �(K) < n,
ÌÉÂÏ �(K) = n É K ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÕÖÁÓÎÕÀ ×ÅÒÛÉÎÕ, ÉÍÅÀÝÕÀ ×ÉÓÑÞÅÅ ÒÅÂÒÏ [Ku00].

óÌÅÄÕÀÝÁÑ ÇÉÐÏÔÅÚÁ ÎÁ×ÅÑÎÁ ÔÅÏÒÅÍÏÊ òÏÂÅÒÔÓÏÎÁ-óÉÍÏÒÁ Ï ×ÌÏÖÉÍÏÓÔÉ ÇÒÁÆÏ× × ÐÏ-
×ÅÒÈÎÏÓÔÉ [Sk05].

çÉÐÏÔÅÚÁ. (a) óÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÌÉÛØ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÞÉÓÌÏ 'ÚÁÐÒÅÝÅÎÎÙÈ' ÐÏÄÇÒÁÆÏ× ÄÌÑ ÂÁÚÉÓÎÏÊ
×ÌÏÖÉÍÏÓÔÉ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÇÒÁÆÁ × ÄÁÎÎÏÅ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ÇÒÁÆÏ×.

(b) óÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÁÌÇÏÒÉÔÍ ÐÒÏ×ÅÒËÉ ÂÁÚÉÓÎÏÊ ×ÌÏÖÉÍÏÓÔÉ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÇÒÁÆÁ × ÄÁÎÎÏÅ
ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ÇÒÁÆÏ×.

ëÒÉÔÅÒÉÊ ÂÁÚÉÓÎÏÊ ×ÌÏÖÉÍÏÓÔÉ ÌÉÎÅÊÎÏ-Ó×ÑÚÎÙÈ ËÏÍÐÁËÔÏ×. [Sk95, ÓÒ. Sk05]
ìÉÎÅÊÎÏ-Ó×ÑÚÎÙÊ ËÏÍÐÁËÔ K ÂÁÚÉÓÎÏ ×ÌÏÖÉÍ × ÐÌÏÓËÏÓÔØ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ
ÏÎ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÌÏËÁÌØÎÏ Ó×ÑÚÎÙÍ (Ô.Å. ÐÅÁÎÏ×ÓËÉÍ) É ×ÙÐÏÌÎÅÎÏ ÌÀÂÏÅ ÉÚ Ä×ÕÈ ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ
(ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÙÈ) ÕÓÌÏ×ÉÊ:

(1) K ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÐÏÄËÏÍÐÁËÔÏ× S;C2; C4; B É, ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ n, ÐÏÄËÏÍÐÁËÔÏ× Fn É
Hn (ÒÉÓ. 1, 3);

(2) K ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÐÏÄËÏÎÔÉÎÕÕÍÏ× S;C1; C2; C3; B; F;H+, H−; h+; h− (ÒÉÓ. 2, 3).
÷×ÅÄÅÍ ÉÓÐÏÌØÚÏ×ÁÎÎÙÅ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑ É ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ (ÒÉÓ. 1, 2, 3).
îÕÌØ-ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØÀ ÍÎÏÖÅÓÔ× ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÍÎÏÖÅÓÔ×, ÄÉÁÍÅ-

ÔÒÙ ËÏÔÏÒÙÈ ÓÔÒÅÍÑÔÓÑ Ë ÎÕÌÀ.
C3 | ËÒÅÓÔ Ó ÎÕÌØ-ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØÀ ÄÕÇ, ÓÈÏÄÑÝÉÈÓÑ Ë ÅÇÏ ÃÅÎÔÒÕ É ÐÒÉËÌÅÅÎÎÙÈ Ë

ÏÄÎÏÊ ÉÚ ÅÇÏ ×ÅÔ×ÅÊ.
C4 | ËÒÅÓÔ Ó ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØÀ ÔÏÞÅË, ÓÈÏÄÑÝÉÈÓÑ Ë ÅÇÏ ÃÅÎÔÒÕ.
B | ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÅ ÏÔÒÅÚËÁ [0; 1] É ÎÕÌØ-ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÄÕÇ, ÐÒÉËÌÅÅÎÎÙÈ ÚÁ ÏÄÉÎ

ËÏÎÅÃ Ë (0; 1). ïÞÅ×ÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÉÊ ÔÉÐ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á B ÎÅ ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ ×ÁÒÉÁÃÉÊ
× ÅÇÏ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÉ.

F1 | ÔÒÉÏÄ, É Fn+1 ÐÏÌÕÞÅÎÏ ÉÚ Fn ÒÁÚ×ÅÔ×ÌÅÎÉÅÍ ËÁÖÄÏÇÏ ËÏÎÃÁ ÇÒÁÆÁ Fn.
Hn { ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÅ ÏÔÒÅÚËÁ [0; 1] Ó ÎÕÌØ-ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØÀ ÔÒÉÏÄÏ×, ÐÒÉËÌÅÅÎÎÙÈ Ë I

ÚÁ ÏÄÉÎ ËÏÎÅÃ × ÔÏÞËÁÈ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á Dn = {3−l1 + : : :+ 3−ls | s ≤ n; 0 < l1 < : : : < ls { ÃÅÌÙÅ}.
F { ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÅ ÏÔÒÅÚËÁ [0; 1] Ó ÎÕÌØ-ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØÀ ÇÒÁÆÏ× Fn, ÐÒÉËÌÅÅÎÎÙÈ Ë

ÔÏÞËÁÍ 1=n ÚÁ ÏÄÉÎ ËÏÎÅÃ.
H+ É H− | ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÑ ÏÔÒÅÚËÁ [0; 1] Ó ÎÕÌØ-ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØÀ ËÏÎÔÉÎÕÕÍÏ× Hn,

ÓÏÅÄÉÎÅÎÎÙÅ Ó ÔÏÞËÁÍÉ 1=n ÄÕÇÁÍÉ, ÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÍÉ Hn × 1 ∈ [0; 1] ⊂ Hn É 0 ∈ [0; 1] ⊂ Hn−1,
ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ.

h+ (ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ h−) ÐÏÌÕÞÅÎÏ ÉÚ ÎÕÌØ-ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ËÏÎÔÉÎÕÕÍÏ× Hn ÓËÌÅÉ-
×ÁÎÉÅÍ ÔÏÞÅË 1 ∈ [0; 1] ⊂ Hn É 0 ∈ [0; 1] ⊂ Hn−1 (ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ 0 ∈ [0; 1] ⊂ Hn É
1 ∈ [0; 1] ⊂ Hn−1).

çÉÐÏÔÅÚÕ Ï ×ÌÏÖÉÍÏÓÔÉ (ÎÅ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ÌÉÎÅÊÎÏ-Ó×ÑÚÎÙÈ) ËÏÎÔÉÎÕÕÍÏ× × ÐÌÏÓËÏÓÔØ ÓÍ.
× [Sk95].
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âáúéóîïóôø ðìïóëéè íîïöåóô÷
åÓÌÉ ÕÓÌÏ×ÉÅ ÚÁÄÁÞÉ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅÍ, ÔÏ ÚÁÄÁÞÁ ÓÏÓÔÏÉÔ × ÔÏÍ, ÞÔÏÂÙ ÜÔÏ ÕÔ×ÅÒ-

ÖÄÅÎÉÅ ÄÏËÁÚÁÔØ. ôÒÕÄÎÙÅ ÚÁÄÁÞÉ ÏÔÍÅÞÅÎÙ Ú×ÅÚÄÏÞËÏÊ, Á ÎÅÒÅÛÅÎÎÙÅ | Ä×ÕÍÑ.

òÁÚÒÙ×ÎÁÑ ÂÁÚÉÓÎÏÓÔØ.
1. (a) äÌÑ ÌÀÂÙÈ ÌÉ ÞÅÔÙÒÅÈ ÞÉÓÅÌ f11; f12; f21; f22 ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ ÔÁËÉÅ ÞÅÔÙÒÅ ÞÉÓÌÁ

g1; g2; h1; h2, ÞÔÏ fij = gi + hj ÐÒÉ ÌÀÂÙÈ i; j = 1; 2?
(b) áÎÄÒÅÊ îÉËÏÌÁÅ×ÉÞ É ÷ÌÁÄÉÍÉÒ éÇÏÒÅ×ÉÞ ÉÇÒÁÀÔ × ÉÇÒÕ 'á ÎÕ-ËÁ, ÒÁÚÌÏÖÉ!'. îÁ

ÛÁÈÍÁÔÎÏÊ ÄÏÓËÅ ÏÔÍÅÞÅÎÏ ÎÅÓËÏÌØËÏ ËÌÅÔÏË. á. î. ÒÁÓÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÞÉÓÌÁ × ÏÔÍÅÞÅÎÎÙÈ ËÌÅÔ-
ËÁÈ, ËÁË ÈÏÞÅÔ. ÷. é. ÓÍÏÔÒÉÔ ÎÁ ÒÁÓÓÔÁ×ÌÅÎÎÙÅ ÞÉÓÌÁ É ÂÅÒÅÔ 16 ÞÉÓÅÌ a1; : : : ; a8; b1; : : : ; b8,
Ô.Å. '×ÅÓÏ×' ÓÔÏÌÂÃÏ× É ÓÔÒÏË, ËÁË ÈÏÞÅÔ. åÓÌÉ ÞÉÓÌÏ × ËÁÖÄÏÊ ÏÔÍÅÞÅÎÎÏÊ ËÌÅÔËÅ ÏËÁÚÁÌÏÓØ
ÒÁ×ÎÙÍ ÓÕÍÍÅ ×ÅÓÏ× ÓÔÒÏËÉ É ÓÔÏÌÂÃÁ ÜÔÏÊ ËÌÅÔËÉ, ÔÏ ×ÙÉÇÁÌ ÷. é., Á ÉÎÁÞÅ (Ô.Å. ÅÓÌÉ ÞÉÓÌÏ
ÈÏÔÑ ÂÙ × ÏÄÎÏÊ ÏÔÍÅÞÅÎÎÏÊ ËÌÅÔËÅ ÏËÁÚÁÌÏÓØ ÎÅ ÒÁ×ÎÙÍ ÓÕÍÍÅ ×ÅÓÏ× ÓÔÒÏËÉ É ÓÔÏÌÂÃÁ ÜÔÏÊ
ËÌÅÔËÉ) ×ÙÉÇÒÁÌ á. î.

äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÐÒÉ ÐÒÁ×ÉÌØÎÏÊ ÉÇÒÅ ÷. é. ×ÙÉÇÒÙ×ÁÅÔ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÎÅ
ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÚÁÍËÎÕÔÏÇÏ ÍÁÒÛÒÕÔÁ ÌÁÄØÉ, ÎÁÞÁÌØÎÁÑ ËÌÅÔËÁ É ËÌÅÔËÉ ÐÏ×ÏÒÏÔÁ ËÏÔÏÒÏÇÏ
Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÏÔÍÅÞÅÎÎÙÍÉ (ÎÅ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ×ÓÅ ÏÔÍÅÞÅÎÎÙÅ ËÌÅÔËÉ ÚÁÄÅÊÓÔ×Ï×ÁÎÙ).

ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ R2 ÐÌÏÓËÏÓÔØ Ó ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÏÊ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ
x(a) É y(a) ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ÔÏÞËÉ a ∈ R2. ðÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ (ËÏÎÅÞÎÁÑ ÉÌÉ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÁÑ) ÔÏÞÅË
ÐÌÏÓËÏÓÔÉ {a1; : : : ; an; : : :} ⊂ R2 ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÍÏÌÎÉÅÊ, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ i ×ÙÐÏÌÎÅÎÏ ai 6= ai+1,
É ÐÒÉ ÜÔÏÍ x(ai) = x(ai+1) ÄÌÑ ÞÅÔÎÙÈ i É y(ai) = y(ai+1) ÄÌÑ ÎÅÞÅÔÎÙÈ i. îÅ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ
×ÓÅ ÔÏÞËÉ ÍÏÌÎÉÉ ÒÁÚÌÉÞÎÙ. ëÏÎÅÞÎÁÑ ÍÏÌÎÉÑ {a1; : : : ; a2l+1} ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÚÁÍËÎÕÔÏÊ, ÅÓÌÉ
a1 = a2l+1.

2. (a) òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÚÁÍËÎÕÔÕÀ ÍÏÌÎÉÀ {a1; : : : ; an = a1}. îÁÚÏ×ÅÍ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅÍ ÒÁÓÓÔÁ-
ÎÏ×ËÕ ÞÉÓÅÌ × ÐÒÏÅËÃÉÑÈ ÔÏÞÅË ÜÔÏÊ ÍÏÌÎÉÉ ÎÁ ÏÓØ Ox É × ÐÒÏÅËÃÉÑÈ ÔÏÞÅË ÜÔÏÊ ÍÏÌÎÉÉ ÎÁ
ÏÓØ Oy. íÏÖÎÏ ÌÉ ÔÁË ÒÁÓÓÔÁ×ÉÔØ × ÔÏÞËÁÈ ÍÏÌÎÉÉ ÞÉÓÌÁ f1; : : : ; fn ∈ R Ó f1 = fn, ÞÔÏÂÙ
ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÞÉÓÌÏ fi ÎÅ ÂÙÌÏ ÂÙ ÒÁ×ÎÏ ÓÕÍÍÅ Ä×ÕÈ ÞÉÓÅÌ, ÓÔÏÑÝÉÈ ×
x(ai) É × y(ai)?

(b) ðÒÅÄÓÔÁ×ØÔÅ ÆÕÎËÃÉÀ f : [(−1;−1); (1; 1)] ∪ [(0; 0); (1;−1)] → R, f(x; y) = xy × ×ÉÄÅ
ÓÕÍÍÙ g(x) + h(y) Ä×ÕÈ ÆÕÎËÃÉÊ, ËÁÖÄÁÑ ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ÚÁ×ÉÓÉÔ ÔÏÌØËÏ ÏÔ ÏÄÎÏÊ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ.

ðÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï K ⊂ R2 ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÒÁÚÒÙ×ÎÏ ÂÁÚÉÓÎÙÍ, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÆÕÎË-
ÃÉÉ f : K → R ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ ÔÁËÉÅ ÆÕÎËÃÉÉ g; h : R → R, ÞÔÏ f(x; y) = g(x) + h(y) ÄÌÑ
ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÉ (x; y) ∈ K.

3. (a) ïÔÒÅÚÏË K = 0× [0; 1] ⊂ R2 Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÒÁÚÒÙ×ÎÏ ÂÁÚÉÓÎÙÍ.
(b) ëÒÅÓÔ K = 0× [−1; 1] ∪ [−1; 1]× 0 ⊂ R2 Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÒÁÚÒÙ×ÎÏ ÂÁÚÉÓÎÙÍ.
(c) äÏËÁÖÉÔÅ ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ.
ëÒÉÔÅÒÉÊ ÒÁÚÒÙ×ÎÏÊ ÂÁÚÉÓÎÏÓÔÉ. ðÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ÒÁÚÒÙ×ÎÏ ÂÁÚÉÓÎÏ ÔÏ-

ÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÏÎÏ ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÚÁÍËÎÕÔÙÈ ÍÏÌÎÉÊ.
4.** (a) áÎÄÒÅÊ îÉËÏÌÁÅ×ÉÞ É ÷ÌÁÄÉÍÉÒ éÇÏÒÅ×ÉÞ ÉÇÒÁÀÔ × 3D-ÉÇÒÕ 'á ÎÕ-ËÁ, ÒÁÚÌÏÖÉ!'.

÷ ËÕÂÅ n × n × n, ÒÁÚÂÉÔÏÍ ÎÁ n3 ÅÄÉÎÉÞÎÙÈ ËÕÂÉËÏ×, ÏÔÍÅÞÅÎÏ ÎÅÓËÏÌØËÏ ËÕÂÉËÏ×. á.
î. ÒÁÓÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÞÉÓÌÁ × ÏÔÍÅÞÅÎÎÙÈ ËÕÂÉËÁÈ, ËÁË ÈÏÞÅÔ. ÷. é. ÓÍÏÔÒÉÔ ÎÁ ÒÁÓÓÔÁ×ÌÅÎÎÙÅ
ÞÉÓÌÁ É ÂÅÒÅÔ 3n ÞÉÓÅÌ a1; : : : ; an; b1; : : : ; bn; c1; : : : ; cn | '×ÅÓÏ×' ËÏÌÏÎÏË, ÐÒÏÄÏÌØÎÙÈ ÓÔÒÏË É
ÐÏÐÅÒÅÞÎÙÈ ÓÔÒÏË (Ô.Å. ÒÑÄÏ×, ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÈ ÏÓÉ z, ÏÓÉ x É ÏÓÉ y) | ËÁË ÈÏÞÅÔ. åÓÌÉ ÞÉÓÌÏ ×
ËÁÖÄÏÍ ÏÔÍÅÞÅÎÎÏÍ ËÕÂÉËÅ (i; j; k) (ÐÏÓÔÁ×ÌÅÎÎÏÅ á. î.) ÏËÁÚÁÌÏÓØ ÒÁ×ÎÙÍ ÓÕÍÍÅ ai + bj + ck
ÔÒÅÈ ×ÅÓÏ× ËÏÌÏÎËÉ, ÐÒÏÄÏÌØÎÏÊ ÓÔÒÏËÉ É ÐÏÐÅÒÅÞÎÏÊ ÓÔÒÏËÉ ÜÔÏÇÏ ËÕÂÉËÁ, ÔÏ ×ÙÉÇÒÁÌ ÷.
é., Á ÉÎÁÞÅ (Ô.Å. ÅÓÌÉ ÞÉÓÌÏ ÈÏÔÑ ÂÙ × ÏÄÎÏÍ ÏÔÍÅÞÅÎÎÏÍ ËÕÂÉËÅ ÏËÁÚÁÌÏÓØ ÎÅ ÒÁ×ÎÙÍ ÓÕÍÍÅ
ÔÒÅÈ ×ÅÓÏ×) ×ÙÉÇÒÁÌ á. î.

ëÁË ÐÏ ÎÁÂÏÒÕ ÏÔÍÅÞÅÎÎÙÈ ËÕÂÉËÏ× ÕÚÎÁÔØ, ËÔÏ ×ÙÉÇÒÙ×ÁÅÔ?
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(ñÓÎÏ, ÞÔÏ ÁÌÇÏÒÉÔÍ ÒÁÓÐÏÚÎÁ×ÁÎÉÑ ×ÙÉÇÒÙÛÎÏÓÔÉ ÄÁÎÎÏÇÏ ÎÁÂÏÒÁ ÏÔÍÅÞÅÎÎÙÈ ËÕÂÉËÏ×
ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ. öÅÌÁÔÅÌØÎÏ ÎÁÊÔÉ ÐÒÏÓÔÏÊ ËÒÉÔÅÒÉÊ ÔÉÐÁ ÔÏÇÏ, ËÏÔÏÒÙÊ ÉÍÅÅÔÓÑ ÄÌÑ ÐÌÏÓËÏÇÏ
ÁÎÁÌÏÇÁ ÜÔÏÊ ÉÇÒÙ. éÎÔÅÒÅÓÎÙ ÄÁÖÅ ÏÔ×ÅÔÙ ÄÌÑ ÍÁÌÅÎØËÉÈ n.)

(b) ïÐÒÅÄÅÌÉÔÅ ÒÁÚÒÙ×ÎÕÀ ÂÁÚÉÓÎÏÓÔØ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔ× ÔÒÅÈÍÅÒÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á. óÆÏÒ-
ÍÕÌÉÒÕÊÔÅ É ÄÏËÁÖÉÔÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÅÎÎÙÊ ÁÎÁÌÏÇ ÐÒÉ×ÅÄÅÎÎÏÇÏ ËÒÉÔÅÒÉÑ.

(c) ôÏ ÖÅ ÄÌÑ ÍÎÏÇÏÍÅÒÎÏÇÏ ÓÌÕÞÁÑ.

òÅÛÅÎÉÑ ÚÁÄÁÞ.
1. (a) üÔÏ ÎÅ×ÅÒÎÏ. åÓÌÉ fij = gi + hj ÄÌÑ i; j = 1; 2, ÔÏ f11 + f22 = f12 + f21, ÎÏ ÜÔÏ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ

ÎÅ ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÁ ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÎÁÂÏÒÏ× ÞÉÓÅÌ fij .
(b) "ôÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ" ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÚÁÄÁÞÉ 2. äÏËÁÖÅÍ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ "ÔÏÇÄÁ" ÉÎÄÕËÃÉÅÊ ÐÏ ËÏÌÉ-

ÞÅÓÔ×Õ ÏÔÍÅÞÅÎÎÙÈ ËÌÅÔÏË. åÓÌÉ ÏÔÍÅÞÅÎÁ ÔÏÌØËÏ ÏÄÎÁ ËÌÅÔËÁ, ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÚÁÄÁÞÉ ÔÒÉ×ÉÁÌØÎÏ.
ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÚÁ K ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÃÅÎÔÒÏ× ÏÔÍÅÞÅÎÎÙÈ ËÌÅÔÏË. ðÏ ÕÓÌÏ×ÉÀ, K ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÚÁÍËÎÕÔÙÈ
ÍÏÌÎÉÊ, ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ #E(K) < #K. úÎÁÞÉÔ, ÐÏ ÉÎÄÕËÔÉ×ÎÏÍÕ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÀ ÷.é. ÍÏÖÅÔ ×Ù-
ÉÇÒÁÔØ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å E(K). ÷ÓÅ ÏÓÔÁ×ÛÉÅÓÑ ËÌÅÔËÉ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÙÍÉ ÏÔÍÅÞÅÎÎÙÍÉ × Ó×ÏÅÊ
ÓÔÒÏËÅ ÉÌÉ × Ó×ÏÅÍ ÓÔÏÌÂÃÅ. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÷.é. ÓÍÏÖÅÔ ×ÙÂÒÁÔØ É ÏÓÔÁ×ÛÉÅÓÑ ×ÅÓÁ ÄÌÑ K.

2. äÁ. åÓÌÉ ËÁÖÄÏÅ ÉÚ ÞÉÓÅÌ fi ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÏ × ×ÉÄÅ ÓÕÍÍÙ Ä×ÕÈ ÞÉÓÅÌ, ÒÁÓÐÏÌÏÖÅÎÎÙÈ × ÔÏÞËÁÈ
x(ai) É y(ai), ÔÏ f1−f2 +f3− : : :−fn−1 = 0, ÎÏ ÍÏÖÎÏ ÌÅÇËÏ ÐÏÄÏÂÒÁÔØ ÎÁÂÏÒ ÞÉÓÅÌ fi, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ
ÜÔÏ ÎÅ×ÅÒÎÏ.

3. (a) ðÏÌÏÖÉÍ h(y) = f(0; y) É g(x) = 0.
(b) ðÏÌÏÖÉÍ g(x) = f(x; 0) É h(y) = f(0; y)− f(0; 0).
(c) "ôÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ" ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÚÁÄÁÞÉ 2. äÏËÁÖÅÍ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ "ÔÏÇÄÁ". òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØ-

ÎÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ f : K → R É ÐÏÓÔÒÏÉÍ ÐÏ ÎÅÊ ÆÕÎËÃÉÉ g É h ÔÁËÉÅ, ÞÔÏ f(x; y) = g(x)+h(y). îÁÚÏ×£Í
Ä×Å ÔÏÞËÉ a; b ∈ K ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÙÍÉ, ÅÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÍÏÌÎÉÑ {a = a1; : : : ; an = b} ⊂ K. ÷ÏÚØÍ£Í
ÏÄÉÎ ÉÚ ËÌÁÓÓÏ× ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ K1 ⊂ K É ÏÐÒÅÄÅÌÉÍ ÆÕÎËÃÉÉ g : x(K1) → R É h : y(K1) → R
ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ. úÁÆÉËÓÉÒÕÅÍ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÕÀ ÔÏÞËÕ a1 ∈ K1. ðÏÌÏÖÉÍ g(x(a1)) = f(a1) É
h(y(a1)) = 0. åÓÌÉ {a1; a2; : : : ; a2l} | ÍÏÌÎÉÑ ÉÚ ÔÏÞÅË ÍÎÏÖÅÓÔ×Á K, ÔÏ ÐÏÌÏÖÉÍ

h(y(a2l)) := f(a2l)− f(a2l−1) + : : :− f(a1) É g(x(a2l)) = f(a2l−1)− f(a2l−2) + : : :+ f(a1):

åÓÌÉ {a1; a2; : : : ; a2l+1} | ÍÏÌÎÉÑ ÉÚ ÔÏÞÅË ÍÎÏÖÅÓÔ×Á K, ÔÏ ÐÏÌÏÖÉÍ

g(x(a2l+1)) = f(a2l+1)− f(a2l) + : : :+ f(a1)

(ÚÎÁÞÅÎÉÅ h(y(a2l+1)) ÕÖÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÏ). óÄÅÌÁÅÍ ÜÔÏ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÅ ÄÌÑ ×ÓÅÈ ËÌÁÓÓÏ× ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ
ÏÄÎÏ×ÒÅÍÅÎÎÏ. äÌÑ ×ÓÅÈ ÖÅ ÐÒÏÞÉÈ ÔÏÞÅË ÐÏÌÏÖÉÍ g(x) = 0 É h(y) = 0.

îÅÐÒÅÒÙ×ÎÁÑ ÂÁÚÉÓÎÏÓÔØ.
þÅÒÅÚ |z; z0| = |(x; y); (x0; y0)| =

√
(x− x0)2 + (y − y0)2 ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ ÏÂÙÞÎÏÅ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ

ÍÅÖÄÕ ÔÏÞËÁÍÉ z = (x; y) É z0 = (x0; y0) ÐÌÏÓËÏÓÔÉ. ðÕÓÔØ K | ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÐÌÏÓËÏÓÔÉ R2.
æÕÎËÃÉÑ f : K → R ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÏÊ, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ ÔÏÞËÉ z0 ∈ K É ÞÉÓÌÁ " > 0
ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÔÁËÏÅ ÞÉÓÌÏ � > 0, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÔÏÞËÉ z ∈ K Ó ÕÓÌÏ×ÉÅÍ |z; z0| < � ×ÙÐÏÌÎÅÎÏ
|f(z)− f(z0)| < ". éÎÏÇÄÁ ÕÄÏÂÎÏ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ ÔÏÞËÉ (x; y) ×ÍÅÓÔÏ z.

5. (a) æÕÎËÃÉÑ f(x; y) =
√
x2 + y2 Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÏÊ ÎÁ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ.

(b) æÕÎËÃÉÑ f(x; y), ÒÁ×ÎÁÑ ÃÅÌÏÊ ÞÁÓÔÉ ÏÔ x+ y, ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÏÊ ÎÁ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ.
(c) åÓÌÉ a1; : : : ; an | ÒÁÚÌÉÞÎÙÅ ÔÏÞËÉ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á K ⊂ R2, ÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÁÑ

ÆÕÎËÃÉÑ f : K → R, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÊ f(ai) = (−1)i É |f(x)| ≤ 1 ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ x ∈ K.
(d) ðÕÓÔØ K = {a1; : : : ; a4n+4} | ÍÏÌÎÉÑ ÉÚ 4n + 4 ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÔÏÞÅË ÎÁ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ É

f1; : : : ; f4n+4 | ÞÉÓÌÁ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ |(−1)i−fi| < 1=2n. ðÕÓÔØ g(x(ai)); h(y(ai)), i = 1; : : : ; 4n+
4, | ÔÁËÉÅ ÞÉÓÌÁ, ÞÔÏ fi = g(x(ai)) + h(y(ai)) ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ i (ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÅÓÌÉ x(ai) = x(aj), ÔÏ
g(x(ai)) = g(x(aj)), É ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÄÌÑ y É h). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ maxi |g(x(ai))| > n.

÷ÓÅ ×ÓÔÒÅÞÁÀÝÉÅÓÑ × ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍ ÆÕÎËÃÉÉ ÐÒÅÄÐÏÌÁÇÁÀÔÓÑ ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÙÍÉ.
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ðÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï K ⊂ R2 ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ (ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÏ) ÂÁÚÉÓÎÙÍ, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÏÊ
ÆÕÎËÃÉÉ f : K → R ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ ÔÁËÉÅ ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ g; h : R → R, ÞÔÏ f(x; y) =
g(x) + h(y) ÄÌÑ ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÉ (x; y) ∈ K.

6. (a) úÁÍËÎÕÔÁÑ ÍÏÌÎÉÑ ÎÅ ÂÁÚÉÓÎÁ.
(b) ïÔÒÅÚÏË K = 0× [0; 1] ⊂ R2 Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÂÁÚÉÓÎÙÍ.
(c) ëÒÅÓÔ K = 0× [−1; 1] ∪ [−1; 1]× 0 ⊂ R2 Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÂÁÚÉÓÎÙÍ.
7. (a) åÓÌÉ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ÂÁÚÉÓÎÏ, ÔÏ ÏÎÏ ÒÁÚÒÙ×ÎÏ ÂÁÚÉÓÎÏ.
(b) ðÏÐÏÌÎÅÎÎÏÊ ÍÏÌÎÉÅÊ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÅ ÔÏÞËÉ a0 ∈ R2 Ó ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÊ ÍÏÌÎÉÅÊ

{a1; : : : ; an; : : :} ⊂ R2 ÉÚ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÔÏÞÅË, ÓÈÏÄÑÝÅÊÓÑ Ë ÔÏÞËÅ a0 (Ô.Å. ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ " > 0
ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÔÁËÏÅ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÅ N , ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ i > N ×ÙÐÏÌÎÅÎÏ |ai; a0| < "). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ
ÎÉËÁËÁÑ ÐÏÐÏÌÎÅÎÎÁÑ ÍÏÌÎÉÑ ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÂÁÚÉÓÎÏÊ. (úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÏÎÁ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÒÁÚÒÙ×ÎÏ
ÂÁÚÉÓÎÏÊ).

(c) þÅÒÅÚ [a; b] ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÏÔÒÅÚÏË, ÓÏÅÄÉÎÑÀÝÉÊ ÔÏÞËÉ a É b. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ËÒÅÓÔ
[(−1;−2); (1; 2)] ∪ [(−1; 1); (1;−1)] ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÂÁÚÉÓÎÙÍ.

(d) ðÕÓÔØ mi;j = 2−3·2−i+j ·2−2i. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï, ÓÏÓÔÏÑÝÅÅ ÉÚ ÔÏÞÅË (mi;2l;mi;2l)
É ÔÏÞÅË (mi;2l;mi;2l−2), ÇÄÅ i ÏÔ 1 ÄÏ ∞ É l = 1; 2; 3; : : : ; 2i−1. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï
ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÊ ÍÏÌÎÉÉ, ÎÏ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÓËÏÌØ ÕÇÏÄÎÏ ÄÌÉÎÎÙÅ ÍÏÌÎÉÉ.

(e) ïÂßÅÄÉÎÅÎÉÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÉÚ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÇÏ ÐÕÎËÔÁ Ó ÔÏÞËÏÊ (2; 2) ÎÅ ÂÁÚÉÓÎÏ.
8. ðÕÓÔØ K ⊂ R2 | ÏÂÒÁÚ ÏÔÒÅÚËÁ [0; 1] ÐÒÉ ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÏÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÉ [0; 1] → R2.
(a) ìÀÂÁÑ ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ K → R ÄÏÓÔÉÇÁÅÔ Ó×ÏÅÇÏ ÎÁÉÂÏÌØÛÅÇÏ É ÎÁÉÍÅÎØÛÅÇÏ

ÚÎÁÞÅÎÉÊ. õËÁÚÁÎÉÅ: Ó×ÅÄÉÔÅ Ë ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏÊ ÔÅÏÒÅÍÅ ÄÌÑ ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ [0; 1] → R.
(b)* åÓÌÉ K ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÓËÏÌØ ÕÇÏÄÎÏ ÄÌÉÎÎÙÅ ÍÏÌÎÉÉ, ÔÏ K ÎÅ ÂÁÚÉÓÎÏ.
ðÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÔÏÞÅË ai ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÓÈÏÄÑÝÅÊÓÑ Ë ÔÏÞËÅ a, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ÌÀ-

ÂÏÇÏ " > 0 ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÔÁËÏÅ ÃÅÌÏÅ N , ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ i > N ×ÙÐÏÌÎÅÎÏ |a; ai| < ".
ðÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï K ⊂ R2 ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÚÁÍËÎÕÔÙÍ, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÊ

ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÔÏÞÅË ai ∈ K, ÓÈÏÄÑÝÅÊÓÑ Ë ÔÏÞËÅ a, ×ÙÐÏÌÎÅÎÏ a ∈ K.
9. (a) ðÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï K ⊂ R2 ÐÌÏÓËÏÓÔÉ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÚÁÍËÎÕÔÙÍ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ

ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÔÏÞËÉ a 6∈ K ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÔÁËÏÅ " > 0, ÞÔÏ ÌÀÂÁÑ ÔÏÞËa ÐÌÏÓËÏÓÔÉ c ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅÍ
ÍÅÎÅÅ " ÄÏ a ÎÅ ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ K.

(b) ïÂÒÁÚ ÏÔÒÅÚËÁ ÐÒÉ ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÏÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÉ [0; 1] → R2 × ÐÌÏÓËÏÓÔØ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÚÁ-
ÍËÎÕÔÙÍ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ.

ëÒÉÔÅÒÉÊ ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÏÊ ÂÁÚÉÓÎÏÓÔÉ. úÁÍËÎÕÔÏÅ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÐÌÏÓ-
ËÏÓÔÉ ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÏ ÂÁÚÉÓÎÏ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÏÎÏ ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÓËÏÌØ ÕÇÏÄÎÏ
ÄÌÉÎÎÙÈ ÍÏÌÎÉÊ [St89].

10. (a) õÓÌÏ×ÉÅ ÚÁÍËÎÕÔÏÓÔÉ × ËÒÉÔÅÒÉÉ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏ.
(b) õÓÌÏ×ÉÅ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÓÔÉ × ËÒÉÔÅÒÉÉ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏ.
(c) äÏËÁÖÉÔÅ ÞÁÓÔØ 'ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ' (⇒) ËÒÉÔÅÒÉÑ.
ðÕÓÔØ K | ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÐÌÏÓËÏÓÔÉ R2. äÌÑ ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÉ v ∈ K ÎÁÒÉÓÕÅÍ Ä×Å ÐÒÑÍÙÅ,

ÐÒÏÈÏÄÑÝÉÅ ÞÅÒÅÚ v ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÏ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÙÍ ÏÓÑÍ. åÓÌÉ ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÎÁ ÉÚ ÜÔÉÈ Ä×ÕÈ
ÐÒÑÍÙÈ ÐÅÒÅÓÅËÁÅÔ K ÔÏÌØËÏ × ÔÏÞËÅ v, ÔÏ ÐÏËÒÁÓÉÍ v × ÂÅÌÙÊ Ã×ÅÔ. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ E(K)
ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ ÔÏÞÅË K, ÎÅ Ñ×ÌÑÀÝÉÈÓÑ ÂÅÌÙÍÉ:

E(K) = {v ∈ K : |K ∩ (x = x(v))| ≥ 2 É |K ∩ (y = y(v))| ≥ 2}:

ðÕÓÔØ E2(K) = E(E(K)), E3(K) = E(E(E(K))) É Ô.Ä.
11. (a) åÓÌÉ K ⊂ R2 ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÓËÏÌØ ÕÇÏÄÎÏ ÄÌÉÎÎÙÈ ÍÏÌÎÉÊ, ÔÏ En(K) = ∅ ÄÌÑ

ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ n.
(b) äÏËÁÖÉÔÅ ÏÂÒÁÔÎÏÅ.
(c)* äÏËÁÖÉÔÅ ÞÁÓÔØ 'ÔÏÇÄÁ' (⇐) ËÒÉÔÅÒÉÑ ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÏÊ ÂÁÚÉÓÎÏÓÔÉ.
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(d)** äÏËÁÖÉÔÅ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÏ (Ô.Å. ÂÅÚ ÉÓÐÏÌØÚÏ×ÁÎÉÑ ÏÐÉÓÁÎÉÑ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á C∗(K) ×
ÔÅÒÍÉÎÁÈ ÍÅÒ), ÞÔÏ ÅÓÌÉ K ⊂ R2 ÚÁÍËÎÕÔÏ É ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÏ, ÐÒÉÞÅÍ E(K) = ∅, ÔÏ K ÂÁÚÉÓÎÏ
[Tr]. õËÁÚÁÎÉÅ. ðÏÌÕÞÉÔÅ ÓÎÁÞÁÌÁ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ f(x; y) = g(x) + h(y) ÄÌÑ ËÕÓÏÞÎÏ-ÌÉÎÅÊÎÙÈ
ÆÕÎËÃÉÊ f , ÐÒÉÞÅÍ |g|+ |h| < 5|f |.

(e)** äÏËÁÖÉÔÅ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÏ (Ô.Å. ÂÅÚ ÉÓÐÏÌØÚÏ×ÁÎÉÑ ÏÐÉÓÁÎÉÑ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á C∗(K) ×
ÔÅÒÍÉÎÁÈ ÍÅÒ) ÞÁÓÔØ 'ÔÏÇÄÁ' ËÒÉÔÅÒÉÑ ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÏÊ ÂÁÚÉÓÎÏÓÔÉ. õËÁÚÁÎÉÅ. ôÏ ÖÅ, |g|+ |h| <
Cn|f |, ÇÄÅ Cn ÚÁ×ÉÓÉÔ ÔÏÌØËÏ ÏÔ ÔÏÇÏ n, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ En(K) = ∅.

(f)** îÁÊÄÉÔÅ ËÒÉÔÅÒÉÊ ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÏÊ ÂÁÚÉÓÎÏcÔÉ ÄÌÑ ÚÁÍËÎÕÔÙÈ (ÎÏ ÎÅÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÈ)
ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔ× ÐÌÏÓËÏÓÔÉ.

12. (a) ïÐÒÅÄÅÌÉÔÅ (ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÕÀ) ÂÁÚÉÓÎÏÓÔØ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔ× ÔÒÅÈÍÅÒÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á.
äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÖ 0× 0× [−1; 1] ∪ 0× [−1; 1]× 0 ∪ [−1; 1]× 0× 0 ⊂ R3 Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÂÁÚÉÓÎÙÍ.

(b) ðÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á R3, ÓÏÓÔÏÑÝÅÅ ÉÚ ÞÅÔÙÒÅÈ ÔÏÞÅË (0; 0; 0); (1; 1; 0); (0; 1; 1);
(1; 0; 1), ÎÅ ÂÁÚÉÓÎÏ. (îÏ En(K) 6= ∅ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ n, ÓÍ. ÎÉÖÅ.)

(c)* ðÕÓÔØ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï K ⊂ R3 ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á ÚÁÍËÎÕÔÏ É ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÏ. áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ
ÏÐÒÅÄÅÌÉÍ E(K), ÉÓÐÏÌØÚÕÑ ×ÍÅÓÔÏ ÐÒÑÍÙÈ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ, ÐÅÒÐÅÎÄÉËÕÌÑÒÎÙÅ ÏÓÑÍ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ:

E(K) = {v ∈ K : |K ∩ (x = x(v))| ≥ 2; |K ∩ (y = y(v))| ≥ 2 É |K ∩ (z = z(v))| ≥ 2}:

äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ En(K) = ∅ ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ n, ÔÏ K ÂÁÚÉÓÎÏ.
(d)** äÏËÁÖÉÔÅ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÏ (Ô.Å. ÂÅÚ ÉÓÐÏÌØÚÏ×ÁÎÉÑ ÏÐÉÓÁÎÉÑ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á C∗(K) ×

ÔÅÒÍÉÎÁÈ ÍÅÒ) ÐÒÅÄÙÄÕÝÉÊ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ.

òÅÛÅÎÉÑ ÚÁÄÁÞ.
5. (a) íÏÖÎÏ ÐÏÌÏÖÉÔØ � = ", ÔÏÇÄÁ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ |f(z)−

f(z0)| ≤ |z; z0|.
(b) äÌÑ x = 1, y = 0 É " = 1

2 ÔÁËÏÇÏ � ÎÅ ÓÕÝÅcÔ×ÕÅÔ, Ô.Ë. |f(1; 0)− f(1− �
2 ; 0)| = 1 > 1

2 .
(c) ðÏÓÔÒÏÉÍ ÓÎÁÞÁÌÁ ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ f : R2 → R, ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÕÀ ÕÓÌÏ×ÉÀ ÚÁÄÁÞÉ.

ïÂÏÚÎÁÞÉÍ s = mini<j |ai; aj |. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ n ÄÉÓËÏ× Ó ÃÅÎÔÒÁÍÉ × ÔÏÞËÁÈ ai É ÒÁÄÉÕÓÁÍÉ s
3 . ÷ÎÅ

ÜÔÉÈ ÄÉÓËÏ× ÐÏÌÏÖÉÍ f = 0. ÷ÎÕÔÒÉ i-ÇÏ ÄÉÓËÁ ÓÄÅÌÁÅÍ f ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÅÊ ÏÔ ÒÁÄÉÕÓÁ, ÒÁ×ÎÏÊ
(−1)i × ÃÅÎÔÒÅ ai É ÎÕÌÀ ÎÁ ÇÒÁÎÉÃÅ. ôÅÐÅÒØ ÏÇÒÁÎÉÞÉÍ ÐÏÓÔÒÏÅÎÎÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ ÎÁ K ⊂ R2 É
ÐÏÌÕÞÉÍ ÔÒÅÂÕÅÍÕÀ ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ K → R.

(d) éÍÅÅÍ
|(f2 − f3 + f4 − f5 + : : :− f4n+3)− (4n+ 2)| ≤ 4n+ 2

2n ≤ 3:

üÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ g(a2) − g(a4n+3) ≥ (4n + 2) − 3 > 2n, ÉÚ ÞÅÇÏ ÎÅÍÅÄÌÅÎÎÏ ÓÌÅÄÕÅÔ ÔÒÅÂÕÅÍÏÅ
ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï.

6. (a) åÓÌÉ ÂÙ ÍÏÌÎÉÑ A = {a1; : : : ; a2l+1} ÂÙÌÁ ÂÁÚÉÓÎÏÊ, ÔÏ f(a1)−f(a2)+: : :+f(an−2)−f(a2l) =
0, ÎÏ ÌÅÇËÏ ÐÏÄÏÂÒÁÔØ ÆÕÎËÃÉÀ f , ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÊ ÜÔÏ ÎÅ ×ÙÐÏÌÎÅÎÏ. óÒÁ×ÎÉÔÅ Ó ÚÁÄÁÞÅÊ 2.

(b),(c) áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÚÁÄÞÁÍ 3a, 3b.
7. (a) åÓÌÉ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÒÁÚÒÙ×ÎÏ ÂÁÚÉÓÎÙÍ, ÔÏ ÏÎÏ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÚÁÍËÎÕÔÕÀ ÍÏÌÎÉÀ.

ôÏÇÄÁ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÚÁÄÁÞ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ 6a, Ô.Ë. ÆÕÎËÃÉÑ f ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÐÒÏÄÏÌÖÅÎÁ Ó ÚÁÍËÎÕÔÏÊ
ÍÏÌÎÉÉ ÎÁ ×Ó£ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï.

(b) òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÆÕÎËÃÉÀ f , ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÊ f(ai) = (−1)i
i . ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ f(x; y) = g(x) + h(y)

ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÙÈ g É h, ÔÏÇÄÁ

f(a1)− f(a2) + f(a3)− f(a4) + : : :− f(a2l) = h(y(a1))− h(y(a2l)):

ôÁË ËÁË liml→∞ h(y2l) ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ É ÒÁ×ÅÎ h(y(a0)), ÔÏ ÒÑÄ ∑2l
i=1(−1)if(ai) ÓÈÏÄÉÔÓÑ ÐÒÉ l→∞. îÏ

ÜÔÏ ÐÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÔ ÒÁÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ ÇÁÒÍÏÎÉÞÅÓËÏÇÏ ÒÑÄÁ.
(c) ëÒÅÓÔ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÚÁÍËÎÕÔÕÀ ÍÏÌÎÉÀ

a4k+1 = (−1
4k ;

1
4k ); a4k+2 = ( 1

2 · 4k ;
1
4k ); a4k+3 = ( 1

2 · 4k ;
−1

2 · 4k ); a4k+4 = ( −1
4k+1 ;

−1
2 · 4k )
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ïÐÒÅÄÅÌÉÍ ÆÕÎËÃÉÀ f ÎÁ ÜÔÏÊ ÍÏÌÎÉÉ, ÉÓÐÏÌØÚÕÑ ÚÁÄÁÞÕ 7(b), É ÐÒÏÄÏÌÖÉÍ Å£ ËÕÓÏÞÎÏ-ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÁ
×ÅÓØ ËÒÅÓÔ. îÅ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÔÁËÉÈ ÆÕÎËÃÉÊ g É f , ÞÔÏ f(x; y) = g(x) + h(y).

(d) äÌÑ ÌÀÂÏÇÏ i ÔÏÞËÉ (xi;2l; xi;2l)2i−1
l=1 É (xi;2l; xi;2l−2)2i−1

l=1 ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÍÏÌÎÉÀ ÉÚ 2i ÜÌÅÍÅÎÔÏ×.
(e) ïÐÒÅÄÅÌÉÍ ÆÕÎËÃÉÀ f(x; y) ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑÍÉ

f((xi;2l; xi;2l)) := 1
2i É f((xi;2l; xi;2l−2)) := − 1

2i

ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ f(x; y) = g(x)+h(y) ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÙÈ g(x) É h(y). ôÅÐÅÒØ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ
i, ÉÓÐÏÌØÚÕÑ ÍÏÌÎÉÉ (xi;2l; xi;2l) É (xi;2l; xi;2l−2), ÇÄÅ l = 1; 2; 3; : : : 2i−1, ÐÏÌÕÞÁÅÍ h(2− 3

2i )−h(2− 2
2i ) = 1.

üÔÏ ÐÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÔ ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÏÓÔÉ h × ÔÏÞËÅ y = 2.
æÕÎËÃÉÑ f : K → R ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÊ, ÅÓÌÉ ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÞÉÓÌÏ M ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ |f(x; y)| < M

ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÔÏÞËÉ (x; y) ∈ K. äÌÑ ÆÕÎËÃÉÉ G : K → R ÐÏÌÏÖÉÍ |G| := maxx∈K |G(x)|.
8. ìÅÍÍÁ. îÅÐÒÅÒÙ×ÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ f : [0; 1] → R ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÁ.
äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ ÐÒÏÔÉ×ÎÏÅ. ôÏÇÄÁ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÃÅÌÏÇÏ n ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÔÁËÁÑ

ÔÏÞËÁ an ∈ [0; 1], ÞÔÏ |f(an)| > n. ÷ÙÂÅÒÅÍ ÉÚ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ an ÐÏÄÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ani ,
ÓÈÏÄÑÝÕÀÓÑ Ë ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÔÏÞËÅ a ∈ [0; 1]. éÚ ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÏÓÔÉ ÆÕÎËÃÉÉ f ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ |f(ani)| ÓÔÒÅ-
ÍÉÔÓÑ Ë |f(a)|. îÏ × ÔÏ ÖÅ ×ÒÅÍÑ ÜÔÁ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÓÔÒÅÍÉÔÓÑ Ë ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÓÔÉ ÐÏ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÀ!
éÚ ÐÏÌÕÞÅÎÎÏÇÏ ÐÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÑ ÓÌÅÄÕÅÔ ÌÅÍÍÁ.

(a) ÷ÏÚØÍ£Í ÔÁËÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ k : [0; 1] → R2, ÞÔÏ K = k([0; 1]) É ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÀ f ◦k :
[0; 1] → R. ðÕÓÔØ s ÅÓÔØ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ f(k(t)) ≤ s ÄÌÑ ×ÓÅÈ t ∈ [0; 1]. åÓÌÉ ÂÙ ÎÅ
ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÌÏ ÔÁËÏÇÏ t, ÞÔÏ f(k(t)) = s, ÔÏ ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ 1

s−f(k(t)) : [0; 1] → R ÏËÁÚÁÌÁÓØ ÂÙ
ÎÅÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÊ. îÏ ÜÔÏ ÎÅ×ÏÚÍÏÖÎÏ ÐÏ ìÅÍÍÅ. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, f ÄÏÓÔÉÇÁÅÔ Ó×ÏÅÇÏ ÎÁÉÂÏÌØÛÅÇÏ
ÚÎÁÞÅÎÉÑ. áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÄÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÄÌÑ ÎÁÉÍÅÎØÛÅÇÏ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÆÕÎËÃÉÉ f .

(b) ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ K ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÓËÏÌØ ÕÇÏÄÎÏ ÄÌÉÎÎÙÅ ÍÏÌÎÉÉ É ÂÁÚÉÓÎÏ. íÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ,
ÞÔÏ ×ÓÅ ÔÏÞËÉ ËÁÖÄÏÊ ÍÏÌÎÉÉ ÒÁÚÌÉÞÎÙ. ôÏÇÄÁ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ n ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÍÏÌÎÉÑ {an1 ; : : : ; an4n+4} ÉÚ
(4n + 4)-È ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÔÏÞÅË ÍÎÏÖÅÓÔ×Á K. óÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ fn : K → R ÔÁËÁÑ,
ÞÔÏ fn(ani ) = (−1)i É |fn(x)| ≤ 1 ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ x ∈ K. ðÕÓÔØ f : K → R É g; h : R → R | ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÙÅ
ÆÕÎËÃÉÉ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ |f − fn| < 1=2n É f(x; y) = g(x) + h(y) ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÔÏÞËÉ (x; y) ∈ K. ôÏÇÄÁ
|g| > n ÐÏ ÚÁÄÁÞÅ 5(d).

ïÐÒÅÄÅÌÉÍ ÐÏ ÉÎÄÕËÃÉÉ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÞÉÓÅÌ sn É ÆÕÎËÃÉÊ Fn : K → R. ðÏÌÏÖÉÍ s0 = 1
É F0 = 0. ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ sn−1 É Fn−1 ÕÖÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÙ. ÷ÏÚØÍÅÍ ÆÕÎËÃÉÉ Gn−1;Hn−1 : R → R,
ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ Fn−1(x; y) = Gn−1(x) +Hn−1(y) (ÅÓÌÉ ÔÁËÉÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÎÅÔ, ÔÏ ×ÓÅ ÄÏËÁÚÁÎÏ). âÅÒÅÍ

sn > sn−1! · (|Gn−1|+ n) É Fn = Fn−1 + fsn
sn−1!

ôÏÇÄÁ ÆÕÎËÃÉÑ F =
∞∑

n=1

fsn
sn−1! ÎÅ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÁ × ×ÉÄÅ G(x) +H(y) (ÞÔÏ É ÏÓÔÁÅÔÓÑ ÄÏËÁÚÁÔØ).

ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ F (x; y) = G(x) +H(y). äÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ |G| > n ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ n. éÍÅÅÍ:

F − Fn = F − Fn−1 − fsn
sn−1! = sn−1!(F − Fn−1)− fsn

sn−1! :

ðÏÌÏÖÉÍ f = sn−1!(F − Fn−1). ôÏÇÄÁ sn − 1 > sn−1 ÐÒÉ n > 2 É

|f − fsn | = sn−1!|F − Fn| < 1
(sn − 1) · sn

∞∑

k=0

1
sn+1 · : : : · sn+k

< 1
(sn − 1) · sn

∞∑

k=0

1
2k = 1

2sn
:

îÏ × ÔÏ ÖÅ ×ÒÅÍÑ
f = sn−1!(G(x)−Gn−1(x)) + sn−1!(H(y)−Hn−1(y)):

ðÏ ÚÁÄÁÞÅ 5(d) ÐÏÌÕÞÁÅÍ sn−1!|G−Gn−1| > sn. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ,

|G|+ |Gn−1| ≥ |G−Gn−1| > sn
sn−1! > |Gn−1|+ n:QED
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9. (a) äÏËÁÖÅÍ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ "ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ". ðÕÓÔØ K | ÚÁÍËÎÕÔÏÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÐÌÏÓËÏÓÔÉ.
ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÔÏÞËÉ a = (x; y) 6∈ K É ÄÌÑ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÇÏ " = 1

n > 0 ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ
ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÎÁ ÔÏÞËÁ an ∈ K, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÊ |a; an| ≤ 1

n . îÏ ÔÏÇÄÁ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÔÏÞÅË an ∈ K
ÓÈÏÄÉÔÓÑ Ë ÔÏÞËÅ a, ÐÏÜÔÏÍÕ a ∈ K. ðÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÅ.

ôÅÐÅÒØ ÄÏËÁÖÅÍ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ "ÔÏÇÄÁ". ðÕÓÔØ ÎÅËÏÔÏÒÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ an ÓÈÏÄÉÔÓÑ Ë
ÔÏÞËÅ a, ÎÅ ÌÅÖÁÝÅÊ × ÍÎÏÖÅÓÔ×Å K. ðÏ ÕÓÌÏ×ÉÀ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ " > 0 ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÔÏÞËÉ
an ∈ K ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ |a; an| > ". îÏ ÜÔÏ ÐÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÔ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ.

(b) òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f : [0; 1] → R2. ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ÎÅËÏÔÏÒÁÑ ÐÏÓÌÅ-
ÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÔÏÞÅË {ai} ÉÚ ÏÂÒÁÚÁ f ÓÈÏÄÉÔÓÑ Ë ÔÏÞËÅ a. äÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ i ×ÙÂÅÒÅÍ ti ∈ f−1(ai).
ôÅÐÅÒØ ×ÙÄÅÌÉÍ ÉÚ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ {ti} ÓÈÏÄÑÝÕÀÓÑ ÐÏÄÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ {tik}. å£ ÐÒÅÄÅÌ
ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÚÁ t0 ∈ [0; 1]. ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÏ, ÚÎÁÞÉÔ, ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ f(tik) ÓÈÏÄÉÔÓÑ Ë
f(t0). ôÏÇÄÁ a = f(t0), ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, f([0; 1]) ÚÁÍËÎÕÔÏ.

10. (a) ìÀÂÁÑ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÁÑ ÍÏÌÎÉÑ A, ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÁÝÁÑ ÚÁÍËÎÕÔÙÈ ÍÏÌÎÉÊ É ÓÈÏÄÑÝÁÑÓÑ Ë ÔÏÞËÅ
a 6∈ A, Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÂÁÚÉÓÎÏÊ. üÔÏ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÌÀÂÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ, ÏÐÒÅÄÅÌ£ÎÎÁÑ ÎÁ A, ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÁ.

(b) ëÏÎÔÒÐÒÉÍÅÒÏÍ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï {(k; k)}∞k=1 ∪ {(k; k − 1)}∞k=1 ÔÏÞÅË ÐÌÏÓËÏÓÔÉ.
(c) äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÐÏ×ÔÏÒÑÅÔ ÒÅÛÅÎÉÅ ÚÁÄÁÞÉ 8(b), ÉÓÐÏÌØÚÕÑ ÓÌÅÄÕÝÕÀ ìÅÍÍÕ.
ìÅÍÍÁ. ðÕÓÔØ K | ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÅ ÚÁÍËÎÕÔÏÅ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÐÌÏÓËÏÓÔÉ. ôÏÇÄÁ

ÌÀÂÁÑ ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ f : K → R ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÁ.
11. (a) ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ En(K) 6= ∅ ÄÌÑ ×ÓÅÈ n. äÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ n ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÏÞËÕ a0 ∈ En(K).

÷ÙÂÅÒÅÍ ÔÏÞËÉ a−1; a1 ∈ En−1(K) ÔÁËÉÅ, ÞÔÏ x(a−1) = x(a0) É y(a1) = y(a0). ôÅÐÅÒØ ÍÏÖÎÏ
×ÙÂÒÁÔØ ÔÏÞËÉ a−2; a2 ∈ En−2(K), ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ {a−2; a−1; a0; a1; a2} | ÍÏÌÎÉÑ. áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÍÏÖÎÏ
ÓËÏÎÓÔÒÕÉÒÏ×ÁÔØ ÍÏÌÎÉÀ ÉÚ 2n + 1 ÔÏÞÅË, ÌÅÖÁÝÕÀ ÃÅÌÉËÏÍ × ÍÎÏÖÅÓÔ×Å K. þÔÏ É ÔÒÅÂÏ×ÁÌÏÓØ
ÄÏËÁÚÁÔØ.

(b) ðÕÓÔØ ÔÅÐÅÒØ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï K ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÍÏÌÎÉÀ ÉÚ 2n+ 1 ÔÏÞËÉ {a−n; : : : ; a0; : : : ; an}. ôÏÇÄÁ ×
ÍÎÏÖÅÓÔ×Å E(K) ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ ÍÏÌÎÉÑ ÉÚ 2n− 1 ÔÏÞËÉ {a−n+1; : : : ; an−1}. ðÒÏÄÏÌÖÁÑ, ÐÏÌÕÞÉÍ, ÞÔÏ
a0 ∈ En(K). óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÅÓÌÉ En(K) = ∅, ÔÏ K ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÍÏÌÎÉÉ ÉÚ 2n+ 1 ÔÏÞÅË.

(c)* ðÒÉ×ÅÄ£Í ÎÅÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÏÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï, ÏÓÎÏ×ÁÎÎÏÅ ÎÁ ÐÅÒÅÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ËÅ Ó×ÏÊÓÔ×Á ÂÁ-
ÚÉÓÎÏÓÔÉ × ÔÅÒÍÉÎÁÈ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÈ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏ× × ÂÁÎÁÈÏ×ÙÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÁÈ ÆÕÎËÃÉÊ.
ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ C(X) ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÎÁ X Ó ÎÏÒÍÏÊ |f | = sup{|f(x)| :
x ∈ X}. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ I := [0; 1]. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ prx(a) É pry(a) ÐÒÏÅËÃÉÉ ÔÏÞËÉ a ∈ K ÎÁ ÏÓÉ
ËÏÏÒÄÉÎÁÔ.

äÌÑ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Á K ⊂ I2 ÏÐÒÅÄÅÌÉÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ (ÌÉÎÅÊÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ ÓÕÐÅÒÐÏÚÉÃÉÉ)

� : C(I)⊕ C(I) → C(K) ÆÏÒÍÕÌÏÊ �(g; h)(x; y) = g(x) + h(y):

ñÓÎÏ, ÞÔÏ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï K ⊂ I2 ÂÁÚÉÓÎÏ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ � ÜÐÉÍÏÒÆÎÏ. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ
ÞÅÒÅÚ C∗(X) ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÈ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ C(X) → R Ó ÎÏÒÍÏÊ |�| = sup{|�(f)| :
f ∈ C(X); |f | = 1}. äÌÑ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Á K ⊂ I2 ÏÐÒÅÄÅÌÉÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ (Ä×ÏÊÓÔ×ÅÎÎÙÊ ÌÉÎÅÊÎÙÊ
ÏÐÅÒÁÔÏÒ ÓÕÐÅÒÐÏÚÉÃÉÉ)

�∗ : C∗(K) → C∗(I)⊕ C∗(I) ËÁË �∗�(g; h) = (�(g ◦ prx); �(h ◦ pry)):
ôÁË ËÁË |�∗�| ≤ 2|�|, ÔÏ �∗ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎ. ðÏ Ä×ÏÊÓÔ×ÅÎÎÏÓÔÉ, � ÜÐÉÍÏÒÆÅÎ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ,
ËÏÇÄÁ �∗ ÍÏÎÏÍÏÒÆÅÎ.

(ðÒÉ ÜÔÏÍ �∗ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÉÎßÅËÔÉ×ÎÙÍ, ÎÏ ÎÅ ÍÏÎÏÍÏÒÆÎÙÍ. äÒÕÇÉÍÉ ÓÌÏ×ÁÍÉ, ÎÅ ÔÏÌØËÏ
ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ ÎÁ im� ÚÁÓÔÁ×ÌÑÀÔ ÅÇÏ ÂÙÔØ ÓÔÒÏÇÏ ÍÅÎØÛÅ ÞÅÍ C(K), ËÁË ÐÏËÁÚÙ×ÁÅÔ
ÐÒÉÍÅÒ ÎÅÂÁÚÉÓÎÏÊ ÐÏÐÏÌÎÅÎÎÏÊ ÍÏÌÎÉÉ.)

ðÏÎÑÔÎÏ, ÞÔÏ �∗ ÍÏÎÏÍÏÒÆÅÎ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ " > 0 ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ
|�∗�| > "|�| ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÎÅÎÕÌÅ×ÏÇÏ � ∈ C∗(K).

ïÓÔÁ£ÔÓÑ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÐÏÓÌÅÄÎÅÅ ÕÓÌÏ×ÉÅ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ En(K) = ∅. ðÒÉ×ÅÄÅÍ ÄÏËÁÚÁ-
ÔÅÌØÓÔ×Ï ÄÌÑ n ∈ {1; 2} (ÄÌÑ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÇÏ n ÏÎÏ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ). íÙ ÉÓÐÏÌØÚÕÅÍ ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ ÎÅÔÒÉ×É-
ÁÌØÎÙÊ ÆÁËÔ: C∗(K) ÓÏ×ÐÁÄÁÅÔ Ó ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÏÍ �-aÄÄÉÔÉ×ÎÙÈ ÒÅÇÕÌÑÒÎÙÈ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÚÎÁÞÎÙÈ
ÂÏÒÅÌÅ×ÓËÉÈ ÍÅÒ ÎÁ K (ÄÁÌÅÅ ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ ÉÈ ÐÒÏÓÔÏ 'ÍÅÒÁÍÉ'; ÉÓÐÏÌØÚÕÅÔÓÑ ÔÁËÖÅ ÔÅÒÍÉÎ
'ÚÁÒÑÄÙ'). éÍÅÅÍ

�∗� = (�x; �y); ÇÄÅ �x(U) = �(pr−1
x U) É �y(U) = �(pr−1

y U):
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åÓÌÉ � = �+−�− ÅÓÔØ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ÍÅÒÙ � ÎÁ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÅ É ÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÙÅ ÞÁÓÔÉ, ÔÏ |�| = ��(X),
ÇÄÅ �� = �+ + �− ÅÓÔØ ÁÂÓÏÌÀÔÎÏÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÍÅÒÙ �.

ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ Dx (É Dy) ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÔÅÈ ÔÏÞÅË ÉÚ K, ËÏÔÏÒÙÅ ÎÅ ÚÁÔÅÎÑÀÔÓÑ ÌÀÂÏÊ ÄÒÕÇÏÊ
ÔÏÞËÏÊ ÉÚ K × x- (É y-) ÎÁÐÒÁ×ÌÅÎÉÉ. ÷ÏÚØÍÅÍ ÌÀÂÕÀ ÍÅÒÕ � ÎÁ K Ó ÎÏÒÍÏÊ 1.

åÓÌÉ n = 1, ÔÏ

E(K) = ∅; ÐÏÜÔÏÍÕ Dx ∪Dy = K; ÚÎÁÞÉÔ, 1 = ��(K) ≤ ��(Dx) + ��(Dy):

TÏÇÄÁ, ÎÅ ÕÍÅÎØÛÁÑ ÏÂÝÎÏÓÔÉ, ��(Dx) ≥ 1=2. ôÁË ËÁË ÐÒÏÅËÃÉÑ ÎÁ ÏÓØ x ÉÎßÅËÔÉ×ÎÁ ÎÁ Dx, ÔÏ
|�x| ≥ 1=2. éÚ ÜÔÏÇÏ ×ÙÔÅËÁÅÔ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÄÌÑ " = 1

2 .
åÓÌÉ n = 2, ÔÏ

E(E(K)) = ∅; ÐÏÜÔÏÍÕ Dx ∪Dy = K − E(K) É E(Dx ∪Dy) = ∅:

ôÏÇÄÁ ÐÒÉ ��(E(K)) < 3=4 ÉÍÅÅÍ ��(Dx ∪Dy) > 1=4 É, ÎÅ ÕÍÅÎØÛÁÑ ÏÂÝÎÏÓÔÉ, ��(Dx) > 1=8, ÚÎÁÞÉÔ,
ËÁË É × ÓÌÕÞÁÅ n = 1, ÉÍÅÅÍ |�x| > 1=8, ÉÚ ÞÅÇÏ ×ÙÔÅËÁÅÔ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÄÌÑ " = 1

8 .
ðÒÉ ��(E(K)) ≥ 3=4 ÉÍÅÅÍ ��(K − E(K)) ≤ 1=4. ëÁË É × ÓÌÕÞÁÅ n = 1, ÎÅ ÕÍÅÎØÛÁÑ ÏÂÝÎÏÓÔÉ,

��x(prx(E(K))) ≥ ��(E(K))=2. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ |�x| ≥ 1
2 · 3

4 − 1
4 = 1

8 , ÉÚ ÞÅÇÏ É ×ÙÔÅËÁÅÔ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏÅ
ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÄÌÑ " = 1

8 .
úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ K ⊂ R2 - ÂÁÚÉÓÎÏÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï, ÔÏ ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÄÏËÁÚÁÔØ ÂÅÚ ÉÓÐÏÌØÚÏ×ÁÎÉÑ

�, ÞÔÏ �∗ ÍÏÎÏÍÏÒÆÎÏ. ïÐÒÅÄÅÌÉÍ ÌÉÎÅÊÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ 	 : C∗(I) ⊕ C∗(I) → C∗(K) ÆÏÒÍÕÌÏÊ
	(�x; �y)(f) = �x(g) + �y(h), ÇÄÅ g; h ∈ C(I) ÔÁËÏ×Ù, ÞÔÏ g(0) = 0 É f(x; y) = g(x) + h(y) ÄÌÑ
(x; y) ∈ K. ñÓÎÏ, ÞÔÏ 	�∗ = id É 	 ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÏ, ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ �∗ ÍÏÎÏÍÏÒÆÎÏ.

12. (a) íÎÏÖÅÓÔ×Ï K ⊂ R3 ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ (ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÏ) ÂÁÚÉÓÎÙÍ, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÏÊ
ÆÕÎËÃÉÉ f : K → R ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ g; h; l : R → R, ÔÁËÉÅ, ÞÔÏ f(x; y; z) =
g(x) + h(y) + l(z) ÄÌÑ ×ÓÅÈ ÔÏÞÅË (x; y; z) ∈ K.

äÌÑ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ f : K → R ÎÁ ËÒÅÓÔÅ K ÏÐÒÅÄÅÌÉÍ g(x) := f(x; 0; 0), h(y) :=
f(0; y; 0)− f(0; 0; 0) É l(z) := f(0; 0; z)− f(0; 0; 0).

(b) ðÏÌÏÖÉÍ g(0) = f(0; 0; 0), h(0) = 0, l(0) = 0,

2g(1) = f(0; 0; 0) + f(1; 1; 0) + f(1; 0; 1)− f(0; 1; 1);

2h(1) = −f(0; 0; 0) + f(1; 1; 0)− f(1; 0; 1) + f(0; 1; 1)) É
2l(1) = −f(0; 0; 0)− f(1; 1; 0) + f(1; 0; 1) + f(0; 1; 1):

(c)* áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÚÁÄÁÞÅ 11(c) [St89, §2, ìÅÍÍÁ 23.ii].

çÌÁÄËÁÑ ÂÁÚÉÓÎÏÓÔØ.
ðÕÓÔØ K | ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÐÌÏÓËÏÓÔÉ R2. æÕÎËÃÉÑ f : K → R ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉ-

ÒÕÅÍÏÊ, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÔÏÞËÉ z0 ∈ K ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ ÔÁËÉÅ ×ÅËÔÏÒ a ∈ R2 É ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÍÁÌÁÑ
ÆÕÎËÃÉÑ � : R2 → R, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÔÏÞËÉ z ∈ K ×ÙÐÏÌÎÅÎÏ

f(z) = f(z0) + a · (z − z0) + �(z − z0)|z; z0|:

úÄÅÓØ ÔÏÞËÁ ÏÚÎÁÞÁÅÔ ÚÎÁË ÓËÁÌÑÒÎÏÇÏ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ ×ÅËÔÏÒÏ× a = (fx; fy) É z−z0 = (x; y),
Ô.Å. a · (z − z0) = xfx + yfy. æÕÎËÃÉÑ � : R2 → R ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÍÁÌÏÊ, ÅÓÌÉ ÄÌÑ
ÌÀÂÏÇÏ ÞÉÓÌÁ " > 0 ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÔÁËÏÅ ÞÉÓÌÏ � > 0, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÔÏÞËÉ (x; y) ∈ R2

ÅÓÌÉ
√
x2 + y2 < �; ÔÏ |�(x; y)| < ":

ðÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï K ⊂ R2 ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÏ ÂÁÚÉÓÎÙÍ, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ÌÀ-
ÂÏÊ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ f : K → R ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ ÔÁËÉÅ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ
g : R → R É h : R → R, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÔÏÞËÉ (x; y) ∈ K ×ÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ f(x; y) = g(x) + h(y).

13. (a) (b) (c) òÅÛÉÔÅ ÁÎÁÌÏÇÉ ÚÁÄÁÞÉ 6 ÄÌÑ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÏÊ ÂÁÚÉÓÎÏÓÔÉ.
14. (a) çÒÁÆÉË ÆÕÎËÃÉÉ |x| ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ [−1; 1] Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÏ ÂÁÚÉÓÎÙÍ.
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(b) ìÏÍÁÎÁÑ Ó ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÙÍÉ ×ÅÒÛÉÎÁÍÉ (−2; 0), (−1; 1), (0; 0), (1; 1) É (2; 0) ÎÅ Ñ×ÌÑ-
ÅÔÓÑ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÏ ÂÁÚÉÓÎÏÊ. (úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÏÎÁ ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÏ ÂÁÚÉÓÎÁ.)

(c) ðÏÐÏÌÎÅÎÎÁÑ ÍÏÌÎÉÑ {([n+1
2 ]−1=2; [n2 ]−1=2)}∞n=1 ∪ {(0; 0)} ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÏ

ÂÁÚÉÓÎÏÊ. (úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÏÎÁ ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÔÁËÖÅ ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÏ ÂÁÚÉÓÎÏÊ.)
(d) ðÏÐÏÌÎÅÎÎÁÑ ÍÏÌÎÉÑ {(2−[n+1

2 ]; 2−[n2 ])}∞n=1 ∪ {(0; 0)} Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÏ ÂÁÚÉÓ-
ÎÏÊ. (úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÏÎÁ ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÏ ÂÁÚÉÓÎÏÊ.)

(e)** óÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÌÉ ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÏÔÒÅÚËÁ × ÐÌÏÓËÏÓÔØ, ÏÂÒÁÚ ËÏÔÏÒÏÇÏ
Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÏ ÂÁÚÉÓÎÙÍ, ÎÏ ÎÅ ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÏ ÂÁÚÉÓÎÙÍ?

15. (a) ëÒÅÓÔ K = [(−1;−2); (1; 2)] ∪ [(−1; 1); (1;−1)] ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÏ ÂÁ-
ÚÉÓÎÙÍ.

(b)** çÉÐÏÔÅÚÁ. ðÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï {(t2; t2
(1+t)2 )}t∈[− 1

2 ;
1
2 ] ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉ-

ÒÕÅÍÏ ÂÁÚÉÓÎÙÍ. õËÁÚÁÎÉÅ: ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÚÁÄÁÞÅ 15(a).
(c)** çÉÐÏÔÅÚÁ. ëÕÓÏÞÎÏ-ÌÉÎÅÊÎÙÊ ÇÒÁÆ ÎÁ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÇÌÁÄËÏ ÂÁÚÉÓÎÙÍ ÔÏÇÄÁ

É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÏÎ ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÓËÏÌØ ÕÇÏÄÎÏ ÄÌÉÎÎÙÈ ÍÏÌÎÉÊ, É ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ Ä×ÕÈ
ÓÉÎÇÕÌÑÒÎÙÈ ÔÏÞÅË a É b ×ÙÐÏÌÎÅÎÏ x(a) 6= x(b) É y(a) 6= y(b). ôÏÞËÁ a ∈ K ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ
ÓÉÎÇÕÌÑÒÎÏÊ, ÅÓÌÉ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ K Ó ÌÀÂÙÍ ÄÉÓËÏÍ Ó ÃÅÎÔÒÏÍ × a ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÐÒÑÍÏÌÉÎÅÊÎÙÍ
ÏÔÒÅÚËÏÍ.

(d)** îÁÊÄÉÔÅ ËÒÉÔÅÒÉÊ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÏÊ ÂÁÚÉÓÎÏcÔÉ ÄÌÑ ÇÒÁÆÏ× × ÐÌÏÓËÏÓÔÉ.
16. ðÕÓÔØ K | ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÐÌÏÓËÏÓÔÉ R2 É r ≥ 0. æÕÎËÃÉÑ f : K → R ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ r

ÒÁÚ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÏÊ, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÔÏÞËÉ z0 ∈ K ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ ÔÁËÉÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ f(z) =
f(x; y) ÓÔÅÐÅÎÉ ÎÅ ×ÙÛÅ r ÏÔ Ä×ÕÈ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ x É y É ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÍÁÌÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ � : R2 → R,
ÞÔÏ f(z) = f(z − z0) + �(z − z0)|z; z0|r ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÔÏÞËÉ z ∈ K. (üÔÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÏÔÌÉÞÁÅÔÓÑ
ÏÔ ÏÂÝÅÐÒÉÎÑÔÏÇÏ.)

(a) îÏÌØ ÒÁÚ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ | ÜÔÏ × ÔÏÞÎÏÓÔÉ ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÙÅ, Á ÏÄÉÎ ÒÁÚ
ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÙÅ | ÜÔÏ × ÔÏÞÎÏÓÔÉ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÙÅ.

(b) äÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÃÅÌÏÇÏ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÇÏ r ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅ r-ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÕÀ ÂÁÚÉÓÎÏÓÔØ
ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔ× ÐÌÏÓËÏÓÔÉ.

(c)** äÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÃÅÌÏÇÏ k ≥ 0 ÎÁÊÄeÔÓÑ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÐÌÏÓËÏÓÔÉ, r-ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÏ
ÂÁÚÉÓÎÏÅ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ r = 0; 1; : : : k, ÎÏ ÎÅ r-ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÏ ÂÁÚÉÓÎÏÅ ÎÉ ÄÌÑ ËÁËÏÇÏ r > k
[RZ07].

(d)** îÁÊÄÉÔÅ ËÒÉÔÅÒÉÊ r-ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÏÊ ÂÁÚÉÓÎÏcÔÉ ÄÌÑ ÇÒÁÆÏ× × ÐÌÏÓËÏÓÔÉ.

òÅÛÅÎÉÑ ÚÁÄÁÞ.
13. (a), (b), (c) áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÚÁÄÁÞÁÍ 6(a), 3(a) É 3(b).
14. (a) ðÕÓÔØ f(x; y) - ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ. ôÏÇÄÁ f(x; |x|) − f(0; 0) = ax + b|x| +

�(x; |x|)|(x; |x|)|. ðÏÌÏÖÉÍ h(y) = by, g(x) = f(x; |x|)− b|x|. ðÏÄÒÏÂÎÅÅ ÓÍ. [RZ07].
(b) ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ÄÁÎÎÁÑ ÌÏÍÁÎÁÑ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÏ ÂÁÚÉÓÎÁ. íÙ ÚÎÁÅÍ, ÞÔÏ ÆÕÎËÃÉÑ f

ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÁ × ÔÏÞËÁÈ (−1; 1) É (1; 1). óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÄÌÑ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÍÁÌÏÇÏ d > 0 ÉÍÅÀÔ
ÍÅÓÔÏ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ:

f(−1 + d; 1− d)− f(−1; 1) = f1d− f2d+ �(−1;1)(d;−d)|(d;−d)|;

f(−1− d; 1− d)− f(−1; 1) = −f1d− f2d+ �(−1;1)(−d;−d)|(−d;−d)|;
f(1 + d; 1− d)− f(1; 1) = f3d− f4d+ �(1;1)(d;−d)|(d;−d)| É
f(1− d; 1− d)− f(1; 1) = −f3d− f4d+ �(1;1)(−d;−d)|(−d;−d)|:

ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ f(x; y) = g(x) + h(y), ÇÄÅ g(x) É h(y) ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÙ. úÎÁÞÉÔ,

f(−1 + d; 1− d)− f(−1; 1) = g(−1 + d)− g(−1) + h(1− d)− h(1) = g′(−1)d− h′(1)d+ �(d)d É

f(−1− d; 1− d)− f(−1; 1) = g(−1− d)− g(−1) + h(1− d)− h(1) = −g′(−1)d− h′(1)d+ �(d)d:
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ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, h′(1) = f2 (É g′(−1) = f1). áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ h′(1) = f4. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, h′(1) = f2 = f4.
òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÅÐÅÒØ ÆÕÎËÃÉÀ f(x; y) = xy, ÄÌÑ ÎÅ£ f2 = −1 6= f4 = 1.

(c) ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ÜÔÁ ÐÏÐÏÌÎÅÎÎÁÑ ÍÏÌÎÉÑ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÏ ÂÁÚÉÓÎÁ. ðÏÌÏÖÉÍ an =
([n+1

2 ]−1=2; [n2 ]−1=2), f(an) := (−1)n
n , n = 2; 3; : : :. åÓÌÉ f(x; y) = g(x) + h(y) ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÆÕÎË-

ÃÉÊ g(x) É h(y), ÔÏÇÄÁ f(a2)− f(a3) + f(a4)− : : : ÓÈÏÄÉÔÓÑ Ë g(1)− g(0) (ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÚÁÄÁÞÅ 7d). îÏ
ÜÔÏ ÐÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÔ ÒÁÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ ÒÑÄÁ 1

2 + 1
3 + 1

4 + : : :
(d) îÅ ÏÇÒÁÎÉÞÉ×ÁÑ ÏÂÝÎÏÓÔÉ ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ f(0; 0) = 0, ÔÏÇÄÁ ×ÏÚØÍ£Í g(0) = 0 É h(0) = 0.

ðÏÌÏÖÉÍ
h(2−k) = f(2−(k+1); 2−k)− f(2−(k+1); 2−(k+1)) + f(2−(k+2); 2−(k+1))− : : : ;

g(2−k) = f(2−k; 2−k)− f(2−(k+1); 2−k) + f(2−(k+1); 2−(k+1))− : : : ;
ÇÄÅ ÐÒÁ×ÙÅ ÞÁÓÔÉ ÓÕÔØ ÓÕÍÍÙ ÚÎÁËÏÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ÒÑÄÏ×.

ôÅÐÅÒØ g(x) É h(y) ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ ÐÒÏÄÏÌÖÅÎÙ ÄÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ R → R.
15. (a) ïÐÒÅÄÅÌÉÍ

w(0) = 0; w(4−i + 4−3i) = w(4−i) = 0 É w(4−i + 4−3i−1) = 23i ÄÌÑ i = 1; 2; 3; : : : :

ðÒÏÄÏÌÖÉÍ ÔÅÐÅÒØ ÜÔÕ ÆÕÎËÃÉÀ ËÕÓÏÞÎÏ-ÌÉÎÅÊÎÏ ÄÏ ÆÕÎËÃÉÉ w : [0; 1] → R. äÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ x ∈ [0; 1]
ÏÐÒÅÄÅÌÉÍ f(x;−x) ËÁË ÐÌÏÝÁÄØ ÐÏÄ ÇÒÁÆÉËÏÍ ÆÕÎËÃÉÉ w ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ [0; x]. îÁ ÏÓÔÁÌØÎÏÍ ËÒÅÓÔÅ
ÐÏÌÏÖÉÍ f(x; y) = 0.

ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ f(x; y) = g(x) +h(y) ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÙÈ g É h. îÅ ÏÇÒÁÎÉÞÉ-
×ÁÑ ÏÂÝÎÏÓÔÉ, ÂÕÄÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ g(0) = h(0) = 0. äÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ g ÎÅ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÁ × ÔÏÞËÅ
x = 1=4. (ôÁËÉÍ ÖÅ ÓÐÏÓÏÂÏÍ ÍÏÖÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ g ÎÅ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÁ × ÌÀÂÏÊ ÔÏÞËÅ ×ÉÄÁ
x = 4−i.)

òÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÑ Ä×Å ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÅ ÍÏÌÎÉÉ ÉÚ ÔÏÞÅË ËÒÅÓÔÁ, ÎÁÞÉÎÁÀÝÉÅÓÑ × ÔÏÞËÁÈ (1
4 + d;−1

4 − d)
É (1

4 ;−1
4) É ÓÈÏÄÑÝÉÅÓÑ Ë ÔÏÞËÅ (0; 0), ÚÁËÌÀÞÁÅÍ, ÞÔÏ

g
(1

4 + d
)
− g

(1
4

)
= f

(1
4 + d;−1

4 − d
)
− f

(1
4 ;−

1
4

)
+ f

( 1
42 + d

4 ;−
1
42 −

d
4

)
− f

( 1
42 ;−

1
42

)
+ : : :

äÌÑ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÇÏ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÇÏ d < 1
4 ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ k ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ 4−3i < d=4i−1 ÄÌÑ ×ÓÅÈ i > k É

4−3k ≥ d=4k−1. ÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ 4−2k ≥ 4d > 4−2(k+1). ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ,

2(g
(1

4 + d
)
− g

(1
4

)
) > 2−3(k+1) + 2−3(k+2) + 2−3(k+3) : : : > 2−3(k+1) ≥ (4d)3=4

8 :

á ÜÔÏ ÐÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÔ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÏÓÔÉ ÆÕÎËÃÉÉ g × ÔÏÞËÅ 1
4 .

îÁÂÒÏÓÏË ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ËÒÉÔÅÒÉÑ ÂÁÚÉÓÎÏÊ ×ÌÏÖÉÍÏÓÔÉ ÇÒÁÆÏ×.
äÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÔÒÉ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ.
(a) ïËÒÕÖÎÏÓÔØ S1, ÐÅÎÔÏÄ T5 É ËÒÅÓÔ Ó ÒÁÚ×ÅÔ×ÌÅÎÎÙÍÉ ËÏÎÃÁÍÉ C (ÒÉÓ. 1) ÎÅ ×ÌÏÖÉÍÙ

ÂÁÚÉÓÎÏ × R2.
(b) åÓÌÉ ËÏÎÅÞÎÙÊ ÇÒÁÆ K ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÎÉ ÏÄÎÏÇÏ ÉÚ ÇÒÁÆÏ× S1, T5 É C (ÒÉÓ. 1), ÔÏ K

ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ × Rn (ÒÉÓ. ?) ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÇÏ n.
(c) çÒÁÆ Rn (ÒÉÓ. ?) ÂÁÚÉÓÎÏ ×ÌÏÖÉÍ × R2 ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÇÏ n.
îÁÂÒÏÓÏË ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ (b). äÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÄÅÒÅ×Ï K Ó n ÎÅ×ÉÓÑÞÉÍÉ

×ÅÒÛÉÎÁÍÉ, ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÅ ÇÒÁÆÏ× T5 É C, ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ × Rn. ÷ÏÚØÍÅÍ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÕÀ ×ÅÒ-
ÛÉÎÕ a ∈ K. ðÏÓËÏÌØËÕ K ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÉÔ T5 É C, ÔÏ deg a ≤ 4, ÐÒÉÞÅÍ ÅÓÌÉ deg a = 4, ÔÏ a
ÉÍÅÅÔ ×ÉÓÑÞÅÅ ÒÅÂÒÏ. úÎÁÞÉÔ, ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ ÔÏÞËÉ a ÉÚ K ÍÏÖÎÏ ×ÌÏÖÉÔØ × Rn ÔÁË, ÞÔÏ a
ÐÏÐÁÄÅÔ × ÃÅÎÔÒ Rn, Á ÜÔÁ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ ÐÅÒÅÊÄÅÔ × ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ T4 ÃÅÎÔÒÁ Rn. ó ËÁÖÄÏÊ
×ÅÒÛÉÎÏÊ, ÓÏÓÅÄÎÅÊ Ó a ÐÏÓÔÕÐÁÅÍ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ. ðÏÓËÏÌØËÕ 'ÇÌÕÂÉÎÁ' ÇÒÁÆÁ Rn (ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï
ÎÅ×ÉÓÑÞÉÈ ×ÅÒÛÉÎ ÎÁ ÓÁÍÏÊ ÄÌÉÎÎÏÊ ×ÅÔ×É ÏÔ ÃÅÎÔÒÁ) ÒÁ×ÎÁ n, Á ÎÅ×ÉÓÑÞÉÈ ×ÅÒÛÉÎ × K
ÒÏ×ÎÏ n, ÔÏ, ÐÒÏÄÏÌÖÁÑ ÜÔÏÔ ÐÒÏÃÅÓÓ ÄÁÌØÛÅ, ÍÙ ÓÍÏÖÅÍ ×ÌÏÖÉÔØ × Rn ×ÅÓØ ÇÒÁÆ K. QED

óÍ. ÐÒÉÍÅÒÙ ÂÁÚÉÓÎÙÈ ×ÌÏÖÅÎÉÊ ÇÒÁÆÏ× R1; R2; R3 ÎÁ ÒÉÓÕÎËÅ × [KS97, KS98]. äÌÑ n > 3
ÂÁÚÉÓÎÙÅ ×ÌÏÖÅÎÉÑ ÓÔÒÏÑÔÓÑ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ. üÔÏ ÄÏËÁÚÙ×ÁÅÔ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ (c).
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äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÂÁÚÉÓÎÏÊ ÎÅ×ÌÏÖÉÍÏÓÔÉ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ. [St89] ðÕÓÔØ ÚÁÄÁÎÏ ×ÌÏÖÅÎÉÅ
ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ S ⊂ R2. ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ n En(S) 6= ∅. ôÏÇÄÁ ÜÔÏ ×ÌÏÖÅÎÉÅ ÎÅ
Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÂÁÚÉÓÎÙÍ. äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, ÎÁ ÐÅÒ×ÏÍ ÛÁÇÅ × S ÚÁËÒÁÛÉ×ÁÅÔÓÑ × ÂÅÌÙÊ Ã×ÅÔ ÎÅ ÂÏÌÅÅ
4-È ÔÏÞÅË (ÜÔÏ ÔÏÞËÉ, × ËÏÔÏÒÙÈ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ ÏÐÏÒÎÙÅ ÐÒÑÍÙÅ, ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÙÍ
ÏÓÑÍ É ÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÅ K ÒÏ×ÎÏ × ÏÄÎÏÊ ÔÏÞËÅ). åÓÌÉ ÐÏÓÌÅ n-ÇÏ ÛÁÇÁ ÚÁËÒÁÛÅÎÏ ÂÅÌÙÍ
Ã×ÅÔÏÍ k ÔÏÞÅË, ÔÏ ÎÁ ÓÌÅÄÕÀÝÅÍ ÛÁÇÅ ÚÁËÒÁÛÉ×ÁÅÔÓÑ ÎÅ ÂÏÌÅÅ 2k ÔÏÞÅË. ÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ,
ÅÓÌÉ ÚÁËÒÁÛÉ×ÁÅÔÓÑ ÔÏÞËÁ a ∈ En(S), ÔÏ ÈÏÔÑ ÂÙ ÎÁ ÏÄÎÏÊ ÉÚ Ä×ÕÈ ÐÒÑÍÙÈ, ÐÒÏÈÏÄÑÝÉÈ
ÞÅÒÅÚ a É ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÙÍ ÏÓÑÍ, ÅÓÔØ ÚÁËÒÁÛÅÎÎÁÑ ÒÁÎÅÅ ÔÏÞËÁ. ÷ ÐÒÏÔÉ×ÎÏÍ
ÓÌÕÞÁÅ ËÁÖÄÁÑ ÉÚ ÜÔÉÈ ÐÒÑÍÙÈ ×ÙÓÅËÁÅÔ × En(S) ÎÅ ÍÅÎÅÅ 2-È ÔÏÞÅË, Ô.Å. a ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ
ÚÁËÒÁÛÅÎÁ ÎÁ (n+1)-ÏÍ ÛÁÇÅ. éÔÁË, ÐÏÓÌÅ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÛÁÇÏ× ÂÕÄÅÔ ÚÁËÒÁÛÅÎÏ ËÏÎÅÞÎÏÅ
ÞÉÓÌÏ ÔÏÞÅË, Ô.Å. En(S) 6= ∅ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ n.QED

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÂÁÚÉÓÎÏÊ ÎÅ×ÌÏÖÉÍÏÓÔÉ ÐÅÎÔÏÄÁ. ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ÐÅÎÔÏÄ T5 ÂÁ-
ÚÉÓÎÏ ×ÌÏÖÅÎ × ÐÌÏÓËÏÓÔØ. ðÕÓÔØ d | ×ÅÒÛÉÎÁ ÐÅÎÔÏÄÁ. éÚ ÕÓÌÏ×ÉÑ En(T5) = ∅ ÄÌÑ ÎÅËÏ-
ÔÏÒÏÇÏ n ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÅ k ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ Ek(T5) ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÐÒÏËÏÌÏÔÕÀ
ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ U ×ÅÒÛÉÎÙ d × T5. ôÏÇÄÁ ÎÁ (k + 1)-ÏÍ ÛÁÇÅ × ÏÄÎÏÍ ÉÚ ÒÅÂÅÒ A ⊂ T5 ÚÁËÒÁ-
ÛÉ×ÁÅÔÓÑ × ÂÅÌÙÊ Ã×ÅÔ ÎÅËÏÔÏÒÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÔÏÞÅË an, ÓÈÏÄÑÝÁÑÓÑ Ë d. úÎÁÞÉÔ
(ÐÒÉ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏÓÔÉ ÐÅÒÅÈÏÄÑ Ë ÐÏÄÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ × an É ÍÅÎÑÑ ÎÁÐÒÁ×ÌÅÎÉÅ ÏÓÉ x), ÍÙ
ÍÏÖÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ ÏÄÎÁ ÉÚ ÐÒÑÍÙÈ x = x(ai) ÉÌÉ y = y(ai) ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÄÒÕÇÉÈ ÔÏÞÅË ÉÚ
Ek(T5), ËÒÏÍÅ ai. ðÏÓËÏÌØËÕ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ (U−A)∪d ∼= T4 Ó×ÑÚÎÁ, ÏÎÁ ÌÅÖÉÔ ÐÏ ÏÄÎÕ ÓÔÏÒÏÎÕ
ÏÔ ×ÓÅÈ ÜÔÉÈ ÐÒÑÍÙÈ, Ô.Å., × ÐÏÌÕÐÌÏÓËÏÓÔÉ R+ ×R. ðÒÉ ÜÔÏÍ En(T4) = ∅, Ô.Å.

ÎÅËÏÔÏÒÙÊ ËÒÅÓÔ T4 ⊂ T5 ÂÁÚÉÓÎÏ ×ÌÏÖÅÎ × R+ ×R ÔÁË, ÞÔÏ d = (0; 0).
ôÅÐÅÒØ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÄÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ
ÎÅËÏÔÏÒÙÊ ÔÒÉÏÄ T3 ⊂ T4 ÂÁÚÉÓÎÏ ×ÌÏÖÅÎ × R+ ×R+ ÉÌÉ × 0×R ÔÁË, ÞÔÏ d = (0; 0).
÷ÔÏÒÏÊ ÓÌÕÞÁÊ ÎÅ×ÏÚÍÏÖÅÎ. ôÅÐÅÒØ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÄÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ
ÎÅËÏÔÏÒÙÊ ÄÉÏÄ T2 ⊂ T3 ÂÁÚÉÓÎÏ ×ÌÏÖÅÎ × ÌÕÞ R+ × 0 ÔÁË, ÞÔÏ d = (0; 0).
ðÏÌÕÞÉÌÉ ÐÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÅ. QED
äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÂÁÚÉÓÎÏÊ ÎÅ×ÌÏÖÉÍÏÓÔÉ ËÒÅÓÔÁ Ó ÒÁÚ×ÅÔ×ÌÅÎÎÙÍÉ ËÏÎÃÁÍÉ. ðÒÅÄÐÏ-

ÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ C ÂÁÚÉÓÎÏ ×ÌÏÖÅÎ × ÐÌÏÓËÏÓÔØ. áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Õ ÂÁÚÉÓÎÏÊ ÎÅ×ÌÏÖÉ-
ÍÏÓÔÉ ÐÅÎÔÏÄÁ ÐÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ

ÅÓÌÉ ËÒÅÓÔ T4 ÂÁÚÉÓÎÏ ×ÌÏÖÅÎ × ÐÌÏÓËÏÓÔØ R2, ÔÏ ÏÄÎÁ ÉÚ ÅÇÏ ×ÅÔ×ÅÊ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÐÒÑ-
ÍÏÌÉÎÅÊÎÙÊ ÏÔÒÅÚÏË Ó ËÏÎÃÏÍ × ×ÅÒÛÉÎÅ ËÒÅÓÔÁ, ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÊ ÏÄÎÏÊ ÉÚ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÙÈ
ÏÓÅÊ.

ôÅÐÅÒØ ÂÁÚÉÓÎÁÑ ÎÅ×ÌÏÖÉÍÏÓÔØ ÇÒÁÆÁ C ×ÙÔÅËÁÅÔ ÉÚ ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ ÌÅÍÍÙ. QED
ìÅÍÍÁ Ï ÓÈÌÏÐÙ×ÁÎÉÉ. ðÕÓÔØ K | ËÏÎÅÞÎÙÊ ÇÒÁÆ, K ⊂b R2. ïÐÒÅÄÅÌÉÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅ-

ÎÉÅ

q : R2 → R2 ÆÏÒÍÕÌÏÊ q(x; y) =





(x; y); x < a
(a; y); a ≤ x ≤ b

(x− (b− a); y); x > b
:

(a) q|K−[a;b]×c ÉÎßÅËÔÉ×ÎÏ;
(b) q(K) ÂÁÚÉÓÎÏ ×ÌÏÖÅÎÏ × ÐÌÏÓËÏÓÔØ R2.
äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. (a) ðÕÓÔØ, ÎÁÐÒÏÔÉ×, Ä×Å ÔÏÞËÉ ÉÚ K − [a; b] × c ÓËÌÅÉ×ÁÀÔÓÑ ÐÒÉ

ÓÈÌÏÐÙ×ÁÎÉÉ q. ôÏÇÄÁ ÏÎÉ ÌÅÖÁÔ × ÐÏÌÏÓÅ [a; b]×R É ÉÍÅÀÔ ÏÄÎÕ ÏÒÄÉÎÁÔÕ d. ôÏÇÄÁ ÜÔÉ ÔÏÞËÉ
(x1; d), (x2; d) ×ÍÅÓÔÅ Ó (x1; c), (x2; c) Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ×ÅÒÛÉÎÁÍÉ ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉËÁ ÓÏ ÓÔÏÒÏÎÁÍÉ,
ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÍÉ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÙÍ ÏÓÑÍ. üÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÎÅ ÂÁÚÉÓÎÏ × R2. ðÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÅ.

(b) äÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ q(K) ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÍÏÌÎÉÀ A = {a1; : : : ; an} ÄÌÉÎÙ n,
ÔÏ É K ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÍÏÌÎÉÀ ÄÌÉÎÙ n. åÓÌÉ q−1(A) | ÍÏÌÎÉÑ × K, ÔÏ ÎÕÖÎÏÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ
ÄÏËÁÚÁÎÏ. éÎÁÞÅ ÎÁÊÄÕÔÓÑ ÔÏÞËÉ ai; ai+1 | ×ÅÒÛÉÎÙ ×ÅÒÔÉËÁÌØÎÏÇÏ Ú×ÅÎÁ | ÔÁËÉÅ, ÞÔÏ
px(ai) = px(ai+1). ôÏÇÄÁ ÄÏÂÁ×ÉÍ Ë q−1(A) ÔÏÞËÉ (x(q−1(ai)); c) É (x(q−1(ai+1)); c) (ÚÄÅÓØ ÐÏ-
ÌÁÇÁÅÍ q−1(a; c) = (a; c)). ðÒÏÄÅÌÁ× ÔÁËÕÀ ÏÐÅÒÁÃÉÀ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÒÁÚ, ÐÏÌÕÞÉÍ ÍÏÌÎÉÀ × K
ÄÌÉÎÙ ÂÏÌØÛÅ n. QED
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